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y E W ß T.

Es war anfangs meine Absicht, die sämmtlichen von Dirichlet selbst

veröffentlichten Arbeiten, welche in dieser Ausgabe seiner Werke die erste Ab-

theilung bilden sollen, in einem Bande zu vereinigen. Aber ein solcher wäre,

wäe sich erst beim weiteren Fortschreiten des nicht raumsparenden Druckes

zeigte, für den Handgebrauch zu umfangreich geworden. Der Band musste

deshalb schon vor Beendigung der ersten Abtheilung an einer geeigneten Stelle

förmlich abgeschlossen werden; er enthält nunmehr, grossen Theils in chronolo-

gischer Folge, alle Arbeiten, welche Dirichlet vor 1843, also vor seiner ita-

lienischen Reise, veröffentlicht hat, sowie den im Monatsbericht der hiesigen

Akademie vom März 1846 erschienenen Aufsatz ~Zu7' Theorie der complexen Ein-

heiten", welcher sich gedanklich unmittelbar an die drei vorhergehenden Arbeiten

anreiht. Diesen Aufsatz hat Dirichlet zwar erst ein Jahr nach seiner Rückkehr

aus Italien in der Akademie gelesen, aber die ebenso grundlegenden als weit-

tragenden Untersuchungen, über welche er darin „einige Mittheilungen machte",

hatte er — wie ich aus seinem eigenen Munde weiss — bereits während seines

Aufenthaltes in Italien vollständig zu Ende geführt.

Die Abhandlung .Memoire sur Virnpossibilite de quelques Equations in-

determinees du cinquieme degre-, mit welcher der Band beginnt, ist typo-

graphisch getreu nach einem Exemplar abgedruckt, welches sich in Dirighlet's

Nachlass vorgefunden hat. Dieses zeigt vielfach redactionelle Abweichungen

von der unter demselben Titel im CuELLESchen Journal veröffentlichten, im vor-

liegenden Bande an zweiter Stelle abgedruckten Abhandlung, enthält den Text



VI VORWORT.

aber wahrscheinlich genau so, wie er im Jahre 1825 der Pariser Akademie

vorgelegen hat. Gewisses lässt sich freilich nicht darüber feststellen, da die

Aufnahme der Abhandlung in die Sammlung der Memoires des Savaiis etrangers

nur beschlossen worden aber niemals erfolgt ist. Exemplare derselben Art,

wie das erwähnte in Dirichlet's Nachlass, finden sich meines Wissens noch

in Göttingen im Nachlass von Gauss, hier in Berlin in der königlichen Bi-

bliothek, in Paris in der Bibliothek des Instituts und zwar im Fonds Huzard.

Sie tragen auf der letzten (zwanzigsten) Seite den Vermerk: ..Imprimerie de

Huzard-Coiircier, Rue du Jardinet n" 12". Ueber ihre Entstehungsweise habe

ich aber noch nicht vollständige Aufklärung erlangen können. Was ich darüber

in Erfahrung gebracht habe, werde ich in den Anmerkungen im zweiten Bande

mittheilen, namentlich alle Ergebnisse der Akten der Pariser Academie des

Sciences, welche deren beständiger Secretar, Herr Bertrand, mit gewohnter

Sorgfalt ermittelt und mit freundlichster Bereitwilligkeit zu meiner Verfügung-

gestellt hat, sowie ferner einige werthvolle Notizen, welche ich den Herren

Ernst Schering in Göttingen und Jules Tannery in Paris verdanke.

Bei der Herausgabe dieses Bandes hat mich Herr Lampe aufs Wirk-

samste unterstützt, ferner bei der Textrevision der sämmtlichen (mehr als fünfzig

Bogen füllenden) französischen Arbeiten auch Herr Molk, und mein verehrter

Freund, Herr Hermite, hat die grosse Güte gehabt, mit seinem Kennerblick

jeden einzelnen der französischen Correcturbogen durchzusehen. Ausserdem

habe ich mich bei der Revision von Originaltexten und Correcturbogen noch

der gefälligen Mithülfe der Herren Hensel, Hettner und Schwering erfreut,

und auch die Herren Gutzmer, Richard Müller und Schrentzel haben mir

in den Angelegenheiten der Herausgabe bereitwilligst Beistand geleistet.

Es ist mir eine angenehme Pflicht den genannten Herren an dieser Stelle

meinen wärmsten Dank auszusprechen.

Berlin, den 14. October 1889.

L. Kronecker.
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MEMOIRE
Sur rimpossihilite de quelques Equations indeterminees du cinquieme degre,

LU A l'aCADEMIE ROYALE DES SCIENCES (INSTITUT DE FRANCE), LE 11 JUILLET 1825,

PAR G. LEJEUNE DIRICHLET.

(D'apres le Rapport de MM. Lacroix et Legendre, ce Memoire a ete approuve, et doit etre impriine dau.s

le Recueil des Memoires des Savans etrangers.)

On sait que la theorie des equations indetenninees des degres superieurs

au second. est encore tres peu avancee: il est vrai qu'il y a une infinite

d'equations de tous les degres dont on peut demontrer Fimpossibilite en faisant

voir que quelles que soient les valeurs que Ton attribue aux indetenninees,

les deux membres de requation proposee ne peuvent janiais donner le meme

reste lorsqu'on les divise par un certain nombre ou module: inais lorsqu'une

equation ne peut pas etre traitee par ce raoyen. il devient difficile de prouver

qu'elle est impossible, et on n'y est parvenu, jusqu'ä present, que pour un tres

petit nombre d'equations. Toutes ces equations sont tres particulieres, et d'une

forme teile, que lorsqu'on cherche a les resoudre, on est naturellement conduit

ä une ou plusieurs formules quadratiques qu'il s'agit d'egaler k des puissances

parfaites. On satisfait ensuite de la maniere la plus generale a cette condition,

en exprimant les indeterminees par d'autres indeterminees. dont les piemieres

deviennent des fonctions entieres, et il se trouve, du moins dans tous les cas

oü la metliode dont il est question reussit, que les nouvelles indeterminees ou

d'autres quantites qui en d^pendent d'une maniere tres simple, satistbnt ega-

lement ä une equation semblable ä l'equation proposee. Comme les nouvelles

indeterminees sont en meme temps plus petites que les indeterminees primi-

tives, l'impossibilite de l'equation proposee se trouve etablie: car il est evident

que si eile etait possible, on aurait le moyen d'obtenir une suite decroissante

et indefinie de nombres entiers. ce qui implique contradiction. C'est de cette
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nianiere que Fermat et Euler ont prouve rimpossibilite de plusieurs ecjuations

du troisieme et du quatrieme degre.

En essayant d'appliquer des considerations semblables a quelques equa-

tions du cinquieme degre et d'une forme analogue ä Celles des equations trai-

tees par Fermat et Euler. on est arrete tout aussitot. La formule quadratique

a laquelle on arrive, et qu'il faut egaler a une cinquieme puissance. admet

plusieurs Solutions diiferentes. et parmi ces Solutions, il n'y en u qu'une seule

qui conduise ä une equation semblable ä l'equation proposee. En reÜechissant

a cette difiiculte, j'ai reconnu qu'elle pouvait etre levee tres simplement en

assujettissant a quelques conditions le nombre determine qui entre dans requation.

I! resulte d'un theoreme expose dans les preliminaires, que lorsque ces con-

ditions se trouvent remplies, les difterentes Solutions dont la formule quadratique

est sasceptible. en general, doivent etre rejetees, a Texception d'une seule. qui est

precisement celle de laquelle on deduit des nombres qui satisfont ä une equation

semblable ä Tequation proposee. On parvient ainsi ä etablir l'impossibilite d'une

classe assez etendue d'equations indeterminees du cinquieme degre. Le premier

membre de ces equations est la somme ou la difterence de deux cinqoiemes

puissances, et le second membre est le produit d"une cinquieme puissance et

d'un nombre determine assujetti ä difterentes conditions. En attribuant ä ce

nombre des valeurs particulieres compatibles avec ces conditions. on peut

obtenir autant de theoremes ])articuliers que Ton veut. Cette generalite de nos

theoremes est d'autant plus singuliere, que les equations analogues du troisieme

et du quatrieme degre. dont l'impossibilite a ete demontree jusqu'a present,

ne sont qu'en nomlire fini et meme tres petit.

I

Les nombres P et Q devant etre premiers entre eux, Tun pair, l'autre

impair. et le premiei* de plus non-divisible par 5, on peut demontrer que, pour

egaler le binome P'— öQ- a une cinquieme puissance avec toute la generalite

convenable. on n'a qu'a poser

P+Ql/ö = (M±N]/'5y'('±MV5),

les parties rationnelles et les coet'ticiens de 1/5 etant egales separement, t et u

satisfaisant generalement a l'equation t^— hir = 1, et les nombres M et N
(tant premiers entre eux, rini jiair. l'autre im|)air, et le premier non-divisible
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par 5 (*). Cela suppose. il n'est pas difficile d'etabllr le theoreme que nous

allons enoncer.

Thi'orhiir 1.

„Les nonibres P et Q devaiit etre premiers entre eiix. l'iin pair. Tautre

..impair. et le dernier devant etre de jilus divisible par ö. je dis que pour

..egaler le binome ?— 5Q" de la niaiiiere la plus generale ä luie cuiquienie

_pui88aiK'e, il suffira de poser

P+Q]/5 = (7 + (/'y5)\

.Les indeterminees ip et i/v etaut preuiieres entre elles. FuMe paire. Tautre

„iin])aii'e, et la premiere de plus uon-divisible par ö (**).^

Pour egaler P'— 5Q'"' ä une cinquienie puissance, nous poserons, d'apres

ce qui vient d'etre dit,

P+Ql/5 = (M=tN]/5)'(^±M|/5).

• N n"etant pas divisible ])ar ö. si nous faisons pour un instant

(M+Nl/5)' = M'+N'Vö,

il sera facile de voir que N' est divisible par 5. et que M' ne Test pas. En

substituant l'expression precedente dans la valeur de P+QVö, on aura
I __ _

P+ Q|/5 = (M'dzN'y5)(«±M|/5),

doli Ion tire

Q = ±M'?f±NV.

N' etant divisible par 5. et M' ne Tetant ])as, il est evident que Q ne pourra etre

divisible par 5. qu"autaiit que n. le sera. Les valeurs les plus petites qui satis-

fassent ä requation

r—hii' = 1,

[
sont eelles-ci,

A = 9, ?t = 4.

(') Pour ne pas donner trop d'etemlue ;i ce Jleiuoire, je supprime iei une premiere partie du

memoire manuscrit contenant (|ueli|ues tlieoremes sur les nombres ea tant qu'ils sont de la forme t-— au\

et la demonstration de la proposition dont il s'agit, fondee sur ces theoremes.

(**) II n'est peut-etre pas inutile de faire reirarquer qu'il y a des theoremes analogues pour beau-

' iiup dautres nombres premiers, et que pour les etablir, on peut faire usage des memes considerations dont

nous nous servons ici.



6 MEMOIRE SUR L'IMPOSSIBILTTE

Les valeurs generales seront par consequent donnees par cette fonnule,

t-i-u]/5 = (9+4V'5)^

dans laquelle p est un nombre entier, positif qaelconqiie (*); on tire de lä

Tous les terraes de cette valeur. & partir da second, etant divisibles

par 5, quel que soit p, on voit que pour que ii puisse etre divisible par 5.

il taut que le premier terrae, et par consequent aussi p, soit divisible par 5.

Si nous faisons donc p = bp', p etant un entier, et quo nous substituions la

valeur de t-^uYb dans celle de P-f-Q/S, nous aurons

p+Q)/5 = (MdiNVo)'' (9+41/5)'"'.

resultat qui. par Fintroduction des nouvelles indeterrainees.
(f

et i/' qui sont

telles que

(MdrNV5)(9±4]/5)"' = (f+ ipfb.,

se change en celui-ci,

p+Qi/5 = {(f+xpyiy.
•

La forme de la Solution donnee par l'enonce du theoreme se trouvant

ainsi justifiee. il ne reste plus qu'ä deterniiner la nature des indeterrainees.

Corarae on a

p-— ÖQ' = {({f—bip^f,

et que les nombres P et Q sont respectivenient divisibles par
(f

et i/', on voit

facilement que les indeterrainees y et t// doivent etre supposees premieres entre

elles. Tune paire, Tautre inipaire. et la premiere de plus non-divisible par 5.

On peut raerae ajouter que
(f

ou i/' sera irapaire selon que P et Q Test.

Reciproquement, si les indeterrainees
(f

et
(f>

satisfont aux conditlons precedentes,

les norabres P et Q determines par la formule

P+Q|/5 = ((f-\-ip]/öf,

seront premiers entre eux, corarae il est facile de s'en assui-er. Ces prelimi-

naires ötablis, nous pourrons nous occuper des theoremes qui fönt l'objet prin-

cipal de ce Memoire. Le premier de ces theoremes peut s'enoncer de la

maniere suivante.

I

(*) Voycz les AcUlitions a l'Algebre d'Eulor (urt. 75), oii les Dis'/uisiüones arilhnclicae (art. äOO).
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Theoreme IL

_Les nombres w et n etant positifs, plus grands que zero, et le second

.de plus different de 2, et le nombre A n'etant divisible ni par 2 ni par 5,

_ni par aucun nombre premier de Fune de ces formes 10/;dzl(*), il sera im-

„possible de trouver deiix nombres x et y pi*emiers entre eux, tels que

..\f-±iy' = 2"'5"As° («)•"

Supposons, contre l'enonce du theoreme, que l'equation soit possible.

Comme le second membre est pair (in ayant ete suppose >0), il faut que les

nombres x et y, qui sont premiers entre eux, soient impairs Tun et l'autre. Si

nous faisons x±y = 2p, xzpy = 2q, et par suite,

les nombres p et q seront entiers, premiers entre eux. et de plus Tun pair,

Tautre impair. En substituant les valeurs precedentes de x et ±y dans

lequation («). on la changera en celle-ci:

•IpCp^+lOp'q'+bc/) = 2"'b''Az\

Le premier membre ne peut etre egal au second membre, qui est divi-

sible par 5, qu'autant qu'on suppose j) divisible par 5. Faisant donc j) = 5?',

nous aurons

2.ö~r(q*-i-2.b\/r^-hb')*) = 2'"b''Az\

Le nombre n est par Hypothese egal ä Tunite ou plus grand que 2.

Si n est egal ä l'unite, il faudra, dans l'equation precedente, supposer z divisible

par 5. On pourra, dans ce cas, mettre bz ä la place de z, ou, ce qui est la

meme chose, donner a 5 l'exposant 6, d'oii Ton voit que Ton peut supposer

dans tous les cas, que /i>2. Si l'on met maintenant requation precedente

sous cette forme,

r(f/-+-2.5-/y'-'-|-5-*/) = 2'""' 5""- As',

(*) Les theoremes de ce Memoire, ile meme que ceux qui sont contenus dans l'addition, sont

susceptibles d'une extension que je \ais indiquer en deux mots. Ces tlieoremes ont encore Heu quand

meme A aurait des diviseurs premiers de la forme lOi— 1. On verra en eiTet que notre demonstration

suppose uniquement que le nombre A ne puisse avoir aucun diviseur commun avec la formule t*-\-lOt-s^-\-5s*,

( et s etant supposes premiers entre eux. Or, cette formule pouvaut se mettre sous la forme
^y

,

et le nombre ä etant premier, il resulte des theoremes connus d'Euler sur les formes lineaires des diviseurs

Premiers de l'expression x''±!/'', que notre formule n'a que des diviseurs premiers de la forme 10fc-|-l,

et est )iar consequent premiere ä A. Voyez la Theorie des nombres ou le Memoire d'Euler, circa divisores

numeiorum, dans le I''"' vol. des Novi Avad. Comment. Peirop.



8 MEMOIRE SUl! L'IMPOSSIBILITE

et qu'oii se rappelle que les iiouibres q et p = ">;', sont premiers entre eiix.

et de plus, Ynn pair. Faiitre inipair, il sera facile de voir que le faeteur

trinome est inipair, iion-divisible par 5, et premier ä r; il faut donc que /

soit divisible par 5. n etant >2. Choisissons actuellement deux nouibres posi-

tifs, ,u et ;', tels que (*) m-h,it— 1. n-hi'— 2. soient divislbles par 5, et uii

nonibre B qui n'ait d'autres diviseurs premiers que le nombre A, et tel que

le produit AB soit une cinquieme puissance. Si nous multiplions l'equatioii

precedeute par 2"5''B. nous aurons oelle-ci:

2 " 5" B r (c/+ 2 . o c/ r'+ö
' /) = 2'"+''-' 5""^'-" AB s\

Le second membre de cette equation etant une cinquieme puissance. le

premier membre en sera pareillement une. Or. je ilis que les deux facteurs

dans lesquels ce premier membre peut se deeomposer, le facteur 2''5''B?' et

le facteur trinome. sont premiers entre eux. En eflFet, nous avons deja vu

plus haut que le facteur trinome est premier ä 2"b''r, et pour s'assurer qu'il

est egalement premier ä B. on le mettra sous cette forme,

Les nombres q--\-:rr et 10/" etant evidennnent premiers entre eux.

tout nombre premier par lequel le facteur trinome est divisible. sera de lune

de ces deux formes, 10^-±1, dont aucune ne convient par hypothese aux nombres

premiers diviseurs de A, et par consequent aussi de B, B n'ayant pas d'autres

diviseurs premiers que A. II faut donc (jue le nombre 2"ö'Br et le facteur

trinome soient des cinquiemes puissances lim et Tautre.

Le facteur trinome pouvant s'ecrire de cette maniere,

et les nombres q^-\-b''7^, 10 r' etant premiers entre eux, le premier impair et

le second pair et divisible par "), il suffira, en vertu du tlieoreme I, pour egaler

le facteur trinome avec toute la generalite convenable a une cinquieme puissance,

de poser ces deux equations,

^•'+5-r = f(t*-h2.&'rs--hos*),

[*) si III— 1 etait divisible par 5, on clioisiniit pour // une autre valcur (pie zero pour ('viter les

exposans negatifs dans ce qui va suivre.
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Les nomhres s et / doiveiit etre supposes preuiiers entre eiix, et de plus

le premier pair et le secoml laipair et nüii-divisible par 5. II suit de Ik.que s

doit etre divisible par 5: en etfet / ifetant pas divisible par 5, le second membre
de la seconde equation ne iieut eti-e divisible par 5- qu'autant que s est divi-

sible par f); mais le premier membre qui a r pour facteiir. est divisible par

5': donc s est divisible par 5.

Nous avons vu plus haut (pie 2"5''Br devait etre une cinquieme puis-

sance. Le nombre 2-"5'''B- /'', carre du iiombre precedeiit. devra donc etre une

puissance da meme degre. et meme du dixieme degre. Or, en multipliant par

2-'"~*5-'^'B- les deux membres de la derniere equation, on aura celle-ci:

2-"ö^'B-i-^ = 2'""'5-''B'-'s(i'*-f-10rs'+5s*).

Si donc nous faisons pour abreger: 2,« — 1 = g, 2i' = Ii, B" ^ C, tout

se reduira ä faire voii* qu'il est impossible de trouver deux nombres s et t

Premiers entre eux. et dont le premier soit de plus pair et divisible par 5, tels

que le produit

r 5'' Cs(t*+ 10 rs'+bs*-) (ß)

soit une cinquieme puissance.

En ayant egard k la nature des diviseurs premiers de C, on s'assiu-era

facilement que le facteur 2''b''Cs et le facteur trinöme sont premiers entre eux.

II faudrait donc, pour que le produit Qi) piit etre une cinquieme puissance.

Cjue chacun de ces facteurs en füt pareillement une. Le facteur trinöme peut

s'ecrire de eette maniere:

(r+5s')-— 5(2s')l

Comme les nombres t--i-bs-, 2 s- sont evidemment premiers entre eux, et

de plus le premier impair et le second pair et divisible par 5, le theoreme I

est applicable ici, et Ion pourra poser

t'-'+bs- = t'(t'*-\-2.o't"-s"^+b''s'*)

2s' = bs'(t*-i-10t^s'--hbs*).

Les nombres ,s'' et t' doivent etre supposes premiers entre eux, et de

plus le premier pair et le second impair et non-di\'isible par 5. Comme f' n'est

]jas divisible par 5. il est e\'ident par la seconde equation, dont le premier

membre renferme le facteur -r, et est par consequent divisible par 5'-. que s'

G. Lejeune Dirichlet's Werke. 2
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doit etre divisible par 5. Ainsi les nombres s' et t' sont premiers entre eux,

de meme que les nombres s et t, et le premier s' est en outre pair et divi-

sible par 5 comme s.

II est facile encore de voir que s' est plus petlt que s: car on conelut

immediatement de la derniere equation b-s'''<Z'2s- et par suite s' <i ' ^5"'

On a vu plus haut que 2"5''Cs devait etre une cinquieme puissance.

Le nombre 2-^b-''C-s', carre du precedent, devra donc etre une puissance du

meme degre. Or, en multipliant les deux membres de la derniere equation

par 2"""'
5-''

C
' , on aura

DU ce qui est la meme cliose en faisant 2g — l ^ g'. 2A+ 1 = /;', C" = C.

dans le second membre,

equation dont les deux membres doivent etre des puissances du cin-

quieme degre.

Nous voila donc arrives k un produit (/j") semblable au produit (/)').

mais dans lequel le nombre s' est plus petit que le nombre s du produit (/i).

et ce produit (/:?') serait une cinquieme puissance, si le produit (ß) en etait

une. En traitant le produit (/y') comme nous avons traite le produit (/?), on

amverait a un troisieme produit (ß"), dans lequel le nombre s" serait plus

petit que s', et Ton pourrait continuer ce procede aussi loin que Ton voudrait.

11 est facile de voir en outre que quelque loin que Ton prolonge les series

s, s', s", . . .; t, t', t", .... on ne pourra jamais rencontrer un terme egal a

zero; car il est evident que si Ton supposait nul un de ces termes, on con-

clurait en remontant que 5 = 0, cas evident, et qui d'ailleurs est exclu, puisque

les nombres s et ^ ont ete supposes premiers entre eux.

Si donc le produit (/?) {)ouvait etre une cinquieme puissance, on pourrait

obtenir, par l'analyse precedente, une suite indefinie de nombi'es entiers positifs,

dans laquelle chaque terme serait plus petit que le terme precedent, sans

qu'aucun des termes ne tut nul; ce qui iniplique contradiction. On doit con-

clure de lä que le produit (/?) ne saui-ait etre une puissance du cin-

quieme degre.
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Le theoi'eme II se troiivaiit ainsi iHabli. nous allous (l(Miiier le moyen

iTen (k'duire iiii autre tliL-oiviiie plus gvneral. Considerons l'eqiiation

y±,/' = 2"'A/,

(lans laqaelle nous siippusoiis ,r et y premiers entre eux. »;. >ü, et A soumis

MIX meines restrictions que dans Fenonee du theoreme II. Soient «, />', / des

nombres positits moindres que 5, et tels que x=a, dzy^/i, z^y(^))iodb^ et

soit encore H un nombre positif fC25 et tel que 2"'A^H(mof/2r)). Comnie 5

ist un nonibve premier. on aura

.«' ^.f, y'^y, z'^z, (ino<l b).

On eonelut de lä. en ayant egard ä l'eiiuation posee plus haut.

x±y ^ 2'" A c (mod ö),

et pai'tant

a-hß^lly (vioilb).

Couinie a est le reste de x, on pourra poser x^a-i-bk, k etant un

entier: ow tire de la. en elevant les deux membres a la cinquienie puissance,

et on aura donc

.«' ^ «' Qrnod 25).

On trouvera de la meine maniere ±y''^/-j''. c"^/^ (nio<!'2.i). et eomine on a

aussi 2"'A^H (7HOf/2.')), on trouvera. en ayant egard a requation citee,

u''-\-ß'' ^ H/' (mod 2b).

Si maintenant. en substituant dans cette congruence, successivement pour

«, /y. toutes les combinaisons que Ton peut f'ormer avec les nombres positits

moindres que 5, et pour y les valeurs correspondantes egalement moindres

(|ue 5, donnees par la formule

a-^-ß^Wy (/nodb'),

bn trouve que la congruenee «'+ /y''= H/'()»0(:/25) ne peut subsister que lorsque

/ est nul. on sera assure que l'equation

.i'±/ = 2'" As'

ne peut avoir Heu. k moins ((u"on ne suppose : divisible par 5. On pourra

donc, dans ce cas, inettre b: h la place de :, ce qui change notre equation
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eil celle-ei:

/±/ = 2'" 5' As',

(|ui ri'nti-e ovidemment dans le theoreme II, et par consequent est impossible.

Or, re cas a lieii toutes les fois qne le nombre H est un des hiiit nombres

siiivans. 3. 4. 9. 12, 13. 16, 21, 22, comme on peut s'en assiirer par nn

calciil tres simple. Nous avons donc ainsi ce nouveaii theoreme:

Theorhnc III.

..Les nombres m et A etant soumis aux memes restrictions (jue dans

.Tenonce du theoreme II, si le nombre 2"'A, etant divise par '2b, donne iin des

..hiiit restes suivans. 3. 4, 9, 12, 13, 16, 21, 22, il sera mipossible de trouver

..deiix nombres .r et y premiers entre eiix, tels que l'on ait .r'±^' = 2'" Ar'."

Pom- donner un exemple bien simple, considerons les deux equations

suivantes: .v^dszy'' = 42^ x''±y^ = lGz\

Comme dans ces equations on peut, sans nuire ä la generalite, siipposer

les nombres x et y premiers entre eux, il sera facile de voir qu'elles rentrent

dans le theoreme II. En elFet, si Ton t'ait A^ 1. et successivement ;/( ^ 2,

/;( = 4. on aura respectivement

2'"A = 4, 2'"A = 1(3.

II est donc prouve que les deux equations jireoedentes sont impossibles.

Considerons encore l'equation

qui est une de Celles que Fermat a assurees etre impossibles. Par des consi-

derations semblables ä Celles qui nous ont si'rvi pour etablir le theoreme pre-

cedent, on peut s'assurer que cette equation ne saurait subsister, a moins

qu'une des indeterminees x, y, z, ne soit divisible par 5. Soit z l'indeterminee

divisilde par 5, car il est evident qu'ou pi'ut faire en sorte qu'une (juelconque

des indeterminees se trouve toute seule dans un membre. D\m autre cote,

si Ton suppose ces indeterminees premieres entre elles, Tune d'elles sera

])aire et les deux autres seront impaires. Si ; (tait paire. (m pourrait remplacer

cette indeterminee par 2.5.;::, ce qui cliangerait Tecpiation precedente en

celle-ei:

.(, ±IJ = -2 O 2
,
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qiii est inipiissible. puisqu'elle rentre evidenimeiit dans le theoreme IL II ne

resterait donc qu'ä traiter le cas oü l'indeterminee divisible par 5, serait impaire;

mais la methode exposee dans ce Memoire paratt insuffisante pour ce cas, et

je ne vois pas coinment on pourrait completer la demonstration du cas parti-

cnlier dn theoreme de Fermat. dont il vient d'etre qnestion.

ADDITION AU MEMOIRE PEECEDENT.

(Cette Addition a ete presentee a l'Acatlemie, et paraphee par M. le secretaire perpetuel Fourier,

le 14 navembre 1825.)

a IJl

Depuis qne le Memoire precedent a ete presente ä l'Academie, M. Legendre

niblie un second Supplement a sa Theorie des nombres, dans leqiiel il demontre

rimpossibilite de l'equation

X±l/ = z.

Le cas de l'indeterminee divisible en meme temps par 2 et par 5, est traite

dans cet ouvrage comme dans le Memoire precedent, et l'auteiir proiive ensuite

rimpossibilite de Fautre cas aii moyen d'une analyse nouvelle, quoitjiie du meine

genre que celle qui sert pour le premier cas. L'objet de cette addition est

d'etablh' deux theoremes nouveaux sur les equations indeterminees du cin-

quieme degre, et qui comprennent, comme cas particulier, le theoreme de Fermat

pour les cinquiemes puissances. Poui- y parvenir, je m'appuie sur les resultats

obtenus dans ce qui precede, et je l'ais usage d'une analyse semblable ä celle

dont M. Legendre s'est servi dans l'ouvrage cite, et que je presente de maniere

a montrer la grande analogie qu'elle a aA'ec la methode exposee dans le memoire

precedent.

Les nombres P et Q, dont le premier est suppose n'etre pas divisible

par 5, etant impairs tous les deux, et nayant pas de diviseur commun, le

nombre ?'— öQ- sera de la forme 8^-|-+. et Ton pourra faire

p-_5Q-' = 4L,
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L etant uii nombre iinpair et noii-divisible par ä. Si nous nmltiplioiis menilire

par menibre lequation precedente et celle-ci.

3'— ö.l' = 4.

nous aurons

(3P=h5Q)-'— 5(P±>5Q)-' = 1(5L.

Conime les nombres P et Q sont iuipairs toas les deiix. il est evident

qu'en determinant convenablement le si<i'ne, les expressions

"
4 4 •

seront entieres Tune et Tautre: t'aisant en consequence

3P±5Q _ p,
±(P±3Q) _ ^^,

4 4

le signe en deliors de la parenthese etant ehoisi de nianiere ä donner ane

valeur positive pour Q'. l'eqiiation obtenue plus haut se chann-era en celle-ci.

P'"— 5Q'- ^ L, et Ton s'assurera faeilenieut que Ion a

P+Ql/5 =,(P'±Q'l/5)(3±]/5).

les signes etant convenablement clioisis. et (jue les nombres P' et Q' sont

Premiers entre eux, et de plus Tun pair. l'autre imjjair.

Supposons maintenant que le nomln-e L doive etre une ciüquieme

puissance. On satisfera ä cette condition de la maniere la plus generale en

posant

P'+Q-yt) = CM±N|/r)yX9d=4Vo)".

En sid)stituant cette valeur dans la derniere equation. on aura celle-ci:

P+Q]/5 = (M±'S]/bf(^J±4]/Y^y'(?i±\/Ty),

dans laquelle les signes sont independans. comme dansjes deux equations [jrece-

dentes. On peut faire p = bk±r, k etant entier et positif. et ? ayant une de

ces trois valeurs, 0, 1. 2. la quantite (9±4l/5)'' se deconiposera ainsi en ces

deux facteurs (9±4y5)'^ et (9=t:4Vö)*' dont le premier peut etre omis parci-

qu'il rentre dans (M±N]/5)\ Si nous observons de plus qu'en vertu de

re(|uatii>n

9±4fr) = (9ip4 ].))"'.
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Oll pt'ut changei- dans (9+ 41/5)*' siiniiltaiiement les signes de r et du radical,

noiis pixivons supposer le signe de /• positif. et requation donnee plus haut

dt-vieiidra

P+Ql/5 = (MdzNl/5y'(9±41'^/C3+}/5).

L devaiit toujours etre la cinquienK- puissauoe d'un uonibre iiupair et non-

divisilile par 5, determinons les eoiulitions iiecessaires pour tpie Q soit divisible

par 5. Comnie le coefficient de Vo, dans le developpement de (MrtNl/S)*^ est

divisible par 5, et qae la partie rationnelle de ee developpement ne Test pas.

M n'etant pas divisible par 5, on coiiclut, eomme dans la denionstration da

theorenie I, que pour que Q pnisse etre divisible par 5, il laut que le coefficient

de y5. dans la valeur developpee de (9±4y5)'' (3+1/5) le soit.

()r. en siibstituant poui- /• successivenieut les trois valeurs 0. l, 2, on

trouve que cela n'a Heu que dans le cas de ?'=2, les signes des radicaux

dans les deux facteurs (9+41/5)'' et (3+V5) etant en meme temps opposes.

Si l'on fait attention que Ton a

(3+1/5^
9+4y5 et 3=fI/5 = 3+y5

on trouvera Cjue le produit jtrecedent sera. dans le cas dont il s'agit, equi-

\ valent a

(3+V5/

valeur dont la Substitution dans Tequation obtenue plus haut, la change en

Celle -ci:

P+QV5 = o^^vm^^
.

Les nombres M et N etant i"un pair, Tautre inipair, les nonibres
<f

et ifj

determines par l'equation

f/+ </^y5 = (M+ N|/5)(3+|/5)

seront inipairs lun et lautre, et Ton aura

P+Qy5 = i^±^Vo)i,
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et par consequent

Q = 5(/'

2*

PoLir que P et Q soient premiers eiitre eux, il faut que
(f

et ip iTaieiit pas (U-

diviseiu- commiin. et que le premier de ces nombres ne soit pas divisible par .">.

et reciproquement, si les nombres
(f

et i/'. dont le pi-emier est siippose ne [jas

etre divisible par 5, n'ont pas de diviseiir commun, et sont inipairs run et

l'autre, les nombres P et Q seront entiers et premiers entre eux. En effet.

le quart de la quantite y)*+10y5- 1/'- + 5 1/'\ pouvant se mettre sous la

forme

{^^-K^rf.

et cette derniere expression etant evidemment le quadruple d\ni UDUilire imi)air,

on voit que la valeur de Q est entiere et impaire: la meme cbose se prouvera

pour la valeur de P, et Ton s'assurera faeilement que les nombres P et Q,

qui sont impairs tous les deux. n'ont pas de diviseur commun. Nous avons

donc ainsi ce tlieoreme:

Tlieorhnc IV.

„Les nombres P et Q devant etre premiers entre eux, et impairs Tun

„et l'autre, et le dernier devant etre divisible par 5, je dis que pour egaler le

„binome P-— 5Q-. au quadruple d'une cinquieme puissance avec toute la gene-

„ralite conveiial)le, il siifrtra de poser

„les nombres indetermines (/ et tp etant premiers entre eux, impairs Tun et

„Taiitre. et le premier de plus non-divisiblc par ."> (*).-

Voici maintenant le premiei' des tlieoremes nouveaux (pie nous avous

annonces au rommencement de cette addition.

(*) Ce thi'oreine, cmniiie le tlieoreme I, ;i ses aiiaingues pour beaiuoup il'untres iiomlnes premiers
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Theoreme V.

„La lettre n designant an noiiibre positif autre que et 2. et le

„nombre A n'etant divisible ni par 2 ni par 5, ni par aucun noiubre premier

,de Tune de ces deux fornies 10Ä.±1, il sera impossible de trouver deux

,.nombres .r et y preraiers entre eux, et tels que

,v±if = r/As" (y)."

Les noinbres x et y peuvent etre impairs tous les deux, ou l'un pair

et Tautre impair. Dans le premier cas, z sera divisible par 2, et l'on pourra

mettre 2j ä la place de z, ce qui changera requation (/) eii celle-ci:

X ±y ^= 2 .') A^
,

qui est impossible puisqu'elle rentre evidemment daus le theoreme IL Reste

donc ä prouver Timpossibilite du second cas oii Ton suppose les nombi'es x, y,

Fun pair, Tautre impair. Si nous faisons

x±y = p, xqzy = q,

nous aureus

2x = p+q, ±2«/ ^ })— q,

et les uombres p et q seront premiers entre eux, et de i)lus impairs Tun et

Tautre. En substituant les valeurs precedentes de ix et ±27/ daus Tequation (/),

apres en avoir multiplie les deux membres par 2', on aura

ji{p'^\Qfcl-\-bq) = 2*5"A/.

Comme p doit evidemment etre divisible par 5, nous ferons p = br, ce qui

donnera

5-;-(gV2.5^/r^-+-5S-*) = 2*5''A^

Le nombre n est par liyi)otliese egal ä Tunite ou plus gi-and que 2. Si n est

egal k Timite, il faudra. dans Fequation precedente.. supposer z divisible par 5.

On pourra donc, dans ce cas, mettre bz a la place de r, ou, ce qui est la

meme chose, donner a 5 l'exposant 6, d'oii l'on voit que Ton peut supposer

dans tous les cas que »>2.
Si Ton met l'equation precedente sous cette forme

^•(^V2.5'<?'y'+5%-*) = 2'5''"'A^^

et qu'on fasse attention que h>2, et que q est premier kp^br, on voit

que r doit etre suppose divisible par 5.

G. Lejeune Diriclilet's Werke. O
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Choisissons maintenant an nonibre positif v tel que n-\-v— '2 soit divi-

siHe par 5 et uii nombre B qui n"ait (Vautre diviseur premier que le nombre A
et tel que le produit AB soit une cinquieme puissance. Multipliant la derniere

equation par 5''B, nous aurons

5"B<f/-+-2.5'f/r'+5'/*) = 2*ö''+''--'ABsl

Le facteur trinome pouvant se metti-e sous la forme (^'+5^r^)^— 5(10?'-)-

et les nombres (f-^h-r\ 10?-- n'ayant e^ädemment d'autre diviseur commun

que 2, tous les diviseurs pi*emiers impaii-s du facteur trinome seront d'une de

ces formes 10A;±1, et le" facteur trinome sera par consequent premier a B. II

est evident qu'il est aussi premier ä 5"r, et par consequent ä 5' Br.

Comme le facteur 5' Br et le facteur trinome sont premiers entre eux.

et que le premier de ces facteurs est impah*, • il faut en vertu de la derniere

equation, dont le second membre est le produit de 2* et de la cinquieme puis-

sance d'un nombre impair, que o'Br soit une cinquieme puissance, et le facteur

trinome une cinquieme puissance multipliee par 2^.

Le quart du facteur trinome devant etre le quadruple d"une cinquieme

puissance. et ce quart pouvant se mettre sous la forme

(^¥^)- •5(5.=)%

oü les nombres . ^
, 5?''-, sont evidemment premiers entre eux, impairs

Tun et l'autre, et le dernier de plus divisible par 5, il suffira en vertu du

theoreme etabli au commencement de cette addition, pour egaler le quart du

facteur trinome au quadruple d'une cinquieme puissance, de poser ces deux

equations

2 2"*

5r" ^ b&

les nombres indetermines t et *' devant etre supposes premiers entre eux.

impairs Tun et l'autre, et le premier de plus non-divisible par 5. Comme t

n'est pas divisible par 5, et que / Test comme nouS l'avons vu ci-dessus,

il faut, en vertu de la derniere des equations precedentes, que s soit divi-

sible par 5.



DE QUELQUES EQUATIOXS IXDETERMIXEES DU CINQUIE31E DEGllE. 19

Nous avons vii plus haut que 5'Br devait etre une cinquieme paissance.

Le nombre b-^'Wr'', earre du precedent, devra donc etre une puissance du uieme

degre, et meine du dixieme degre.

•Or, en multipliant par 2*.5^'^^B- les deux membres de la derniere

equation, oii aura celle-ci:

Si donc nous faisons pour abreger 2f = h, B" ^ C, tout se reduit ;i

faire voir qu'il est inipossible de trouver deux nombres t et s premiers entre

eux, inipairs Fun et Tautre. et dont le dernier ,<r soit de plus divisible par 5,

tels que le produit

5''Cs(<Vl0rs-'+5/) (S)

soit une cinquieme puissance multipliee pas 2*.

II est facile de voir que le produit (c)") ne saurait etre le produit

de 2* et d'une cinquieme puissance. a moins que 5''C*" ne soit une cinquieme

puissance, et le facteur trinome une cinipiieine puissance multipliee par 2"*.

Le quart du facteur trinome devant etre le quadruple d'une cinquieme

puissance. et ce quart [louvant se mettre sous la forme

oü les nombres ^ , s- sont evidemnient premiers entre eux, impairs Tun et

Tautre, et le dernier de plus divisible par 5, il suffira, pour egaler le facteur trinome

divise par 4 au quadruple d'une cinquieme puissance, de poser ces equations

= OS

2*

2*

les nombres t' et s' etant supposes premiers entre eux, impairs Tun et Tautre,

et le premier i' de plus non-divisible par 5. Comme .* est divisible par 5, et

que t' ne Fest plus, il taut, d'apres la derniere equation, que s' soit aussi divi-
' 25 -

sible par 5. On conclut encore de la derniere equation, que -j^s'^<Zs^ et par

suite que s' est beaucoup plus petit que s.

Le nombre 5*0^ devant etre une cinquieme puissance, b-''C-s- carre du

nombre precedent. devra etre une puissance du meme degre, et meme du dixieme

3*
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(legre. Or, en multipliant par 2*5-''C- les deux membres de la derniere equation,

on aiira celle-ci:

ou ce qui est la meme chose, en faisant 2/t-t-l = Ii, C" ^ C, dans le second ^

membre,

2'5''c's" = 5'''c'.s'(*'Vl0rs"M-5s'-'), {ä') I
Equation dont les deiix membres devront etre des cinquiemes puissances multi-

pliees par 2*.

Le produit (J") etaiit parfaitement semblable au pröduit (d), et le nombre

s' etant beaucoup^plus petit que le nombre Sy on conclura, comme dans la

demoiistration du theoreme II du memoire precedent, que le produit (J) ne

saurait etre egal ä une cinquieme puissance, multipliee par 2^, et que par

consequent requation (/) ne saurait avoir lieu.

Le theoreme de Fermat, pour le cas des cinquiemes puissances, est

comjjris comme cas particulier dans le theoreme que nous venons d'etablir.

En effet, l'equation af±y^ = z' ne pouvant avoir lieu, ä moins qu'une des

indeterminees, z par exemple , ne soit . divisible par 5 , nous pouvons mettre bz

ä la place de z; ce qui donnera .v'±y'' = b^z^, equation impossible. puisqu'elle

rentre dans le dernier theoreme.

Un raisonnement tout-a-fait semblable ä celui au moyen duquel nous

avons etabli le theoreme III, en partant du theorejne II, peut servir ä deduh-e

du theoreme que nous venons de demontrer un nouveau theoreme qui peut

s'enoncer comme il suit:

Theoreme VI.

„Le nombre A etant soumis aux memes restrictions que dans l'enonce

„du theoreme V, et ce nombre donnant un des huit restes suivans, 3, 4, 9,

„12, 13, 16. 21, 22, lorsqu'il est divise par 25, il sera impossible de trouver

„deux nombres x et y premiers entre eux, et tels que Ton ait x'+y' = Aj\"
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On sait que la thecrie des eqaations indetermhiees des degres superieurs

au second, est encore tres peu avancee; il est vrai qn'il y a une infinite

irequations de toiis les degres dont on peiit demontrer rimpossibilite en faisant

voir que quelles que soient les valeurs que l'on attribue aux indeteraiinees,

les deux membres de l'equation pi-oposee ne peuvent Jamals donner le meme

reste lorsqu'on les divise pai* un certain nombre ou module; mais lorsqu'une

equation ne peut pas etre traitee par ce moyen, il devient difficile de prouver

qu'elle est impossible, et on n'y est parvenu, jusqu'ä present, que pour un tres

petit nombre d'equations. Toutes ces equations sont tres particulieres, et d'une

forme teile, que lorsqu'on cherche ä les r'esoudre, on est naturellement conduit

ä une ou plusieurs formules quadratiques qu'il s'agit d'egaler a des puissances

parfaites. On satisfait ensuite de la maniere la plus generale a cette con-

dition, en exprimant les indeterminees par d'autres. dont les premieres de-

viennent des fonctions entieres, et il se trouve, du moins dans tous les cas

ou la methode dont il est question reussit, que les nouvelles indeterminees ou

(Fautres quantites qui en dej^endent d'une maniere tres simple, satisfont ega-

lement ä une equation semblable ä l'equation proposee. Comme les nouvelles

indeterminees sont en meme temps plus petites que les indeterminees primi-

tives, rimpossibilite de l'equation proposee se trouve etablie; car il est evident

que si eile etait possible, on aurait le moyen d'obtenir une suite decroissante

et indefinie de nombres entiers, ce qui implique contradiction. C'est de cette

*) Ce Memoire u'a pas encore ete piiblle JHsi|u"ici. (Note d. red.)
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maniere que Fermat et Euler ont pro.iive rimpossibilite de plusieurs equations

du troisierae et du quatrieme degre.

Ell essayaiit d'appliqiier des considerations semblables a quelques equa-

tions du cinquieme degre et d'une forme analogue a celles des equations trai-

tees par Fermat et Euler. on est arrete tout aussitöt. La formule quadratique

ä laquelle on arrive, et qu'il faut egaler ä une cinquieme puissance, admet

plusieurs Solutions differentes, et parmi ces Solutions, il n'y en a qu'une seule

qui conduise k une equation semblable a l'equation propbsee. En reflechissant

ä cette difficulte, j'ai reconnu qu'elle pouvait etre levee tres simplement en

assujettissant ä quelques conditions le nombre determine qui entre dans Tequation.

II resulte d'un theoreme expose dans les preliminaires, que lorsque ces con-

ditions se trouvent remplies, les differentes Solutions dont la formule quadratique

est susceptible, en general, doivent etre rejetees, ä l'exception d'une seule, qui est

precisement celle de laquelle on deduit des nombres qui satisfont a une equation

semblable ä l'equation proposee. On parvient ainsi ä etablir l'impossibilite d'une

classe assez etendue d'equations indeterminees du cinquieme degre. Le premier

membre de ces equations est la somme ou la difference de deux cinquiemes

puissances, et le second membre est le produit d'une cinquieme puissance et

d'un nombre determine assujetti ä differentes conditions. En attribuant ä ce

nombre des valeurs particulieres compatibles avec ces conditions, on peut

obtenir autant de theoremes particuliers que l'on veut. Cette generallte de nos

theoremes est d'autant plus singuliere, que les equations analogues du troisieme

et du quatrieme degre, dont Timpossibilite a ete demontree jusqu'a present,

ne sont qu'en nombre fini et menie tres petit.

Theoreme L

„Soit / un nombre premier inipair non-diviseur du nombre a et sup-

posoiis que l'on ait:

(1) d'—at' = 1;

on satisfera. comme on sait, a l'equation:

(2) <f— ac' = l"

par les uonilnvs d et e que donne la formule:

(3) (f)+ fl/rO" = d+e]/u,
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lorsqu'on y egale les parties ratiunnelles et les coeflicients de V»?' je dls de plus

que les nombres d et e ainsi obtenus seront premiers entre eux*)."

II est evident, par requation (2), que si les nombres d et e avaient un

diviseur commun, ce ne pourrait etre que le nombre / ou une puissance de ce

iiombre. II suffira donc de faire voir que d n'est pas divisible par /. La for-

male (o) donne cette valeur de d:

^„ 7i(n—\) ,„_, .j
,

w(n—l)(n—2)(«— 3) .^.-4 4
,

,

rf = (J -I ^^

—

—^ aö f: H ^ /\ .-.
,

~ a S £ + etc.
1.2 1 . J . .-)

. 4

D'un autre cöte, on conelut de Fequation (1), en se servant du signe employe

par M. Gauss: •

d"-= air, d' = «- £\ (J'= a s\ ... (moil. /),

et en multipliant respectivement par ()"'-, S"~*, . . .:

6" = ad"~-£-, d"= rt-(J"~'£*, ... (mod. 0-

En combinant ces congruences avec Tequation qni donne d, on aura:

on, ce qui est la meme chose, la quantite entre les crochets etant le deve-

loppenient de ^[(lH-l)"+(l— 1)"] et par consequent egale ä 2""':

d = 2""'
d" (mod. /).

II est maintenant facile de voir que d n'est pas divisible par /, car il faudrait

pour cela.que d tut divisible par /: mais la seule inspection de requation (1)

montre que cela est impossible, ()' et s etant evidemment premiers entre eux

et a non divisible par /.

Theoreme II.

„La lettre- l designant an nombre premier impair non -diviseur de a, si

Ton suppose que l'on ait:

(4) d- —ae = l",

(5) d '— ae' = l",

les nombres d et e, d' et e' etant premiers entre eux, je dis que Ton pourra

*) Si le nombre l, au lieu d'et/e premier, etait ua nombre impair quelconque et nue les nombres

i) et af fiissent premiers entre eux, les nombres d et <ie seraient egalement premiers entre eux, comme

il est facile de s'en assurer par un raisonnement parfaitement semblable ä celui dont nous faisons usage

daus le texte.

li. Lejeune Dirichlet's "Werke. 4
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trouver deux nombres t et u satisfalsant k requation:

(6) r—au = 1

et en oiitre tels que Ton ait:

(7) (d'±c']/7iXt±u]/ä) = d+c]/ä,

les signes etant convenablement clioisis et les parties rationnelles et les coef-

fieients de Va. egales separement."

Les equations (4) et (5) donnent immediatement

:

d' ^ ae", d ' ^ ae ', (mod. T');

on conolüt de lä en multipliant inembHi ä meinbre:

d'd' ^ ae'e' (mod./").

et en transposant:

d'd
'— a e e' ^ (dd -\-aee )(dd — aec ) ^ (mod. /")•

On voit par cette eongruence qivun des nombres dd' -i- aec' , dd'— aee' est divi-

sible par /" ou qu'ils sont Fun et Fautre divisibles par /*).

Mais il est facile de voir que ce dernier cas est impossiljle: en eflet, si

ces nombres etaient toas les deux divisil)les par /, leur somme 2dd' le serait

egalement; il faudrait donc, dans ce cas, qu'un des nombres d, d' t'üt divisible

par /; mais on s'assurera facilement que cela ne saurait etre, en ayant egard

aux suppositions faites dans Fenonce du theoreme. L'expression
r

avec le signe convenable sera donc un entier. Nous ferons, pour plus de

simplicite , i ^ ±1, i etant choisi de maniere ä rendre entiere Fexpression

precedente.

Si Fon multiplie membre k menibre les ' equations (4) et (5), on aura

celle-ci:

((hi±a€e)-— a(d!±de')" = /",

dans laquelle on peut prendre k volonte les signes superieurs ou les signes

inferieurs. On a donc aussi

:

(dd'-hi(iefi)'— a{d'c-\-ide')' = l'".

Le nombre dd'-\-iaee etant divisible par /", et a n'etant pas divisible par /,

*) Dans le cas de n = 1, la premiere. Hypothese est compiise claii.s la seconde et a par consc-cfuent

neccssairement Heu, mais le meme raisonnement prouverait toujours rimpossibilite de la seconde.
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011 voit, par r^quation precedente que d'e-hide' est egalt?ment clivjsible par I".

Cela .pose, je dis qu'on aara:

t = , u = —^ —
,

r l"

{' etant 1, ou — 1 selon que la quantite entre les parentheses est positive ou

negative. En effet, on aura en divisant les deiix nombres de requation doiinee

plus haut par /'":

/ dd'+iaec' \- ( d'e-\-ide' \- ^

ou. ee qui est la meme chose. f—air = 1. et on s'assurera facilement par la

Substitution que les valeurs precedentes de t et n satisfont aussi a l'equation (7),

en y determinant les signes de cette maniere:

(d'—ie''\f7i)(t-{-i'u'^) = d-\-e^^a.

Remarque. Comine il est evident qu'on peut changer simultanement

les signes de e', w, c dans Fequation:

(f/'rh/V^)(;;±?<j/^) = d^c\f7i,

on voit que Fon peut poser: •

{d'±e'^ß){t±,u\la) = (d-^e\f7<.\

le signe de e etant ä volonte et les signes de e et u etant convenablement

choisis.

Theoreme III.

„La lettre l designant un nombre premier impair non-diviseur de a, et

k un nombre impair qui n'a pas de diviseur commun avec a et qui n"est pas

divisible par /, si nous supposons que Ton ait ces deux equations /)— «£"-'= V'k,

d-— ur = l", et que les nombres D et E, d et e soient premiers entre eux,

je dis que l'on pourra trouver deux nombres D et E', premiers entre eux,

satisfaisant ä l'equation D'-— bE'^ = k, et en outre tels que l'on ait:

{D'±E'yü){d±ie^^i) = D-^E^^f7l,

les signes etant convenablement choisis et les parties rationnelles et les coef-

ficients de V« etant egales separement."

La demonstration de ce theoreme est tellement semblable ä celle du

theoreme IL que nous nous dispenserons de la developper ici.

4»
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II y a ici une remarque semblable a faire et Ton voit tres facilement

qne l'on peut poser:

(Z>'±£"]/(7X^/it('|/^) = D±E]ß,

le signe de E etant ä volonte et les signes de E' et e etant eonvenable'

ment choisis.

Les theoremes que iions venons d'etablir et qui peuvent etre utiles dans

plusieiirs occasions, vont noiis servir maiutenant a etablir une proposition

relative a la maniere de rendre le binnnie P'-— oQ-, dans lequel P et Q sont

des nombres indetermines soumis ä la restriction d'etre premiers entre eux.

«gal ä une cinqnieme puissance. Cette j^i'oposition consiste en ce que. pour

egaler le binönie P'^bQ- de la maniere la plus generale ä une ciiiquieme

puissance impaire et non-divisible par 5, on n'a qu'ä poser:

M et N etant de nouvelles indeterminees soumises a la seule restriction d'etre

premieres entre elles, l'une pjaire. l'autre impaire et la premiere de })lus non-

divisible par 5 : et les lettres t et u designant la Solution generale de Tequation

f-— 5?<^ = 1; ce qui veut dire que toutes les fois que, P et Q etant premiers

entre eux, le binöme P-— 5Q- est une cinquieme puissance impaire non-

divisible par 5, il existe des nombres 31 et N premiers entre eux et tels

qu'on ait:

P+ Q\/o = (MdzNYbf(t± 71 ]/5 ),

t et u satisfaisant ä l'equation t-— 5?r = 1.

Pour nous assurer de la verite de cette proposition. posons P-— bQ-^L,

L designant une cinquieme puissance impaire, non-divisible par 5 et voyons ce

qui en resulte sur la nature des nombres P et Q. Designons par / Fun quel-

conque des diviseurs premiei's de L et soit P" la puissance la plus elev^e de /,

qui divise L, de sorte qu'en faisant L = /'"' L', L' soit premier a /. II resulte

d'un theoreme connu, que le nombre / qui divise .P^

—

öQ' sera lui-meme de

la' tonne d"-— ö*". Si nous posons maintenant:

d et e, D et E seront premiers entre eux en vei-tu du theoreme L, et Ton

aura l'ec^uation

:

i
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Si Ton appliqiie ensiiite le theoreme III. aux equations:

I)'—bE- = r, P-—bQ- = l'^L',

qui se deduisent imniediateinent de ce qui precede, oii verra qii'il existe des

nombres P' et Q', premiers entre eux et tels qii'on ait:

p'-_5Q'- = L', P-^Q^b = (D±EYbXP'±Q'Vb),

Oll. ce qui revient an meine, en remplacant D^EVb par (d -{- cY^y

:

P-i-<^]/ä = (d±e]/bf(P'±:Q'y^).

L"eqiiatioii P'"

—

öQ'- ^ L' h laqtielle nouss veiions de parvenir, est entierement

analogue a l'equation P-^bQ- = L, car le nombre i' qiie Ton obtient en divi-

sant L par P" est une cinquieme iDuissance, comme L. Supposons pour an

instant que la proposition qiie nous clierchons ä denioutrei" soit vrale pour

requation P'-— 5Q'- = L' . et voyons comment on pourrait en conclure qu'elle

. a egalement Heu pour le binonie F'— bQ'. Dans la supposition que nous

venons de faire, il existe des nombres M' et iV tels qu'on ait:

P+QVb = (M'±N']/by(t±u]/T3).

En mettant cette valeur de P'-j-Q'Vö dans Fequation obtenue plus haut

et dont le premier membre renferme F-hQVb, il viendra celle-ci:

P+Qj/Ö = (M'±N'Ybf(d±cYbj(t±uYb),

dans laquelle les signes dependent de ceux qui se troavent dans les deux

equations dont la combinaison l'a produite. Si nous posons maintenant:

(M'ztN'YbXd±eyb) = MztNYb,

le signe de iV etant H- ou — , selon que le coefiicient de Vb, dans la valeur

developpee du premier membre, est positif ou negatif, requation precedente se

changera en celle-ci:

P+Q]/b = (M±:Nybf(t±u]/b),

qui est conforme ä Tenonce de la proposition dont nous nous occupons.

Ayant ainsi fait voir que la proposition en question est vraie pour le

binome P'-—bQ- egal h la cinquieme puissance L, si eile est supposee avoir

lieu pour le binome P''-— bQ"^, egal ä la cinquieme puissance L', qui a un

diviseur premier de nioins que L, il ne reste, pour rendre la demonstration
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complete, qu'ä prouver la verite de iiotre proposition pour le cas oü le binöme

P"

—

bQ' est ime cinqiiieme puissance qiii n'a qu'un seul diviseur premier /.

Or, c'est ce qn'il est ti'es facile de faire en s'appuyant sur le theoreme II.

En eiFet, dans le cas que nous venons d'enoncer, on a P- — bQ- = l'";

d'iin aiitre cote, le nombre / pouvant etre mis sous la fonue *)""— bs-, si

Ton fait:

(ä-he 1/5)" = J/+ A- 1/5, (6+ e j/ö )'" = D-hE]/b,

on aura aussi:

D-hE]/b = (M-hN]/l))\ D-—5E- = f\

D et E etaiit premiers entre eiix en vertu da theoreme I. Cela pose. il

resiilte immediatement de Fapplication du theoreme II. aux equations:

P'—öQ' = r', D'—bE- = f",

qu'on a la relation:

P+Q]/b = (D±E]/l)Xf±uYb),

t et u satlsfaisunt ä requation /

—

5«"= 1 et les signes etant convenalilement

choisis; ou, ce qui revient au meme. en mettant' (il/itiVVo)' ä la place

de D±E\'b:
P-+-Q|/5 = (J/±A'|/ö/(c±M-|/5),

resultat conforme ä Fenonce de notre proposition. II est ainsi prouve que

toutes les fois que P-— 5Q- est une cinquieme puissance impaire. il existe des

nombres M et N qui satisfont ä la formule precedente. Quant a Tinverse de

cette proposition, savoii* qu'en attribuant dans la formale precedente a M et N
des valeurs soumises aux seules restrictions dejä plusieiu's fois enoncees, on

obtiendra des nombres P et Q premiers entre eux et tels que P-— bQ- soit une

cinquiöme puissance, la clemonstration en est tellement simple qu'il est inutile

de nous y arreter. — Au moyen de ce qui precede il sera facile (fetablir le

theoreme que nous allons enoncer et qui servira de base aux propositions qui

fönt Tobjet principal de ce memoire.

Theoreme IV.

„Les nombres P et Q devant etre premiers entre eux, Fun pair, l'autre

inipair, et le dernier devant etre de plus divisible par 5, je dis que pour

Egaler le binome P-— bQ- de la nianiere la plus generale ;i une cinquieme
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puissance, il suffira de poser:

p+Q]/5 = ('/-+- «/'Vor-

Les indeterminees
(f

et i// etant premieres entre elles, l'une paire, l'autre

iiiipaire, et la premiere de plus non-divisible par 5*)."

Pour egalei' P"— 5Q" a une cinquieme puissance, nous {)osei"ons, d'apres

ce qui vient d'etre dit:

P+Ql/5 = {M±zN\[h)\t±u^Jh).

Le nombre J/ iietant pas divisible par 5, si nous faisons pour uu instant:

il sera facile' de voir que N' est divisible par 5, et que M' ne Test pas. En

substituant l'expression precedente dans la valeur de P+Q^S, on aura:

P+Q|/5 = (Ji'±iV' 1/5) (f±wl/5),

iloü l"on tire:

N' etant divisible par 5, et M' ne Tetant pas. il est evident que Q. ne pourra etre

divisible par 5. qu'uutant que xi le sera. Les valeurs les plus petites qui satis-

fassent ä requation:

i'—bu' = 1,

sont eelles-ci:

t = % 21 = 4.

Les valeurs generales seront par consequent donnees par cette formule:

f^uys = (9+4y5)^

dans laquelle ^J est un nombre entier, positif quelconque **); on tire de lä

1 l.^.o

Tons les terraes, a partir du second, etant divisibles par 5, quel

que soit p, on voit que pour que » puisse etre divisible par 5, il taut

que le premier terme, et par consequent aussi j), soit divisible par 5. Si

nous faisons donc j^ = -^P'^ P' etant un entier, et que nous substituions la

*) II n'est peut-etre pas inutile de faire remarquer qu'il y a des theoremes analognes pour lieaucoup

dautres nombres premiers, et que pour les etablir, on peut faire usage des meines considerations dont nous

nous servons ici.

**) Voyez les Additions ä l'Algubre d'EuLER (art. T.'i).
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valeur de t-hii}'') dans celle de P-h-Q]ö. nous aurons:

P-\-Q]/b = (J/±A'| 5)'' (9+41/5/"',

resaltat qui, par rintroductioii des noiivelles indeterminees
(f

et ip telles que

Ton ait:

(J/±xVl'5)(9±4l/5)''' = (f-i-ipfö,

se cliange en celui-ci:

p+Qi/5 = (y-+t/;i/5y\

La forme de la Solution donnee par Fenonce du tlieoreme se trouvant

ainsi justifiee. il ne reste plus qu'ä determiner la natura des indeterminees.

Comme on a:

P-_5Q- = (yr-5t//')\

et que les nomhres P et Q sont respectivement divisibles par
(f

et i/'; on voit

facilement que les indeterminees
(f

et i/' doivent etre supposees premiei'es entre

elles, l'une paire, Tautre impaire, et la premiere de plus non-divisible par 5.

On peut meme ajouter que y ou ip sera impaire selon que P ou Q l'est.

Reciproquement. si les indeterminees (p et yj satisfont aux conditions precedentes,

les nombres P et Q determines par la formule:

P+Q]/Ty =
((f'+ ipYöf,

seront premiers entre eux, comme il est t'acile de s'en assurer. Ces prelimi-

naires etablis, nous pourrons nous occuper des theoremes qui fönt Tobjet prin-

cipal de ce Memoire. Le premier de ces theoremes peut s'enoncer de la

maniere suivante.

Theoreme V.

„Les nombres ?h et ii etant jiositifs, plus grands que zero, le second

de plus difterent de 2, et le nombre A n'etant divisible ni par 2 ni par 5, ni

par aucun nombre premier de la forme 10/m-I, il sera impossible de trouver

deux nombivs ,r et y premiers entre eux, tels que:

(«) *''i,'/' = 2"'b"Az'.^^

Supposons, contre Tenonce du tlieoreme, (jue Fecpiation soit possible.

Comme le second membre est palr (in ayant ete suppose >0). il faut que les

nombres x et y. ([ui sont premiers enti'e eux soient impairs Tim et lautre. Si
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nous t'aisons x±y = 2jj, x^iy = 2q, et par suite:

.v = i>-hq. ±y=p— q,

les nombres p et q seront entiers, premiers entre eux, et de plus Tun pair,

Tautre impair. En substituant les valeurs precedentes de x et ±y dans

l'equation (a). on la changera en celle-ci:

2p{i*-^IQp q ^bq) = To'Az.

Le premier raembre ne peut etre egal au second membre, qui est divi-

sible par 5, qu'autant qu'on suppose p divisible par 5. Faisant donc p = br,

nous aurons:

• 2.5'r(9*-}-2.5V/)-+5'/) = 2'"b"Az\

Le nombre n est. par hypothese, egal k l'unite ou plus grand que 2.

Si 11 est egal k Funite, il faudra, dans l'equation precedente, supposer z divisible

par 5. On pourra, dans ce cas, mettre 5j k la place de z, ou, ce qui est la

meme cliose. donner k 5 Fexposant 6, d'oü Ton voit que l'on peut supposer,

dans tous les cas, ?i]>-2. Si Ion met maintenant requation precedente sous

cette forme:

r(^*-f-2.5'(/rV5'/) = T'^b^'-Ai,

et qu"on se rappelle que les nombres q et p = br sont premiers entre eux,

et de jjlus Tun pair Tautre impair, il sera facile de voir que le facteur

trinome est impair, non-divisible par 5 et premier a r: il faut donc que r

soit divisible par 5, n etant >2. Choisissons actuellement deux noml:)res posi-

tifs, ju et ^, tels que*) m-{-,u — 1, n-\-y— 2, soient divisibles par 5, et un

nombre B qui n'ait (Fautres diviseurs premiers que ceux du nombre A et tel que

le produit AB soit une cinquieme puissanee. Si nous multiplions Fequation

precedente par 2''b''B, nous aurons:'

2"5''ßr(c/-|-2.5'?^-'+5'/) = 2""^'"-' 5"+"-'J ßs'.

Le second membre de cette equation etant une cinquieme puissanee, le

premier membre en sera pareillement une. Or je dis que les deux facteurs

dans lesquels ce premier memlire peut se decomposer, le facteur 2^'b''Br et

.le facteur trinome, sont premiers entre eux. En effet, nous-avons dejk vu

plus haut que le facteur trinome est premier k 2'"5''r, et il resulte d'un autre

*) Si m — 1 etait divisible par 5, ou choisirait pour // une autre valeur que zero pour eviter

exposauts negatifs dans ce qui va suivre.

G. Lejeune Dirichlet"s Werke. 5
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cöte des theoremes connus d"EuLER sur la forme lineaire des diviseurs premiers

de la formiile x"dzy" (Theorie des nomhres, no. 156) que le facteur trinüme,

dans lequel q et / iront pas de diviseur commun , n'est di\nsible que par des

nombres premiers de la forme \0k-\-\, qui, d'api*es les suppositions faites dans

Tenonce du theoreme. ne convient a aucun des diviseurs de ^4, et par eon-

sequent aussi de B, B n'ayarlt pas ' d'autres diviseurs premiers que ceux du

nombre ^4. II faut donc que le nombre 2"b''Br et le facteur trinome soient

des cinquiemes puissances Tun et l'autre.

Le facteur trinome pouvant s'ecrire de cette maniere

:

et les nombres q--hb''r, lOr- etant premiers entre eux, le premier impair,

le second jiaii- et divisible par 5, il suffira, en vertu du theoreme L, pour egaler

le facteur trinome avec toute la generalite convenable ä une cinquieme puissance,

de poser ces deux equations:

lOr- = 5s(<V 10rs-+5s').

Les nombres s et t doivent etre supposes premiers entre eux. et de plus

le premier pair, le second impair et non-divisible par 5. II suit de la que s

doit etre divisible par 5 : en effet t n'etant pas divisible par 5, le second membre

de la seconde equation ne peut etre divisible par 5^ qu'autant que s est divi-

sible par 5; mais le premier membre qui a ;•-' pour facteur, est divisible par

5'^: donc s est divisible par 5.

Nous avons vu plus haut que '2"b''Br devait etre une cinquieme puis-

sance. Le nombre 2-fb^*'B-r-, carre du nombre pr^cedent, devra donc etre une

puissance du meme degce, et meme du dixieme degre. Or, en multipliant par
2-2u-iryiy-ißi

]gg (jgux membrcs de la derniere equation, on aura celle-ci:

2^"o'B-/ = 2-^''b''' B- s(t*-\-10t^s'-^bsy

Si donc nous faisons pour abreger: 2jli — 1 = g, 2y ^ h, B- = C, tout

se r^duira a faire vou' qu'il est impossible de trouver deux nombres * et ^

premiers entre eux, et dont le premier soit de plus pair et divisible par 5, tels

que le produit:

(ß) 2^5*6's(<Vl0rs-+5s')

soit une cinquieme puissance.
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En ayant egard ä la nature des diviseurs premiers de C, on s'assurera

facüement que le facteuv 2'5''C,s et le facteur trinome sont premiers entre eux.

II faudrait donc, pour que le produit (/?) put etre une cinqt^ieme puissance,

que chacun de ces facteurs en füt pareillement une. Le facteur trinome peut

s'eci'ire de cette maniere:

(<'-f-5s')'— 5(2s').

Comme les nombres t--\-bs^ et 2s- sont evidemment premiers entre eux,

et de plus le premier impair et le second pair et divisible par 5, le theoreme I.

est applicable ici, et l'on pourra poser:

Les nombres s' et t' doivent etre supposes premiers entre eux, et de

plus le premier pair, le second impair et non-divisible par 5. Comme t' n'est

pas divisible par 5 , ü est evident .par la seconde equation , dont le premier

membre renferme le facteur s^ et est par consequent divisible par 5', que s'

doit etre divisible par 5. Ainsi les nombres s' et t' sont premiers entre eux,

de meme que les nombres s et (, et le premier s' est en outre pair et divi-

sible par 5 comme s.

II est facile encore de voir que s' est plus petit que s: car on conclut

immediatement de la derniere equation b-s'^<i'2s- et par suite s' <i f-^'

On a vu plus haut que 2'b''Cs devait etre une cinquieme puissance.

Le nombre 2'" b-''C^s-, carre du precedent, devra donc etre une puissance du

menie degre. Or, en multipliant les deux membres de Ja derniere equation

par 2"^~'5^''C% on aura:

2'''b"-C's' = 2''-'b"'^'C's'(f"-hlOr-s"+bs'*),

ou, ce qui est la meme chose, en faisant 2g— l^g', 2h-hl ^ h', C^^C,
dans le second membre:

(ß') 2''b"'C's^ = 2^'5'''C''/C/-'-+-10f"s'-+5s"'),

equation dont les deux membres doivent etre des puissances du cin-

quieme degre.

Nous voilä donc arrive a un produit (/i') serablable au produit (/?),

mais dans lequel le nombre s' est plus petit que le nombre s du produit (/?),

et ce produit (ß') serait une cinquieme puissance, si le produit (/i) en etait

5*



36 MEMOIRE SrR L-IMPOSSIBILITE

une. En traitant le produit (/?') conime nous avons traite le prodiiit (/i). on

amverait a un troisieme produit (/?"), dans lequel le nonibre s" serait plus

petit que s', et Ton pourrait continuer ce procede aussi loin que Ton voudrait.

U est facile de voir en outre que quelque loin que Ton prolonge les series

s, s', s", . . .: t, t', t", .... on ne pourra janiais rencontrer un terme egal a

zero; car il est evident que si l'on supposait nul un de ces termes, on con-

clurait en remontant que .^ = 0, cas evident, et qui d'ailleurs est exclu, puisque

les nombres s et t ont ete supposes premiers entre enx.

Si donc le produit (/?) pouvait etre une cinquieme puissance, on pourrait

obtenir, par l'analyse precedente, une suite indefinie de nombres entiers positifs,

dans laquelle chaque terme serait plus petit que le terme precedent, sans

qu'aucun des termes füt nul: ce qui implique contradiction. On doit con-

elure de lä que le produit (/y) ne saurait etre une puissance du cin-

quieme degi-e.

Le theoreme V. se trouvant ainsi etabli, nous allons donner le moyen

d'en deduii-e un autre plus general. Considerons requation:

dans laquelle nous supposons x et y premiers entre eux, >n>0, et A soumis

aux memes i-estrictions que dans l'enonce du theoreme V. Soient u, ß, y des

nombres positifs moindres que 5. et tels que x=«, ±y^ß, z^y (mod. 5), et

soit encore H un nombre positif <C25 et tel que 2'"^^ //(mod. 25). Comme 5

est un nombre premier, on aura:

X ^x, y^^y, z'^^z (mod. ö).

Oll conclut de la, en ayant egard a requation posee plus haut:

x-izy^2"'Az (mod. .5),

et partant:

a+ß ^ IJy (mod. 5).

Comme a est le reste de x, on pourra poser x = a-{-bk, k etant un

entier; on tire de la, en elevant les deux membres ä la cinquieme puissance:

.x" = a +5« (öÄ-)-f-
T 9 " (5^')"4-etc.,

on aura donc:

x"" ^ d (mod. 25).
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On trouvera de la meine maiiiere ±y^^ß'% c*^ /' (mod. 25), et comme on a

aiissi 2"^4 = jy(mod. 25), on obtiendra, en ayant egard a requation citee:

«'+,:?•'' EE Hy" (rnocl. 25).

Si maintenant, en substituant dans cette congruence successivement pour

tc, ß toutes les combinaisons que l'on peut former avec les nombres positifs

moindres que 5, et pour / les valeurs correspondantes egalement moindres

que 5, donnees par la formule:

u-\-ß = Hy (mod. 5),

on trouve que la congruence «'-i-/:?^^/?/^ (mod. 25) ne peut subsister que lorsque

/ est nul, on sera assure que l'equation:

x'±y'' = 2"' Az

ne peut avoir lieu, a moins qu'on ne suppose z divisible par 5. On pourra

donc, dans ce cas, mettre 5^ k la place de z, ce qui change notre equation

en celle-ci:

qui rentre evidemment dans le theoreme IL, et par consequent est iinpossible.

Or ce cas a lieu toutes les fois que le nombre H est un des huit nombres

suivants 3, 4, 9, 12, 13, 16, 21, 22, comme on j^eut s'en assurer par un

calcul tres simple. Nous avons donc ainsi ce nouveau theoreme:

Theoreme VI.

„Les nombres m et A etant soumis aux memes restrictions que dans

l'enonce du theoreme IL, si le nombre 2"'Ä, etant divise par 25, donne un des

huit restes suivants, 3, 4, 9, 12, 13, 16, 21, 22, U sera impossible de trouver

deux nombres x et y premiers entre eux, tels que Ton ait r'±?/' ^ '2'"'Azr'.''

Pour donner un exemple bien simple, considerons les deux equations:

.r^±/ = 4s\ x'^if = Uz\

Comme dans ces equations on peut, sans nuire ä la generalite, supposer

les nombres x et y premiers entre eux, il sera facile de voir qu'elles rentrent

dans le theoreme IL En effet, si Ton fait A=l, et successivement ?/i = 2,

m z= 4, on aura respectivement:

TA = 4, TA = 16.

II est donc prouve que les deux equations precedentes sont impossibles.
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Considerons encore requation:

5 I 5 5
X±IJ = Z,

qui est une de Celles que Fermat a assure etre impossibles. Par des coiisi-

derations semblables ä Celles qui nous ont seryi pour etablir le theoreme pre-

cedent, on peut s'assurer que cette equation ne saurait subsister, ä moins

qu'une des indetermiuees x, y, z ne soit divisible par 5. Söit z rindeterminee

divisible par 5, car il est evident qu'on peut faire en sorte qu'une quelconque

des indetermiuees se ti'ouve toute seule dans un membre. D'un autre cöte,

si Ton suppose ces indetermiuees premieres entre elles, Tune d'elles sera

paii-e et les deux autres seront impaires. Si z etait paire, on pourrait remplacer

cette indeterminee par 2.b.z, ce qui cliangeraif requation preeedente en

Celle -ci:

x ±y'' = 2" 5'' 3
,

qui est impoesible. puisqu'elle rentre evidemment dans le theoreme II. II ne

resterait donc qu'ä traiter le cas oü Tindeterniinee divisible par 5 serait impaire;

mais la methode exposee dans ce Memoire parait insuffisante pour ce cas, et

je ne vois pas comment on pourrait completer la demonstration du cas parti-

culier du theoreme de Fermat, dont il vient d'etre question.

ADDITION AU MEMOIRE PRECEDENT.

Depuis que le Memoire precedent a ete pi-esente ä l'Academie, M. Legendre

a publie un second Supplement ä sa Theorie des Nonlbres, dans lequel il demontre

l'impossibilite de l'equation:

x ±y = z.

Le cas de l'indeterminee divisible en meme temps par 2 et par 5, est traite

dans cet ouvrage comme dans le Memoii'e precedent, et l'auteur prouve ensuite

l'impossibilite de l'autre cas au moyen d'une analyse nouvelle. L'objet de cette ad-

dition est d'etablir deux theoremes nouveaux sur les equations indetermiuees du

cinquieme degi-e et qui comprennent, comme cas particulier, le theoreme de Fermat

pour les cinquiömes puissances. J'y parviens en partant des resultats obtenus

dans ce qui precede et en faisant usage d'une analyse qui differe a plusieurs

^gards de celle de M. Legendre et qui est entierement analogue ä la me-

thode exposee dans le Memoire precedent. On a vu que le succes de l'analyse
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t|ue nous y avons employee, est fonde sur ce que, pour egaler a une cinquieme

puissance impaire le binöme P"

—

bQ-, dans lequel Q doit etre divisible par 5,

il siiffit de poser:

parce que cette circonstance donne lieu ä la reproduction continuelle de Tex-

pression que nous avons appelee facteur trinome. En traitant les nouveües

equations qui fönt l'objet de cette addition, on est egalement conduit au binöme

P-— 5Q'', Q etant toujours divisible par 5; mais il y a cette difFerence que les

nombres P et Q, qui precedemnaent etaient Fun pair, Tautre impair, sont ici

impairs tous les deux et que le binöme P^— bQ-, qui dans Fautre cas devait

etre une cinquieme puissance impaire. doit etre egale ici au quadruple d'une

pareille puissance. Or la Ibrmule qui satisfait de la maniere la plus generale

a cette derniere condition. est susceptible d'etre rendue parfaitement semblable

il Celle qui sert ä remplir la premiere; car j'ai reinarque qu'on peut la pre-

senter de cette maniere;

p+Qy5 = ^|^,
expression qui ne se distingue du resultat qu'on vient de rappeler qu'en ce

que les indeterminees y et yj, au lieu d'etre l'une paire, l'autre impaire, doivent

etre impaii-es toutes les deux. Des qu'on a fait cette remarque et qu'eu traitant

les nouvelles equations qui vont nous occuper, on est arrive au binöme qu'il

s'agit d'egaler au quadruple d'une cinquieme puissance, on voit d'un seul coup

d'oeil qu'on doit reussir a prouver l'impossibilite de ces equations, en faisant

usage d'un procede tout ä fait analogue ä la marche que nous avons suivie

dans la demonstration du theoreme V. — Nous allons maintenant entrer en

matiere en commen^ant par etablir la proposition que nous avons dejä enoncee.

Les nombres P et Q, dont le premier est suppose n'etre pas divisible

par 5, etant impairs tous les deux, et n'ayant pas de diviseur commun, le

nombre P'-—bQ^ sera de la forme 8^-+ 4, et Ton pourra faire:

p''~bQ- = 4L,

L etant uri nombre impair et non-divisible par 5. Si nous multiplions membre

u membre l'equation precedente et celle-ci:

3'— 5.1' -= 4,

nous aurons:

CdP±bQf-b(PzfdQf = 16L.
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Coiiime les nombres P et Q sont impairs tous les deax, il est evident

qu'en determinant convenablement le signe, les expressions:

3P+5Q P±3Q
4 ' 4

seront entieres Fune et Tautre: faisant en consequence:

3P±5Q ^p, ±(P±30_
4

'

4
'

le signe en dehors de la parenthese etant olioisi de maniere ä donner une

valeur positive pour Q', -l'equation obtenue plus haut se changera en celle-ci:

P'2— 5Q'ä -= 2y, et Ton s'assurera facilement que Ton a:

P-\-Q\/b = (P'±Q']/b)(ß±]fb),

les siones etant convenablement choisis. et que les nombres P' et Q' sont

Premiers entre eux, et de plus Tun pair. Tautre impaii-.

Supposons maintenant que le nombre L doive etre une cinquieme

puissanee. On satisfera ä cette condition de la maniere la plus generale en

posant:

P'_f-Q'-l/5 = (M±N]fbf(9±4Y5y.

En substituant cette valeur dans la derniere equation, on aura celle-ci:

P-^QY^ = (J/±A'l/5y'(9±4y5/ (3+1/5),

dans laquelle les signes sont independants. comme dans les deux equations preee-

dentes. On peut faire p = bk±r, k etant entier et positif, et r ayant une

des Irois valeurs 0, 1, 2, la quantite (9±4y5)'' se decomposera ainsi en

deux facteurs (9±4l/5)^* et (9±4l/5)*'' dont le premier peut etre omis parce

qu'il rentre dans (M±NYSy. Si nous observons de plus qu'en vertu de

r.equation:

9z!z4]/o = (9=F4]/5r'

on peut changer dans (9±4V5)'^'^ simultanement les signes de r et du radical.

nous pouvons supposer r positif, et l'equation donnee plus baut deviendra:

p+Ql/5 = (M±NYbf(9±i]fby(3±]/b).

L devant toujours etre la cinquieme puissanee d"un nombre imitair et non-
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divisible par 5, determinons les conditions necessaires pour que Q soit divisible

par 5. Comme le coefficient de Vb dans le developpement de (M±NYby est

divisible par 5, et que la partie rationnelle de ce developpement ne l'est pas,

M n'etant pas divisible par 5, on conclut, comme dans la demonstration du

theoreme IV., qu'il faut, pour que Q puisse etre divisible par 5, que le coefficient

de VE, dans la valeur developpee de (9±4y5)''(3±y5) le soit.

Or, en substituant ])Our r successivement les trois valeurs 0, 1, 2, on

trouve que cela n'a lieu que dans le cas de r = 2, les signes des radicaux

dans les deux facteurs (9+ 41/5)'' et (3±l/5) etant en meme temps opposes.

Si Ton fait attention que Ton a:

(3+1/5)- ^9±4]/5 et 3+1/5 =^^
2' 3±l/5

'

on trouvera que le produit precedent sera, dans le cas dont il s'agit, equi-

valent ä:

(3±l/5)^

valeur dont la Substitution dans requation obtenue plus haut, la change en

Celle -ci: •

Les nombres AI et N etant Tun pair, Tautre impair, les nombres
(f

et ip

determines par l'equation:

(f-+-ip]/b = (ii±iV]/5)(3d=|/5)

seront inipairs l'un et Tautre, et Ton aura:

et par consequent:

p _ (yV2.5^y^<//^-|-5>^) '

Pour que P et Q soient premiers entre eux, il .faut que (p et xp n'aient pas de

G. Lejeune Dirichlet's Werke. 6
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diviseur commun. et que le premier de ces nombres ne soit pas divisible par 5,

et recipi'oquement, si les nombres
(f

et i//, dont le premier est suppose ne pas

etre divisible par 5, n'ont pas de diviseur commun et sont impairs l'un et

Tautre, les nombres P et Q seront entiers et premiers entre eux. En effet,

le quart de la quantite ^* -i- 1 y- 1/»- -H 5 i/'* pouvant se mettre sous la forme:

/ y-+5i//- y 5(r )%

et cette derniere expression etant evidemment le quadruple d'un nombre impair,

on voit que la valeur de Q est entiere et impaü-e; la meme chose se prouvera

pour la valeur de F. et l'on s'assurera facileraent que les nombres P et Q,

qui sont impairs tous les deux. n'ont pas de diviseur coTumun. Nous avons

donc ainsi ce theoreme:

Theoreme VII.

„Les nombres P et Q devant etre premiers entre eux. impairs Fun

et Tautre. et le dernier devant etre divisible par 5, je dis que pour egaler le

binöme P-— 5Q- au quadruple d'une cinquieme puissance avec toute la gene-

ralite convenable, il suffira de poser:

les nombres indetermines
(f

et ip etant premiers entre eux, impairs Tun et

Fautre et le premier de plus non-divisible par 5*).^

Voici maintenant le premier des theoremes nouveaux que nous avons

annonces au commencement de cette addition.

Theoreme VIII,

„La lettre ti designant un nombre positif autre que et 2, et le nombre

A n' etant divisible ni par 2, ni par 5, ni par aucun nombre premier de la

forme 10A:+ 1, il sera impossible de trouver deux nombres x et y premiers

enti'e eux et tels que:

Les nombres x et y peuvent etre impairs tous les deux, ou Tun pair

*) Ce theoreme, comme le theoreme IV, u ses analogues pour beaucoup d'autres nombres [ireuiiers.



DE QUELQUES EQUATIONS INDETERMINEES DU CINQUIEME DEGRE. 43

et rautre impau*. Dans le premier cas, : sera divisible par 2, et Ton pourra

mettre 2z a la place de z, ce qui changera reqiiation (/) en celle-ci:

qui est impossible puisqu'elle rentre evidemment dans le theoreme V. Reste

donc ä prouver rimpossibilite du second cas oü Ton suppose les nombres x, y

Tun pair, l'autre impair. Si nous f'aisons:

.x±y = p, xzfi/ = q,

nous aurons:

2x ^ p-i-q, ±2)/^p— q,

et les uombres p et q seroiit preniiers entre eux et de plus impairs Tun et

l'autre. En substituant les valeurs precedentes de 2x et ±2y dans Tequation

(/), apres en avoir multiplie les deux niembres par 2^, on aura:

p(p'-hlOi)-q-+bq*) = 2^b"Az\

Comme p doit evidemment etre divisible par 5, nous ferons p = br, ce qui

donnera

:

b^r(q*-\-2.b'q'r--\-b^r) = 2'b''Az\

Le nombre n est par hypothese egal :i l'unite ou plus grand que 2. Si n est

egal ä Tunite, il faudra, dans l'equation precedente, supposer z divisible par 5.

On pourra donc, dans ce cas, mettre 5^ ä la place de z ou, ce qui est la

meme chose, donner ä 5 l'exposant 6 , d'oü Ton voit que Ton peut supposer

dans tous les cas ?« > 2.

Si l'on met l'equation precedente sous cette forme:

r(q*-h2 .b' q' r'-hb^^ )•*) = 2'b"~'Az\

et qu'on fasse attention que « "> 2 et que q est premier k j) = br, on voit

que r doit etre suppose divisible par 5.

Choisissons maintenant un nombre positif »' tel que 7i-hf— 2 soit divi-

sible par 5 et un nombre B qui n'ait d'autres diviseurs premiers Cjue ceux du

nombre A et tel que le j^i'oduit AB soit une cinquieme puissance. Multipliant

la derniei'e equation par blB, nous aurons:

b" Br(q'+2 .oq' r'+b' /) = 2*5''+"~'^ß/.

Tous les diviseurs du facteur trinöme, dans lequel q et r sont premiers

6*
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entre eux. etant de la forme lOÄ-f-l. il est evident qu'il iVa aucun diviseur

comniun avec B; il iVest pas nioins evident qiril est aussi premier ä 5''r, et

par consequent ä yßr.

Comme le 'facteur ^B?' et le facteiir trinome sont premiers entre eux

et que le premier de ces facteurs est impair, il f;iut, en vertu de la derniere

equation, dont le second membre est le produit de 2* et de la cinquieme puis-

sance d'uii nombre impair, que b'Br soit une cinquieme puissance, et le facteur

trinome une cinquieme puissance multipliee par 2*.

Le quart du facteur trinome devant etre le quadruple d\me cinquieme

puissance. et ce quart pouvant se mettre sous la forme:

011 les nombres -^—^ , br- sont ' evidemment premiers entre eux, im[)airs

Tun et Tautre et le dernier de plus divisible par 5, il suffira, en vertu du

theorente etabli au commencement de cette addition, pour egaler le quart du

facteur trinome au quadruple d'une cinquieme puissance, de poser ces deux

equations:

2 2*

5.= = 5si^0r/-Wl

les nombres indeterinines f et .'? devant etre supposes premiers entre eux,

impairs Tun et l'autre et le premier de plus non-divisible par 5. Comme

t n'est pas divisible par 5 et que r Fest ainsi que nous l'avons vu ci-

dessus, il faut, en vertu de la derniei'e des equations precedentes, que s soit

divisible par ö.

Nous avons vu plus haut que 5'^ßr devait etre une cinquieme puissance.

Le nombre iy''B'i'^, carre du precedent, devra donc etre une puissance du meine

degre, et mrMue du dixieme degre.

Or, en multi])liant ])ar 2^V-'~V:)" les deux membres de la derniere eipia-

tion, on aura celle-ci

:

2'o' ifr- = ö-''5'-'s(!!'+10r/+5s').

Si donc nous faisons ijour ahreijer 2i/ := h, B'- = C, tout se irduit ä



DE QUELQUES EQÜATIONS IXDETERMINEES DU CINQUIEME DEGRE. 45

faire voir qii'il est irapossible de trouver deux nombres t et 5 premiers entre

eux, impairs. Tun et Tautre, et dont le dernier s soit de plus divisible par 5,

tels que le- produit:

(J) 5'V;s(^VlO<'/+5s*)

soit une cinquieme puissance multipliee par 2*.

II est facile de voir que TexpressiGn (fl) ne saurait etre le pro-

duit de 2* et d'une .cinquieme puissance, ä moins que b''Cs ne soit une

cinquieme puissance, et le facteur trinome une cinquieme puissance multi-

pliee par 2*.

Le quart du facteur trinome devant etre le quadruple d'une cinquieme

puissance, et ce quart pouvant se mettre sous la forme:

( t^-\-bs- \-
2 2

oü les nombres' ^ , r sont evidemment premiers entre eux, nnpairs Tun

et Tautre, et le dernier de plus divisible par 5, il suffira, pour egaler le facteur

trinome divise par 4 au quadruple d'une cinquieme puissance, de poser ces

equations

:

r+5/ _ ,
{t"-\-2.b''t'\'^-\-b\'*)

5s
,
(t"^m"s"^bs")

t

les nombres t' et s' etant supposes premiers entre eux, impairs Tun et l'autre,

et le premier t' de plus non-divisible par 5. Comme s est divisible par 5,

et que t' ne Test plus, il faut, d'apres la derniere equation, que s' soit aussi

divisible par 5. On conclut encore de la derniere equation qu'on'a: ^^s''-'. <is'^

et par suite que s' est beaucoup plus petit que s.

Le nombre b''Cs devant etre une cinquieme puissance, 5^''CV, carre du

nombre precedent, devra etre une puissance du meme degre et meme du

dixieme degre. Or, en multipliant par 2*5-''(7^ les deux membres de la derniere

equation, on aura celle-ci:

2*5-' C'/ = 5-'+'C-s'0Vl0«'^V5s'^)

ou, ce qui est la meme chose', en faisant 2/i-+-l = /«', C" = C dans le second
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membre

:

(^') 2*5"'C's' = o' C' s'(t'*-hlOt"-s'--i-'os'*%

eqiiation dont les deiix membres devront etre des cinquiemes puissances multi-

pliees par 2*.

Le produit (ß') etant parfaitement semblable au produit (t)), et le nombre

s' etant beaucoup plus petit que le nombre s, on conclura, comme dans la

demonstration du theoreme V. du memoire precedent, que le produit (d') ne

saurait etre egal ä une cinquieme puissance, multipliee par 2*, et que par con-

sequent Tequation (/) ne saurait avoir lieu.

Le theoreme de Fermat, pour le cas des cinquiemes puissances, est

compris comme cas particulier dans le theoreme que nous venons d'etablir.

En efFet, requation af'±y^ = :'" ne pouvant avoh-, lieu, ä moins qu'une des in-

determinees, z par exemple, ne soit divisible par 5, nous pouvons mettre bz

ä la place de z; ce qui donnera x^±y-' = ifz^, equation impossible, puisqu'elle

rentre dans le dernier theoreme.

Un raisonnement tout-ä-fait semblable ä celui au moyen duquel nous

avons etabli le theoreme YL, en partant du theoreme V., peut servir ä de-

duire du theoreme que nous venons de demontrer un nouveau theoreme qui

peut s'enoncer comme il suit:

Theoreme IX.

„Le nombre A etant soumis aux memes restrictions que dans l'enonce

du theoreme VIIL, et ce nombre donnant un des huit restes suivants,

3, 4, 9, 12, 13, 16, 21, 22, lorsqu'il est divise par 25, il sera im-

possible de trouver deux nombres x et y premiers entre eux, et tels que l'on

ait x'dzi/' = Az^"
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DE FORMIS LINEAßlBUS, IN ütlBUS CONTIXENTUE DIVISORES
PRIMI ÜUARUNDAM FORMULARUM GRADUÜM SUPERIORUM.

Constat e düctrina de residuis quadratiels seil theoria divisoruni f'oniiii-

lariun seciindi gradus, divisores primos talium formiilarum in certis formis li-

nearibus contineri, et esse formas lineares ab illis diversas, in quibiis iion-divi-

sores sint coniprehensi. ita ut ad absolvendam qiiaestioneni, utrinn primiis datus

formiilani datam nietiatiir necne. sufficiat examinare, niim primus in aliqua

prioriini an posterioriini formanirn contineatur. Longe aliter res sese habet in

formulis gradus superioris. qiiariini divisores a non-divisoribus simili modo dis-

cerni non possunt. et quibus adhibenda sunt criteria ab illis, quae in doctrina

de residuis quadraticis proponuntur, longe diversa. Ratio divisores forniularuin

gradus superioris a non-divisoribus distinguendi ut exemplo illustretur. contem-

plemur tbrmulam quarti gradus x*— 3. Ex simplicissimis arithmeticae superioris

principiis deducitur, hac formula proposita, solos primos formae 12»-|-1 criterium

altioris generis requirere, de reliquis autem ope notae doctrinae de residuis qua-

draticis rem diiudieari posse. Talis formae si proponitur pi-imus. et quaeritur.

utrum formulae .r*— 3 sit divisor necne, hoc criterio erit utendum. Redigatur

primus sub formam l'- -h 3 ir, quod semper et unico quidem modo fieri posse

constat. Tum numerus f, quem nee per 2 nee per 3 divisibileni fore est per-

spicuum. erit formae 12»±1. vel formae 12«±5. Si prior casus loeum habet,

primus erit divisor formulae x*— 3, sin posterior, non erit. Est aliud criterium

ad eandem quaestionem deeidendam idoneum, quod tamen, ut elegantiorein

habeat formam, non referendum est ad formulam x*— 3, sed ad hanc x*-\-o.

quae posterior priori tam arcte est coniuneta, ut, si numerum aliquem poste-

rioris divisorem esse vel non esse seimus, inde statim concludi possit, utrum

idem numerus priorem metiatur necne. Quod alterum criterium si adhibere

velis. numerus primus propositus in duo quadrata est resolvendus. Quadra-

torum, quae haec decompositio suppeditat, alterum manifesto erit par, alterum

G. I.ejeunc Dirichlet's Werke. 7
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inipar, nee minus facile est perspectu, alterura liorum quadratorum Idque iinuni

tantuni pei- 8 fore divisibile. Quibus ita praeparatis, criterium hoc modo ex-

hiberi licet:

„Si (piadratum par per 3 est divisibile, jirimiis metietiir tbrmiilam x*-h3.

sin impar. non metietiir."

Demonstrationes theoi'ematum modo propositorum invenies in commen-

tationibiis nonnullis. in quibiis theoriam generalem divisoriim ibrmulae ax*-i-/i.v'-{-y

striiere conabor et quarum prima nuper lueem vidit in cel. Crellii epheme-

ridibus mathematieis (Recherches sur les diviseurs premiers d'une classe de for-

mules du quatrieme degre. Premier Memoire). Theoremata praecedentia hoc

loco nonnisi in himc finem sunt prolata. ut exeraplo aliquo appareat, quantum

formulae gradus superioris a tormulis quadraticis differre inveniantur. si in divi-

sorum primorum indoleni inquiritur. Quae diversitas quamquam in genere va-

lere videtur. sunt tarnen formulae particulai*es cuiusvis fere gradus, quae re-

spectu divisorum simili se habent modo, cjuo formulae secundi gradus. eoque

ut ex forma lineari. in qua eontinetur prinius, cognosei possit, num formulam

huius genei'is metiatur. Ad hoc genus referendae sunt formulae in expressione

.x'"±l comprehensae, de quibus ill. Euler instituit disquisitiones non minus

insignes. quod ratiocinandi methodus, qua vir summus est usus, eximia simpli-

citate gaudet, quam quod theoremata, quae eins ope stabiliuntur. latissime patent.

Quibus ill. Euleri disquisitionibus incumbens, incidi in novam quandam foi"-

mularum speciem, quae, quod ad divisores attinet. similes habent ])roprietates.

ut in sequentibus sum expositurus.

Cum pars dis(juisitionum sequentium nonnullis theorematum Euleria-

norum modo laudatorum sit superstruenda, utile duximus, theoremata. quibus

nobis opus erit, hoc loco in conspectum producere. Demonstrationes brevitatis

causa omittinuis, lectorem ad ill. Euleri dissertationes vel ill. Legendre opus

egregium ablegantes, qui et haec et reliqua Euleri inventa arithmetica summa

cum perspicuitate exposuit.

Tlieorema I. Si p est primus impar. omnes divisores primi formulae
j;P 1 . . . . . ....— m forma lineari 2vij)-\-l continentur. et vice versa quivis prinnis in hac

forma comprehensus formulae est divisor.

Theorema II. Si « est potestas numei-i 2, divisores formulae .("-+-1 conti-

nentur in lurnia 2//*«-f- 1, et vice versa quivis primus iuiius formae formulam metitur.



QUARLNHAM FORilULARÜM GRALiUUM SUPERIORUM. 51

Fonuulae. de quarum divisoribiis in sequentibus disquisitionem institiiemus,

öfiginem traliuiit ex evohitione potestatis (.r+ V6)", ubi n et b sunt integi'i dati

(posterior non-quadratus). x autem designat integrum indeterminatum. Ponamus,

evolutione perfecta, prodire U-hV]^, ubi tarn U quam V a quantitate iiTa-

tionali Vb liberi supponuntur. ita ut habeamus:

(.1- 4- V^)" = ü-h Vyh', (.,— ]/Z)" = U— V]/b,

^ 1.2.3' "^ "^ 1.2.3.4.5 •" ^
^"'

Propositum est nobis, definire numeros primos. per quos V fit divisibilis.

si ipsi X omnes valores integri tarn positivi quam negativi successive tribuuntur.

Excipiuntur tantum valores ad ipsum b non primi. quippe qui theorematum

concinnitatem turbent. Caeterum faeillime perspicitur. casum, ubi x cum ipso

b divisorem communem habere statuitur. ad casum, ubi x et b inter se sunt

primi. reduci posse.

Ut initium huius disquisitionis fäciamus. demonstremus. ipsos U et V

nulluni divisorem communem (numero 2 excepto) habere posse. quotiescunque

;( valorem ad ipsum b primum nanciscitur. Ad hanc rem probandam. a sup-

positione contrarii proficiscimur. Sit igitur t) primus utrumque ipsorum U et

F metiens. Si prima aequationum (1) in secundam multiiilicatur. prodibit haec:

{x'—by = u'—b v\

ex cuius inspectione concluditur. primum t) ipsius .t'— h esse divisorem, quod,

si signo ab ill. Gauss introducto utimur, hoc modo designabimus

:

•c' ^ b (mocl.<?).

ex qua congruentia hae novae deducuntur:

x* ^ b^, x" ^ b\ .c^ ^ b^, • • • (inoci. J).

Si iam in expressione (1) ipsius V loco ipsorinn b, b-, 1/. . . . valores secundum

modulum f)' illis resp. congruos x-, x*. x^, . . . substituerimus. obtinebimus con-

gruentiam

:

,
( «(h—l)(w— 2) «(«—!)(«— 2)(w-3)C»«-4)

,

\ .
, ,-

quam, cum expressionem uncinis inclusam esse ^((1+ 1)"— (-^— 0") ^^^'^
2"~'

faeillime perspiciatur. hoc quoque modo exhibere possumus:

r= 2"-'.c«-' (mod.rf).

Sequitur ex hac congruentia, primum imparem d, quem ipsius I' divisorem esse

supposuimus. etiam esse divisorem ipsius x. Supra autem vidimus, numerum
1*
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•t"— 1) per d esse divisibilem. S nietietiir i<;itur iitnimqiie ipsoriim x et i, quod

est contra siippositionem. numeros .x et h inter se esse primos. Concliidenduni

est igitiir, siippositionem, ipsos U et V habere divisorem commiinem impareni.

eonstare non posse.

His praemissis. in indolem divisoriim primornni fbrmulae V inquiranuis.

Quamqiiain methodus, qua in hac disquisitione uteniur. pro quovis valore ipsins

n applicari potest, hoc loco. ne haec dissertatio niniis longa fiat. diios tantuin

casus examini subiciemus, quorum prior locum habet, quando n est primus

impar, posterior, quando n est potestas nuineri 2.

Sit igitur primo n numerus prinnis impar, quem per litteram p designa-

bimus, et / primus impar ab ipso p diversus tbrmulam Fmetiens. lam duo casus

sunt distinguendi. prout h ipsius k est residuum aut non-residuum quadraticum.

Casu priore datur numerus /li huic congruentiae ,«- ^ 6 (mod.A') satis-

faciens. Primus k, quem formulae V divisorem esse statuimus, eandeni metietur,

si loco ipsius h valorera secundum modulum k congruum fr substituerimus.

Formula V, quae primam et secundam aequationum (1) comparando hoc

modo exhiberi posse invenitur':

substitutione, quam diximus, perfecta, in hanc abibit:

{x+^y-{x-^ir
2,((

in qua expressioiie neutrum numerorum .T+ ^t et x— ,« per k divisibilem esse

dico. Si enim alter esset, alter non esset, (x-{-f.iy— (x— jLiy per k non tbret

divisibilis. Utrumque autem per k divisibilem esse non posse hoc modo demon-

stratur. Tum enim k metiretiu* etiam utrumque ipsorum:

id est utrumque numerorum x et ,m, et quoniam /u- ^ b (mod. A) est, /.' fbret

(|uo(|ue divisor ipsius b. Numeri x et b haberent igitur divisorem communem

k contra ea quae supposuimus.

Cum neuter ipsorum x-\-/ii et ;i'— /li per />: sit divisibilis, congruentiae:

(x— /(()</ ^ .c+/( (mod./.)

satisüeri poterit per numerum y.

Quodsi iam in valore ipsius 2,uV loco ipsius x-\-fi numerum congruum

y(x— fi) substituerimus. habebimus hanc expressionem per k divisibilem:
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C-^— /')"(/ -1),

et cuiii .r— a, ut supra vidimus. per k non sit divisihilis. y''— 1 ipsius k mul-

tipliim esse concliiditiir. lam dico, mimennn y— 1 per k divisibilem non esse;

si enim k ipsiim y— 1 nietiretur, haberemiis y^l (mod. k) et congruentia

(.1'

—

u^y^x-hfi (mod. A) in hanc transiret 2,w ;^ (mod.A,), id est, ,u seu b

per k foret divisibilis. Sequitur autem ex inspectione formulae V, k ipsius h

divisorem esse non posse, nisi vel k ipsi p sit aeqiialis. vel ipsum x metiatur;

quoruui casuum iitrumqiie supra exclusimus. Concluditur iani ope theorematis I,

primuni k esse formae 2t)ip-h-l.

Habemus igitur theorema: „Xullus primus, cuius residuum est b, for-

nuilani V nietiri potest. nisi in forma 2mp-{-l contineatur." Haec propositio

etiam inversa valet et demonstrari potest, quemvis primum formae imj)-^!

formulae V esse divisorem. Cuius propositionis demonstrationem , cum nulli

difficultati sit obnoxia, brevitatis causa omittimus.

Pergimus iam ad primos, quorum non-residuum est b, quorumque relatio

ad formulam V (quatenus formulae sunt divisores aut non-divisores) pei' theo-

remata sequentia definitur:

_Si primus, cuius non-residuum est b, simul est formae 2mp — 1, for-

mulae V erit divisor.-

.NulUis primus k, cuius non-residuum est b, formulam I' metiri potest,

nisi in forma 2mp— 1 contineatur."

Prius horum theorematum iam olim ab ill. Lagraxge propositum et

demonstratum est in commentatione in collectione academica (Nouveaux Me-

moires de Berlin, annee 1775) conservata, ubi eius ope propositiones nonnullae

particulai'es ad doctrinam de residuis quadraticis pertinentes stabiliuntur. Theo-

i-ema et demonstratio, qua a viro sunimo munitum est, exstant etiam in opere

egregio „Disquisitiones arithmeticae", quod cum in manibus omnium versetur,

qui analysi Diophantaeae operam navant, demonstrationem hoc loco adicere

opus non esse duximus. —
Theorema posterius, quod est prius inversum, a nemine hucusque, quantum

scio, est prolatum. Demonstratio minus obvia absolvitur per ratiocinia iis si-

millima, quibus iam alio loco (Memoii'e sur Timpossibilite de quelques equations

du cinquieme degi-e) in argumento longe diverso usus sum.

Contemplemur formulam (.r -)- V/*
)**"' et ponamus ex eius evolutione oriri

M-\-Nyb. ubi M et N a quantitate irrationali Vi sunt liberi. Valorem ipsius
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X, qui obtinetur. si A+l loco ipsius n in expressione (1) ipsius rsubstituitur, brevi-

tatis causa non apponimus. Perspiciuun est, coefticientes oinniuin termiiioruiu

ipsius N per k esse divisibiles . coeföcientibus primi et ultimi tonnini exceptis.
k-l

Qui termini quum sint (k-\-l)x'' et (k-hl),vh ^
. invenitur:

k—\

N = (k-hlX-'^'-hd-h- ) (modJ).

Constat. numerura b. quem ipsius / non-resiiluum esse supposuinius. satisfacturuui

esse congruentiae /;
" ^ — 1 (mod./). et cum habeamus quoque ,r* ;^ .r (mod./-).

concluditur:
k—l

x'^-hxb -' = (motlJ).

N igitur per k erit divisibilis, quicunque valor ipsi x tribuatur.

Ponamus iam. formulam V pro valore determinato ipsius x divisibilem

fieri per primum k, cuius non-residuum est h. talemque priinum esse formae

2rn p— 1 demonstrare conemur.

Cum V per k sit divisibilis. t'ormula U uon erit divisibilis. quippe quam

formulam ad T' primam esse vidimus. dumuiodo ipsi x valor ad valorem ipsius

h primus tribuatur, quod semper fieri supposuinius. Demonstrandinu iam est,

primum k esse formae 2mp— 1 seu A'+ l per p esse divisibilem.

Numerus A-t-l si per p non esset divisibilis, darentur numeri integri 7

et h positivi ita comparati. ut esset <j(k-hl)— hp ^= 1.

Revertamur nunc ad contemplatioiiem formulae M-hX]b. in qua iV per

k divisibilem esse vidimus, eamque ad potestatem 9""' gradus elevemus. Quae

potestas si per M'-hN']^) designatur. facillime perspicitur N' per N ideoque

per k esse divnsibilem: M' autem per k non divisibilem esse sequitur ex eo,

quod M'-{-N'Yb est potestas ipsius x-hVi (cuius potestatis exponens est //(A--)-!)),

quam ob rem M' et N' divisorem communem habere non possunt. Eodem

modo probatur, si ponatui- (U-hV]/by'= U'-hV'Vb, V per k divisibilem fore,

U' autem 11011 fore. Ex comparatione aequationuin:

(^+]/6")'(*+') = M'-hN']/ö, (ä^-^yb)'"- = U'+VyF, (j(k+A)-hp = 1

deducitur haec:

(^a-^yb){U'^v'\/h) = M'-\-N'Yb,

quae, multiplicatioiie perfecta et partibus rationalibus et coefficientibus ipsius

Yb separatim aequatis, lias novas suppedltat:

M' = U'.v+h \". A' = r'',i-+ [".
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Manifestinn est. posteriorem harum aeqiiationum locum habere non posse, cum N'

et V ipsius k sint multipla, U' autem per k non sit divisibilis. Concludendum

igitur est, suppositionem. aqua prof'ecti sumus, constare non posse, et A-)-l re

Vera per p esse divisibilem, seu quod est idem, k esse formae 2m 2)— 1, q. e. d.

Si ea, quae hucusque docuimus, cum doctrina nota de residuis quadra-

ticis iungimtur, assignari poterunt formae lineares, in quibus divisores primi

t'ormulae V includuntur.

Quod ut exemplis illustretur, sit /) = 5 et 6 = — 1 : quo casu Fihvenitur

esse 5 x*— 1 .t- -i- 1

.

Sequitur ex iis. quae supra demonstrayimus, primos. quorum residuum

est — 1, ipsius F divisores esse non posse, nisi sint formae 10»n-l, constatque

e doctrina de residuis quadraticis primos, quorum residuum est — 1, in forma

4//-I-1 contineri. Numeri autem simul in utraque formarum 10??i+ l, 4»+ l

inclusi sunt formae 20/j+ 1, in qua igitur continetur quisque primus. cuius

residuum est — 1, et qui simul formulam V metitur.

Ad divisores primos ipsius V, quorum non-residuum est — 1 ,
quod at-

tinet, simili modo invenitur. oinnes tales primos in forma 20h— 1 compre-

hensos esse.

Formula duplex 20A±1 suppeditat igitur omnes primos expressionem

öx*— 10.i''-+l metientes et vice versa quivis primus in altera formarum 20/t-j-l,

20h— 1 inclusus ipsius V erit divisor.

Exemplum secundum praebebunt suppositiones p=7, b = 2; quo casu erit:

F= 1 x'+lO^'-hSU-'-hS.

Primi, quorum residuum est 2, continentur in formis 8m -hl, 8?rt-+-7:

huiusmodi autem primi formulam F metiri non possunt, nisi sint formae 14?i-i-l,

quam cum praecedentibus comparando inveniuntur formae 56/t4-l, 56A-)-15,

in quibus includuntur primi, qui ipsius F sunt divisores et quorum simul re-

siduum est 2.

Primi expressionis F divisores, quorum non-residuum est 2, in formis

56/i-f-13, b6h-\-27 comprehensi esse inveniuntur.

Forraulae 56AH-1, 13, 15. 27 suppeditant igitur omnes primos, quadri-

nomium T.x'^-i- 70.r'-+- 84.r--)-8 metientes, et vice versa quivis primus in una

harum formarum contentus quadrinomii ei'it divisor.
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Sunt casus particulares ob tlieoreiuatuui elegantiam attentionem peculiareiu

merentes. Hos casus, qui locum habent. quoties h ipsi p positive vel negative

sumpto aequatur. iani fusius tractabiuius.

Sit primo h = p: et primus yj fonnae 4» -1-1 esse supponatur. Notuni

est, prinios, qiiorum residuuni est h ^ p, in i(/) — 1) huiusmodi fonnis linearibus

contineri:

(2) vip-t-\. mp-\-a, inp-{-a', wp-hu", . .,

ubi numeri 1, a. a', ri", . . .. quos positives ipsoque p minores supponere licet,

omnes inter se erunt diversi et e divisione quadratorun» 1. 2", 3^. ... (^{p— 1))'

per primum j; oriuntur. inter quos numeros constat nunieruni p— 1 occurrere,

quoties j> est forniae 4«-i-l. Primi autem. quorum non-residuum est b, con-

tinentur in ^(p— 1) aliis Ibrmis linearibus:

(3) mp-hß, mp-^ß', vip-hß", .,

ubi numeri ß. ß\ ß" , .... qui ipso p minores supponuntur, tam inter se quam

ab illis 1. «, «', cc", ... erunt diversi, ita ut numerus p — 1 inter ipsos />',

ß', ß", . . . occurrere non possit.

Supra demonstravimus. primum, cuius residuum est b, et qui igitur in

aliqua t'ormarum (2) continetur. ipsius T divisorem esse non posse, nisi sit t'or-

mae mp-hl. quae est eadem ac prima tormaruni (2) et cum nulla reliqnarum

constare potest. Sequitur inde, primos. quorum residuum est b=p, et qui

simul formulam Fmetiuntur, in forma /»j; -I- 1 comprehensos esse, et vice versa etc.

Quod ad primos attinet. quorum non-residuum est b=j). et qui igitur

in aliqua formarum (3) continentur, sequitur ex iis. quae supra stabilivimus,

tales primos formulae V divisores esse non posse, nisi simul in forma wp— 1

seu, quod est idem. in forma mp-\-p— 1 includantur. Haec autem forma cum

nulla formarum (3) constare potest, quia nullus numerorum ß, />", ß", . . . ipsi

p— 1 est aequalis.

Probatum igitur est, nulluni primum. cuius non-residuum sit b = p, ipsius

V esse divisorem. omnesque prinios tbrniulam 1 nietientes in forma mp-\-\ esse

comprehensos.

Si casus, ubi /; = — />. /) designaiite primum fonnae 4//(+l, simiü modo

examinatur, invenitur, nulluni primum. nisi in altera formarum Amp±i con-

tineatur, formulae V divisorem esse posse, et vice versa ([uemvis primum in

altera liarum formarum inclusum re Vera formulam V metiri.

Casus tertius locinu liabet. quando l> = j), et y; est formae 4?/(-t-3. Hoc
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casu prinii formulam F metientes in formis 4//(/)-hl. imp-\-2p~l comprehensi

esse inveniuntiir.

Superest. ut casum quartum examini subiciamus. Primus p hoc casu

est formae 4»t-)-3, et b ipsi jj negative snmpto est aequalis. Si considerationes,

quibns in casibus praecedentibus usi sumus. ad casum praesentem applicaverimus,

perveniemiis ad hoc theorema:

-Nullus primus foi-mulam V, in qua b = —p et p priniuni formae 4??i+3

designat, metiri potest, nisi in altera formarum mp-{-l, mp— 1 contineatur et

vice versa omnes primi in his formis comprehensi formulae F erunt divisores."

Quoties casus quartus locum habet, formula F duorum factorum ratio-

nahum productum esse invenitur, in quorum indolem iam profundius est inqui-

rendum, ut decidatur. utrius eorum primus formulam metiens sit divisor.

Constat e theoria divisionis circuli, quae ill. Gauss debetur, expi-es-

fl'— u''
sionem 4—

,
quoties p sit primus formae 4«+ 3, redigi posse sub formam

R--hpS'-, ubi R et -S sunt functiones rationales integrae ipsius ;r. Formula

4 ^ manifesto est fonctio symmetrica ipsorum t et u, atque e demonstra-

tione. qua vir sunnnus theorema modo memoratum munivit, facillime deducitur,

B esse functionem. quae valorem oppositum nanciscitur. ipsis t et n inter se

mutatis. Cum S sit functio symmetrica gradus J—^— , erit summa plurium

aggregatorum huius formae:

ubi k = -^— et m<Z^ siqjponere licet: tale aggi*egatum etiam hoc modo

exhiberi potest:

at"'u"'(t''~^'"-hu''--"-).

Quodsi in hac expressione loco ipsorum t et tc resp. x-{-V—j) et x—Y^j^
substituuntur, t"'u"' obtinebit valorem (ar-hp)'", qui est functio par ipsius x

(quo verbo brevitatis causa functionem designamus, in qua singuli exponentes

sunt numeri pares). Alter factor t''~'"'-\-u''~'"', cum exponens k— 2m sit im-

par, per eandem substitutionem mutabitur in functionem integram imparem

ipsius X. id est, in functionem, in qua singuli exponentes sunt numeri impares.

Aggregat! illius valor post substitutionem erit igitur functio impar ipsius x.

Quoniam ea, quae modo diximus. valent de quovis aggregatorum, e

(juibus constat S, sequitur, .S per eandem substitutionem mutatnm iri in func-

'i. Lejeune Dirichlet's Werke. 8
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tionem imparem ipsiiis .r. Hanc tunotionem. ciiius coefficientes siiigulos pares

esse facUlime perspicitur, per 2.S" designabimiis.

Simili modo invenitnr. fbrmiilaui B. si loco ipsorum t et ?/ resp. x-\-V~p

et x— ]^^}) substituantur. nacturani esse valorem, e duobiis factoribus constanteiu,

quorum prior est V—p, posterior l'unctio ratioiialis par ipsius x. Posteriorem

si per 2R' denotamiis, 2R''\/— }) erit valor, quem R per siibstitutionem obtinet.

Si iam in formiila R--{-pS- loco ipsorum 7? et »S resp. ^R'^—p et IS'

f— u''

substituuutur, i)r(Klibit idem valor. quem nanciscitur 4--
. loco ipsorum t

et n resp. .r-l-V

—

p et x— ]/
—p substitutis. Habemus igitur:

et cum etiam sit:

concluditur esse:

21/-P

V= p(S'+R'XS'-R').

Demonstratum est igitur. t'orniidam — in duos factores rationales decomponi

l'

posse, quoties h ^ — p et primus p sit tbrmae 4n+o.

Cum R' sit functio par. S' autem functio impar ipsius .r, manifestum

est, signo ipsius .r mutato, factorem priorem .S'-t-J?' transiturum esse in R'— 8",

id est, in posteriorem negative sumptum et vice versa posteriorem S'—R', eadem

mutatione perfecta, fore — S'— R', id est, priori negative sumpto aequalem.

His ita stabilitis, sit k primus i'ormulae V divisor et a valor ipsi .r

tribuendus, ut V per k fiat divisibilis. Iam dico, R'-hS' per k fore divi-

sibilem, si x valorem idoneum obtineat. Cum enim k metiatur formulam

V^ p(R'-hS'')(R'— S'). ubi .7- = « supponitur. aut i?'+.S" ant R'— S' per

k erit divisibilis.

Si casus prior locuni habet, « erit \:ilor ([uaesitus; sin posterior, sequitur

e praecedentibus R'-\-S' per k fore divisil)iletn, si x ipsi — a aequetur; hoc

igitur casu valor idoneus erit — a.

Simili modo demonstratur. \alorem ipsius x ita assumi posse, ut R'— .S'

per /: fiat divisibilis.

Quivis igitur primus formiilani 1 metiens erit divisor utriuscjue factoruni

R'-\-S', R'— .S', ubi vix est ni()n('n(huu. hos factoret; non [)ro eodem valoi'c
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ipsius X per k fore divisibiles, sed pro valoribus oppositis, id est. pro valoribus

signo tantum" discrepantibus.

üt praecedentia exemplis nonniillis illustrentar, ponamus primo p ^ 1

.

Factores ipsius V hoc casu inveniuntur esse:

x'—lx--\-lx-\-l. x^-\-lx'^-^lx— 7,

(jui manifesto respectu divisoruui intei- se non sunt diversi. Divisores primi

harum formularum oinnes in forma 1 n±\ continentur. et vice versa quivis

prinuis in hac forma comprehensus formularum erit divisor.

Sit secundo yj = 11. Factores quinti gradus, quorum productum hoc

casu est V, sunt hi:

x'-^nx*—2.n.x^—2.n-.x-—ZAV.x—iv, x'—iix'—iAi.x^-^2..ir:x-—-i.\r-.x+\r-,

quarum formularum neutra per primum erit divisibilis, nisi in forma llnrfcl

contineatur. et ^^ce versa quivis primus etc.

Hucusque supposuimus, numerum n in fonnulis (1) esse primum imparem.

Considerabimus iam casum, ubi n numeri 2 est potestas. Theoremata ad hunc

casum pertinentia non ad formulam F, sed ad formulam U sunt referenda. —
Numerum 7i in sequentibus per cc designabimus, et k erit primus impar for-

mulam U metiens. Iam duo casus sunt distinguendi, prout b ipsius k est re-

siduum vel non-residuum quadraticum. Si h ipsius k est residuum, datur nu-

merus u ita comparatus, ut sit ,a- ^ i (mod.^). Primus k, quem formulae U
divisorem esse statuimus, eandem metietur, si /*- loco ipsius h substituerimus.

Formula 2 U, quae, ut comparatio primae et secundae aequationum (1) docet,

hoc quoque modo exhiberi potest:

2U= {x+YbY^{x^Yby,
substitutione modo indicata transibit in hanc (x-'r- fxY-\-{x— ,m)", quae manifesto

per k divisibilis esse non potest, nisi k aut utrumque aut neutrum ipsorum

,z;-|-,/t et X— ,« metiatur. Casum pi'iorem locum habere non posse hoc modo

demonstratur. Tum enim uterque numerorum:

seu uterque ipsorum x et ,« per k esset divisibilis et quoniam est h ^ /<- (mod. k\

k metiretur quoque ipsum h conti-a suppositionem, valores ipsi x ti'ibuendos ad

ipsum h esse primos.

Cum neuter ipsorum x+ ^, .i — ,« per k sit divisibilis,' assignari potest

niunerus y huic congruentiae satisfaciens:
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Quodsi iam in fonmila 2U loco ipslus x— u valorem secundum niod. /, con-

griuim y(x-\-ju) siibstituerinius, obtinebimus haue expressionem per /' divisibileni

(.r-|-M)"(^"-l-l), cuiiis lactorem y"-\-l igitiir primus k metiri debet. unde ope

theorematis II concluditur. k esse formae 2mqf-hl. Habenius itaqiie tlieoreiiia

:

„Omnes primi, quoriun residuum est b, formulaiu U, in qua ii = a est

potestas numeri 2, metientes continentui- in forma 2 ?««-+- 1."

Haec propositio etiam inversa valet et simili uiodo demonstrari potest.

Progredimur ad consideratiouem primorum, quonim non-residiuuu qua-

draticum est h et de quibus hoc theorema valet:

_Si primus, ciiius non-residunm est h, est formae 2m«— 1. formiilae U
erit divisor, et vice versa nullus primus, cuius non-residuum est h, formnlam

metitur. nisi in forma '2)ncc— 1 contineatur.

"

Demonstrationen! partis prioris liiiius theorematis, cum iis, quae siipra

exposuimus, satis sit simihs, lectori evolvendam rehnquimus. Posterioris autem

demonstrationem, quae nova artificia requirit, fusius explicabimus. Sit k primus,

cuius non-residuum est h, formulam U pro valore determinato ipsius x metiens,

demonstrandum est nobis, k esse formae 2jh«— 1, seu /i+l per 2« esse divi-

sibileni. Ponamus Ah-1 per 2« non esse divisibileni, et quid inde sequatur,

videamus. Si per ß summam potestatem numeri 2 ipsum k-[-l luetientem de-

signamus, —-— erit numerus impar et ^^ vel 2 vel potestas ipsius 2. Xuuieri

, -^^— io'itur divisorem communem non habent. unde sequitui-. nunieros

.
^ ^

. . . . .

integres positivus assignari posse ita comparatos, ut sit

:

f/—

;

r'' = ^'

P p

quae aequatio hoc quuque modo exliiberi potest: g(^k-\-l)— 2ha ^/i.

Supra vidimus, yV in aequatione M-hN']/!) = (.v-hVb)'"^'^ pro quovis valore

ipsius X per /.• esse divisibileni. Expressionem M-hNVh ad potestatem y ele-

vatam si i>ev M'+N'Yb designamus, N' per j\^ ideoque per k divisibilis erit,

M' autem per k non divisibileni esse sequitur ex eo, quod 31'+ N']/]) mani-

festo est potestas ipsius x-+-\b, (juam ob rem M' et N' divisorem coiuniuueui

imparem habere non possunt.

Habemus aequationem

:

(.v+yby = U-+- vyb,
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in qua. cam U per k sit divisibilis, formula V non erit, quippe quae ad t'or-

iiiulam U est prima. Ex aequatione praecedenti deducitur haec:

seil, quod est idem, si hrevitatis causa ponimus f7^+ iF- = P, 2UV = Q:

Cum k ipsum b non metiatur, et U ipsius k sit multiplum, V autem

non sit, concluditur, k ipsius Q esse divisorem, ipsius P autem non esse.

lam si jjonimus:

ut supra demonstrari poterit, Q' ipsius k fore multiplum. P' autem non fore. —
E comparatione aequationum:

G«-M/^^>(*+^) = AP-hN'yb, (.i'+|/6)-''« = P'4-Q' j/^, fj(k+l)—2h,i = ß,

deducitur haec:

quae, si hrevitatis causa ponimus (.i-+ V/>)'' = R-\-SYb, hoc quoque modo
exhiberi potest:

J\r+A'YU = (P''+-Q']/b)(R-hSYb).

Concluditur inde, multiphcando et partes rationales et coefficientes ipsius

yh separatim aequando, esse:

Äl' = P'R+bQ'S, N' = P'S~i-Q'R.

Cum Q' et N' ipsius k sint multipla, k autem expressionem P' non

metiatur, manifeste posterior aequationum praecedentium locum habere non

potest, nisi S per k sit divisibilis.

Habemus aequationes:

(x-h\/hy = u-v- vyb, (x+yöy = R+syb,
quarum comparatio hanc novam suppeditat:

u-h vyb = (R-hsyby,

ubi — est integer, quia -^ est vel 2 vel potestas ipsius 2. Sequitur ex aequa-

tione praecedenti, in qua exponens ~ est integer, V per iS esse divisibilem: et

cum k, ut supra vidimus, formulam S metiatur, concludendum est, k esse

divisorem formulae V, quod est contra ea, quae supra stabilivimus. Demon-

stravimus enira, formulas U et V divisorem communem imparem habere non

posse, unde sequitur, priinum /.. quem formulae U divisorem esse statuimus,

formulam V metiri non posse. Probatum est igitur, suppositionem, a qua pro-
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fecti sumus, constare non posse, sed ^'-t-l re vera per 2« esse divisibilem sea

k esse formae 2m et — 1.

Ecce quaedam exempla ad theoremata modo demonstrata referenda.

Sit « ^ 4, quo casii U mvemtur x*-h6hx''-\-b~, quae formula per nullum

prinmui, cuius residiium quadraticum est 6, erit divisibilis, nisi in forma 8m-|-l

contentum, et per nullum primum. cuius non-residuum est b, nisi in forma

8 m— 1 sit inclusus.

Ponamus h= — 3, qua suppositione f7 erit .r*— 18.r'--f-9. Constat autem

e doetrina de residuis quadraticis, primos, quorum residuum sit — 3, esse formae

^m-\-l, primos, quorum non-residuum — 3, esse formae 3m— 1. Quae si cum

praecedentibus comparaveris, invenies: „formidam x*— 18.r-i-9 per nullum pri-

mum esse divisibilem, nisi in altera formarum 24>/idzl contineatur, et vice

versa, quemvis primum etc."

Aliud exemplum praebebunt suppositiones « ^ 8, 6 = 5, quo casu valor

formulae U ent x^-i-14:0x^-hl7b0x^-\-Sr)00x--\-62b, cuius expressionis divisores

primi erunt formae 16mH-1 vel formae lG?n— 1, prout 5 eorum est residuum

vel non-residuum quadraticum. Quod si cum propositione nota: „primos, quorum

residuum sit 5, esse formae 5m±l, primos autem, quorum non-residuum sit 5,

esse formae 5m±2" rite iunxeris, prodibit hoc theorema:

„Primi formulam a;'-i- 140a;''+1750a'*4-3500x--i-625 metientes continen-

tur in formis 80wn-l, 47, 49, 63, et vice versa quivis primus in aliqua harum

formarum comprehensus formulae. erit divisor."
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KECHERCHES Süß LES DIMSEUES PREMIERS DUNE CLASSE
DE FORMULES DU ÜUATRIEME DEGRE.

1 " M e in ü i r e.

On trouve, dans les annonces litteraires de Gottingue (11 avril 1825),

Textrait d'im memoire d'analyse indeterminee que M. Gauss a prt%ente ;i la

Societe Eoyale des Sciences de cette ville. iiiais qui n'a pas encore ete im-

prime. Ce memoire est le premier d'iine saite de memoires que l'illustre auteur

des Disquisitiones arithneticae se propose de donner sur la theorie des residus

biquadratiques. et a pour objet de determiner les caracteres distinctif's des

nombres premiers diviseurs delaformule ;r*— 2. L'autem- y etablit deux theo-

remes extremement elegants qui peuvent servir a decider, si un nombre premier.

diviseiir de x'— 2. divise ou ne divise pas la formule precedente. Ayant eu

connaissance, dans le courant de l'annee qui vient de finir, de l'extrait cite

qui ne contient que les enonces des deux theoremes dont il vient d'etre question,

et de quelques propositions auxiliaires, j'eus le desir de demontrer de mon cote

les beaux theoremes decouverts par M. Gauss. Les recherches que je fis dans

cette vue me firent trouver une demonstration fondee sur des considerations

extremement simples et probablement tout-a-fait difFerente de celle de M. Gauss,

qui parait exiger des recherches preliminaires tres delicates et assez etendues.

J'appliquai ensuite des considerations analogues a d'autres questions et parti-

culierement a la recherche des proprietes qui distinguent les diviseurs premiers

de la formule ax'' -\-ßx--^Y: et je parvins ainsi ä un grand nombre de theo-

remes interessants. L'exposition rapide d'une }>artie des resultats auxquels ces

recherches m'ont conduit, est Fobjet du present memoire. Je commence par

poser quelques definitions et par enoncer quelques theoremes ti'es faciles ä

etablir et sur lesquels nous aurons a nous appuyer dans la suite.

(1. I. ejeuiie [»iriclilet' s Werke.
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I.

„Si l'on peilt attribuer ä rimleteriiiinee x Line valeur teile qiie x*— .4

ilevienne divisible par B, A sera dit rdsidu biqiiadratique par rapport ä B.~

11 est facile de voir qae. si iin nombre A est residu biquadratique par

rapport a uii nombre ß. ou en d"autres termes. si B est diviseiir de .r*

—

A.

cliaque facteur premier de B sera pareillement diviseur de x^— A, et reci-

proqiienient. que si cette condition a Heu par rapport ä tout facteur premier

du nombre B, B sera lui-meme diviseur de x*— ^-1. On peut donc se borner,

lorsqu"il s'agit d'assigner tous les nombres qui divisent la t'ormule x'—A, a ne

considerer que les nombres premiers.

II n'est pas moins evident (]ue. pour qu"un nombre divise la formule

X*— .4. il est necessaire que ce nombre soit diviseur de x-— ^4. II n'y a donc

a examiner que les nombres premiers diviseurs de cette derniere formule,

c"est-a-dire les nombres premiers par rappoi't auxquels .4 est residii quadratique.

On peut ajouter que, relativement k ceux de ces derniers qui sont de la forme

4«+ 3. la question ne presente aucime difficulte: car on s'assure par im rai-

sonnement tres simple que tont nombre premier 4» -1-3. diviseur de .r— .4, di-

vise aussi la formule .('

—

A.

Soit p un nombre premier 4/(-t-l. diviseur de ,r — A, A designant

Uli nomln-e positif ou negatif. non-divisible par j): on a, comme Ton sait,

A - ^ 1 (mod./>). On conelut de lä. .4 * :^e±1 (mod. jj) et l'on prouve fa-

cileinent cjue le signe superieur ou inferieur aura Heu, selon que /* divise ou ne

divise pas la formule .r'— .4. On peut donc enoncer ce theoreme:

_.4 designant un nombre residu quadratique par rapport au nombre

premier/; = 4;i-l-l, on aura .1
*

i. :- 1 ou .4 * ^^ — 1 (mod.^)). Dans le premier

cas, A sera residu biquadratique [lar rapport ä yv. dans le second. A sera non-

residn biquadratique par rapport ;i j>"

Si Ton appHque ce theoreme au cas oii ^4 ^ — 1, on trouvera que —

1

est residu biquadratique par rapport aux nombres premiers 8?4-<-], et au con-

traire non-residu relativement ;i ceux de la forme Hii-hb. Du theoreme pre-

cedent on deduit facilement cet autre, dans Tenoiice duqiiel on suppose, comme

dans tout ce qui suivra, que p soit un nombre premier 4;(-t-l, et que ,1 et A'

designent des nombres non-divisibles par p et qui sont Tun et l'autre des re-

sidus (|uadrati(|ues pai' ra|)port a j).
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„Si les nombres A et .4' sont tous les deiix des residus biquadratiqiies

ou tous les deux des non-residus biqiiadratiques par rapport ä p, le produit

AA' sera residii biquadratiqiie par rapport ä p; si, au contraire, Tun des nombres

A et A' est residu, Fautre non-residii biquadratiqiie relativement ä p, AA' sera

non-residu biquadratique par rapport ä pr'

Yai t'aisant A' ^ — 1. et en ayant egard a ce qui precede, on verra que,

si ]) est de la forme 8»-|-], A sera en meme temps que — .4 residu ou

non-residu Ijiquadratique, et qu'au contraire, si p est de la forme 8?n-5,

Tun des nombres ^4 et — A sera residu. l'autre non-residu lii(juadratique ]iar

rapport ;i ]>.

2.

Apres avoir etabli ees preliminaires, nous allons nous occuper de la re-

cherche des caracteres qui distinguent les diviseurs premiers de la formule x*— 2.

On sait que les diviseurs premiers de x-— 2 sont de l'une de ces deux formes:

8«+ l, Sn-i-7, et que reciproquement tont nombre premier de Tune de ces

forjnes divise la formule .r— 2. Dapres ce que nous avons dit dans le para-

graphe precedent. nous n"avons pas besoin d'avoir egard ä la derniere de ces

deux formes, et il suftira de considerer les nombres premiers 8?*+ !. Soit p
un nombre premier de cette espece, et posons, comme il est permis de le faire,

j) = t'--h'2i(', oü i( sera pair, t impair. Faisons ii = 2'' kk' k"..., 2'' etant la

puissance la plus elevee de 2 qui divise u, et k, k' , k", . . . designant des

nombres premiers impairs, dont plusieurs peuvent etre egaux entre eux.

L'equation t'--\-2u-=p donne immediatement t' ^^ p (moA.k). Le nombre j)

est donc residu quadratique par rapport h k. ce (jue nous eerirons ainsi:

l-^l ^ 1, en adoptant la notation employee par M. LeC4ENDRE. On se rappelle

Cjue, si c designe un nombi'e premier et M un nombre quelconque, non divi-

sible par c. cet illustre geometre se sert du signe ( ~ I, pour designer le reste

que Ton obtient, en divisant par c la puissance M '
, reste que Ton sait etre

egal ä 1 ou — 1, selon que iW est ou n'est pas residu quadratique par rapport

a c. En applic-[uant ä la relation (-^~|= 1, le theoreme connu sous le nom

de loi de reciprocite (theoreina fundamentule de M. Gauss), on aura, y; etant
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de la foniie 4»+ l. I — ) = 1- ^" trouve de la meine inaniere:

D'iin aiitre cöte. comnie j) est de la forme 8«+ l. on a aussi l^j ^ 1. et par

consequent (-^)^ 1- Midtipliant cette derniere relation par toutes les pre^

cedentes. il viendra:

(^^) = (7)--

Considerons maintenant les tacteiirs simples du nombre impair /, qiie »ous par-

tagei'ons en deux classes. La premiere classe comprendra les diviseurs premiers

de l'une de ces deux ibrmes: 8«+ l, 8 «-+-7, et les nombres qui en fönt partie

seront designes par g, rj', g", . . .: la seconde classe se composei'a de nombres

/(. /(', /(", .... contenus dans ces deux formes: 8;(+ 3, 8«-|-5. On a d'abord:

f = <J<j''j"...Xhh'h"...,

et Ton conclui-a ensnite de requation jj = t'--\-'2u-:

(f)-. (f)-- m-^- -

m=>. m-- m-^' -
D'un autre cote. on a en vertu de theoremes connus:

(!) = -•• (r) = -'- (7-) = -'- -"«•
,

Si Ton compare maintenant ces relations aux precedentes. on trouvera:

[",)—'' (i^)=-'- (^)—' -
L"application de la loi de reciprocite a ces dernieres relations donnera celles-ci:

(f)
= >. (;)-'. (f) = '.

(;)-' (f)-'. (';:)-'

etc.

etc.
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d'oü il suit, en miiltipliant:

( gg',r...y<hh'h".:. \ ^ f^\ _ ^^^

oii il faiidra prendre le signe saperieur ou inferieur, selon que les nombres h,

h', h", . . . sont en noinbre pair ou impair. Or, il est facile de voir, par

requation t = <j(/'<j"...y<hh'h"..., que le premier cas aura lieu, lorsque t est de

Fune de ces formes: 8«-i-l, 8«-+- 7, le second, lorsque < est contenu dans l'une

de celles-ci: 8«-+- 3, 8m-+-5. On a donc:

(—1^1, lorsque t = Sn-+-1 ou 8?i+7,

1, lorsque t = S?j-4-3 ou 8«+5.
(i)P

Reprenons Fequation t--\-2i(/ ^ p et mettons-la sous la forme d'une congruence:

t' ^ — 2ir (mod.p).

En elevant les deux membres ä la puissanee -—^— , on aura (^^^-r— etantpairj:

t
' ^2 ?{

"'

(mod./>),

ou, ce qui revient au meme, ayant prouve que ( — 1 = 1:

t ' ^ 2
"*

(mod.p).

On voit donc que ±2 (on peut mettre le doul)le signe attendu que p = 8»h-1)

est ou n'est pas residu biquadratique par rapport h p, selon que Ton a I — 1=1

ou (

J
= — 1. En comparunt ee resultat a ce qui precede, on aura ce theoreme:

^p designant un nonibre ^Jremier 8 h+ 1 , si l'on fait p = t'-\-'2 iir, je dis

que ±2 sera ou ne sera pas residu biquadratique par rapport a p, selon que

t est de l'une de ces formes: 8;t+ l, 8;; -+-7 ou de l'une de celles-ci: 8n+ 3,

8«+ 5."

C'est le premier des deux theoremes de M. Gauss, dont il a ete question

dans le preambule de ce memoire. Le second de ces theoremes est relatif a

la ddcomposition du nombre jj en deux carres, et peut etre facilement deduit

de celui qui vient d'etre etabli.

Faisons p = (p'-\-ip' (oü ip est suppose divisible par 4) et egalons cette

valeur de p h celle que nous venons de considerer.
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Xous aurons ainsi:

p = t--\--2ir = q--hip',

et en transposant:

Comnie
(f

est impair. le plus grand diviseur commun de y et ?f sera

impair: designons-le par m et faisons
(f
= vig)', u = mu'. La Substitution de

ces valeurs dans requation precedeiite la t-hangera en celle-ci:

On voit que le nonibi-e impair t-^ </' est compose de deux facteurs E et A,

dont le premier divise vr, le second (f''-—2u''-, et quil en est de meme de

t—if) dont nous designerons les facteurs par F et L. L pouvant etre negatif.

Nous avons donc les equations:

f-\-ip = EK, f— ii)
= FL,

)>i- = EF, y'-

—

'2u'-^=KL.

II est facile de s"assurer que les nonibres E et F sont preuiiers entre eux. En

effet, soit d un diviseur premier <le E, et supposons que f)' divise en meme

temps F. Le nombre d' serait diviseur commun de f-\-ipet t—ij.i, et diviserait

par consequent le nombre t, qui est la demi-somme des precedents. D'un autre

cote. de ce que d' est diviseur premier de E, il suit successivement, en ayant

eo-ard aux equations EF = iir. u = lux', (jue »;'". m et u sont multiples de d'.

Les nombres t et u auraient donc le diviseur commun d\ et p ^ f- -h'2i(- ne

serait pas un nombre premier.

Le produit des nombres E et F, qui sont premiers entre eux, etant un

can-e, chacun d'eux est aussi un carre. Faisons E = e-, et nous aurons

f-\-ip = e-K. Le carre impair e'^ est de la forme 8»+ !, et K, comme diviseur

impair de ^''-\-2ii'- (oü y' et u' sont premiers entre eux), de l'une de celles-ci:

8/i-f-l. 8?i-l-7. Le nombre (-hip sera donc lui-meme de l'une des formes

8/i-t-l, 8;?-f-7. Le nombre i/' que nous savons etre divisible par 4, sera de

la forme 8« ou de celle-ci: 8»-h4. II suit. de ee qui precede. que, dans le

premier cas, < sera de l'une de ces deux formes: 8m-h1, 8)i-h7, dans le second

de l'une de celles-ci: 8«.-i-3. 8n+ 5. En comparant ce resultat au theoreme

precedent, on aura cet auti-e tlieoremi-:

-p designant mi nombre premier 8?j-f-l, et ayant fait p =^
(f-

-h ifr (ou

ifj est suppose divisible par 4). ±2 sera ou ne sera pas residu biquadratique

par rapport a p, Selon que i/' est de la forme 8// ou de celle-ci: 8« -1-4."
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11 y a UM ti'oisieme theoreme propre a deeider si ±2 est ou n'est pas

residu liiquadi-atique relativemeiit ;i im nombre premier p = 8«+ l, et qui peut

s"enoncer comme il suit:

„Ayant fait d'une maniere quelconqiie jj = <- — 2?r, ±2 sera ou ne sera

pas residu biquadratique par rapport a p, selon qua t est de l'une des foraies

8;i+ l. 8h-i-3. ou de Fune de celles-ei: 8?i+ 5, S/i-t-?."

Nous ne nous arreterons pas a demontrer ce theoreine que Ton peut

etablii- d'une maniere directe et par des considerations analogues a celles sur

lesquelles est fondee la deinonstration du premier des deux tlieoreraes precedents.

On peut aussi le deduire de chacun des precedents ä-peu-pres comme on vient

de passer du premier au second.

3.

Nous allons maintenant passer ä des considerations plus generales. Soit

h un nombre premier 4» -1-3. p un nombre premier 4« -1-1 susceptible d'etre

mis sous la forme t'-
— hu\ et proposons-nous de deeider si — h est ou n'est

pas residu biquadratique par rapport a p. II est facile de voir que, si j) peut

etre mis sous la forme t-— bir, on peut toujours le faii-e de maniere que u

soit pair. et par consequent t impair*). Faisons donc p ^ t'— bir, et posons

11 = 2'' kk'k"..., k, k', k", ... etant les facteurs impairs simples de u. On

conclut immediatement de l'equation precedente:

(i) = >. (/•-) = '• (-i^) = '-
-•

L'application de la loi de reciprocite donne ensuite, p etant de la forme 4 « -h 1

:

(I)-. c:-)-- (^)-' -
Maltipliant ces relations entre elles et avec la relation identique (-—) = (— )»

*) Pour proiiver que cela est toujoui's possible, nous allous faire voir C|ue, si Ton a i-— bu' = p,

t etant pair, il est facile de deduire des \aleurs de t et de u, d'autres nombres t' (impair) et u' qui satis-

fassent egalement a l'equation t'-— bu'- = ;). Soient r et s les moindres nombres tels que r-— 4«^ = 1, je dis

quer sera pair. En effet, on sait que, si 6 designe un nombre premier 4n + 3, l'equation n''— ia- = +2 est

toujours possible, et que, o et «r etant supposes les plus petits nombres qui y satisfassent, on a 7- = 6o-'+l,

,« = H(j {Theorie des Nombres, no. 44. 45). II suit de IJi et de ce que les nombres p et a sont evidemment

impairs Tun et l'autre, que r est vin nombre pair. Cela pose, si Ton multiplie entre elles les equations

r-

—

hs-^l, i- —bu-=p. il viendra (rl-±bsu)-— b(j-u + sty- ^ p, et l'on verra facilement que rt+ bsu

est un nombre impair.
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011 aura ce resultat:

(7)-(f)-
Decomposons actuellement le nombre impair f en ses facteurs simples et parta-

geons ces facteurs eu deux classes. Ceux de la pvemiere classe seront designes

pai" q, g', g", .... et sont tels que:

« '

(t-)-' (i^)-- {^h- -
Quant ä ceux qui forment la seconde classe et que nous designerons par /;,

h' , h". ..., ils sont tels que:

(« (^)— (^)— (-7^) -7'- -
Le produit de toas ces nombres est egal h f, c'est-k-dire que:

t = {/</'[/". ..Xhh'h"... .

L'inspection de requation t'-—bn- = p donne ces resultats:

{-^h- (5-'^-)-- (^''^)-' -

i^h': (^)-- (^;'0-- -
La comparaison de ces relations avec les precedentes donnera ensuite:

(f)-'- (f)-'- (f)-'-
""

a)=-'. (f)--'- (i^O---'
-

Appliquant maintenant la loi de i-eci[)rocite. il viendra:

(;-)-^ (1^)-. (f)-^
(A)._. (^;)._,. (^-)._,,

Multipliant ces relations entre elles, oii aura:

le signe superieur ou inlerieur ayant iieu, selon que les noud)res /;, /(', li". ...

sont en nombre pair ou impair. D'un autre cote. si Ton applique la loi de

reciprocite aux relations (/?) et (ß'). il viendra, h etant de la fonue 4»-f-3:

etc.

etc.
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esalites qui. etant niultipliees entre elles. donneront celle-ei:

oü n taut prondre le signe siiperieur oii iiiterleur. seK>ii que les nonibres h,

h\ li", . . . sont en nombre pair ou inipair.

La comparaison de ce resultat avec celui que iious avons obtemi, il n'y

a qifiiii instant, fait voir qu'on a toiijoiu's:

(|) = (^)

Reprenons maintenant requation p ^ f-— />?/'', et mettons-la sous la forme d'une

coiigruence

:

t' ^ bti' (mod.;)).

p \
On tire de la. en elevant les denx uienibres a la puissance ^~—

:

' 4

t ' ^ b u ' (niod.p).

La formale («). qui est eelle-ci: ( — ) = (
— ]• 2* designant la p)uissance la plus

elevee qui divise n, peut etre presentee d'une autre maniere. II faut pour cela

distinguer deux cas. selon que /; est de la forme 8»+ l ou de celle-ci: 8«-f-5.

Si p est un nomlire premier 8»-l-l. on a, comme on sait. ( — 1=1. et par

consequent ( --
)
= ' : 1'' formule dont il s'agit se change donc dans ce cas en

celle-ci: 1 1 ^ L Si p est un nombre premier S»-|-5, le nombre v est = 1;

car si v etait plus gTand que l'unite, ir serait divisible par 8. et p ^ t'— hw^

serait de la forme 8»-t-L Comme d'ailleurs dans ce cas ( — 1^ — 1, la for-

mule («) se changera en celle-ci: 1 — 1 = — 1. Les deux cas que nous venons

\ = (— 1)
*

,
qui equivaut k cette

p-i P-'

congruence: ti '^ ^^ (— 1)
* (niod.yj). En substituant la valeur qu'elle donne

(i. I. ejeuiie Diriclilet's Werke. 10
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p-i

pour u - flan? la coiiffruence obteMue plus haut, on aura

:

t
- = (—6) * (mod./j).

res^ultat qui montre que — h sera ou ne sera pas residu biqua<lratique par

raj^port ;i />. Selon que t est ou nest pas residu quadratique par rapport ä /).

Si Ton compare maintenant ce resultat avec celui qui est contenu dans la t'm--

inule (;'), on arrivera au theoreme que nous allons enoncer:

„Designons par h un nonibre premier 4»-t-;i. et par jj un nonibre

preniier 4n+ l, susceptible d"etre niis sous la forme tr— h\i-. Ayant fait

p = t-— hii- (oü t est suppose irapair), je dis que — h sera ou ne sera pas

residu liiciuadratique par rapport ä p. Selon cjue / est ou nest pas residu qua-

dratiijue }jar rapport ä Jir

4.

Xous allons maintenant deduire de ce theoreme un autre. au moyen

(hujuel on peut decider plus promptement encore, si — b est ou n"est pas re-

sidu biquadratique par rapport ä /;. Conservons les notations preeedentes et

faisons p = (f^-+-ip' (oü ip est suppose pair). En egalant cette valeur de p

a Celle que nous avons consideree precedemment. on aura:

/) = t^— bir = <fi-+\p-,

et en transposant:

f— ip- = (t-h xp){t—ip) = (f--\-hir.

11 y a maintenant deux cas ä distinguer, selon que y est ou iTest pas divi-

sible par />. Nous eommencons par Texamen du dernier de ces deux cas. Seit

VI le plus grand connnun dlviseur ile
(f

et n qui sera impair (y etant impair)

et 7ion-divisible par h. et posons (f^m(f', ii = mii'. La Substitution de ces

valeurs dans la derniere equation, la changera en celle-ci:

(^+1/0('—I/O = mX<p''-hl>u'').

11 est evident, par cette equation, que t-htp est compose de deux facteurs E
et K dont le premier divise vv, le second (f''--\-hn"-, et qu'il en est de meme
de t— ip. Designant les facteui-s de ce dernier nombre par /•' et L. nous

aiu'ons ces equations:

/+(/'= ^-''^^! f—ipz= FI.,

nv = EF, (f'"-\-bn'- = KL.
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11 est tres facile de s'assurer que les nombres E et F sont preiniers entre eux.

En effet, soit <)' im facteur simple quelconque de E (qui sera necessairement

impair, E etant lui meme impair) et supposons que d divise aussi F. L'iii-

spection des equations precedentes tait voir que d serait. dans cette supposition,

diviseur commun de /+ )/' ^"^ '— VS *?t diviserait par cousequent le nomltre /,

qui est la demi-somme des precedents. Mais on voit d"un autre cote que «)',

eomme diviseur premier de E, divise m'-, et par cousequent m et u (ji etaut

= mn'). Les nombres t et v auraient douc. dans cette supposition, le facteur

comnuui «)'. ce qui est absurde, p ^ f' — /j"' etant un nombre premier. II est

donc [»rouve que E et F ne sauraient avoir de diviseur commun, et conmie le

produit de ces nomlires est un carre. chacun d'eux est pareillement un carre.

On a donc:

<.^uant aux nombres A' et L, ils sont de meme tels qu'on ait: •

En etlet. on voit par la derniere equation (p. 74) que ces nombres divisent I'un et

l"autre la formule (f''--\-hu"- (oü
(f'

et hu' sont premiers entre eux) et Ton

sait par un theoreme connu qui se deduit facilement de la loi de reciprocite

(Theorie des Nombres, no. 1!)7) que tout diviseur impair R d'une pareille for-

mule est tel que 1 , )
^ 1- Multipliant la premiere des dernieres relations

par la troisienie. la seconde par la quatrieme. il viendi-a:

ou, ce qui est la meme chose:

En exaniinant dime nianiere semblable le cas de
(f

divisible par b, on trouvera

que, dans ce cas, Tun des nombres t-\-tf' et t— i/' est divisible par /», et que

l'autre est, comme dans le cas dont nous venons de nous occuper, residu qua-

dratique par rapport ;i b, de Sorte qu'en designant par t±ip celui de ces

nombres qui est divisible par b, on a:

(<5') fzht/' = (mod.6), (^^^) = 1-

10*
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11 resulte du theoreme enonce ä la Jiii du paragrai)he precedent qiie. poiir de-

cider si — 6 est ou n'est pas residu blqiiadratiijue par rapport h j), tont se

rediiit ä la qiiestion de savoir si t est ou n'est pas residu quadratique par

rapport ä h. Nous pouvons maintenant faire voir, au moyen des resultats que

nous venons (robtenir. que eette derniere ([uestioii peut etre decidee saus con-

iiaitre t. c"est-a-dire sans qu"il soit necessaire de mettre jj sous la forme t'-—hir.

Supposoiis d'abord tf non - divisible par h. Les relations (ß), qui ont Heu

dans ce cas, peuvent etre presentees de eette nianiere. en observant que h est

un nombre premier 4«-f-3:

(-T) = '- (*?')--'

Oll tire iniiuediatenient de requatiun ji ^ t'-^ bir: t'- ^ p (mod.A). resultat qui

fait voir qu'en resolvant la congrueuce /- '^^- p (inod./>). et designant par / Fune

de ses raciiies prise au liasard. <iii ain-a t ^^ /. ou t^ — / (mod.6). Dans le

premier cas. on a:

(;)-(f). er)-'-

car il est (»videiit (jue les expressioiis
(

|
et (

^
)

ue changent jias en

mettant ä la place de f im autre nombre / qui ue ditfere de / que par un

multiple de h. En nudtipliant les <]eriiieres relations entre elles. il vicndra:

Considerous maintenant l'autre cas rlans lequel t _=^ — ^ (ir>od./>). On aura alors:

la derniere de ces relations resnltant de la formule
(

' ,- )^ — 1- ^i 1"'^" '"*'fr

a la place de —t le nombre / qui n'en ditfere ([ue yAV im multiple de h. Hn

multipliant les relations precedentes eiitre elles. on tronvera, comnic ]i]ii^ baut:

(t) - (-'-^"^r^)-

Nous sommes donc arrives ä ee resultat remarfiuable : Si
(f

n'est pas divisible

par- />, on ponrra decider tres sinqilemeiit si lern a:

(() = • •" (;)--
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II siit'tira de cherclier im iioinhiT (|ui satisfasse k la oongnience /-' he /) (inorlJv):

ayiiiit ti'oiivc iin pan-il iioiiilii-c /, oii aiira toujoiirs:

Veiions niainteiKuit au cas oii tf est divisible par h. Les relatious (<)")

ijui out lieii alors. sunt:

/± (/» = (mo(i.6), (
' 7

'^'

) = 1.

Oll peilt daiis la deniiere de res relations ajoiiter a /q=i/' mi multiple quelcon([Ue

de li. Si Ton y ajoute le iKHiilire /rti/» qui. eii vertu de la- preniiere. est divi-

sible par J>. il vieiidni I
"

| = 1, ivsiiltat qui eiitraine cet autre: ( 1 ^ I
^

j
•

Ell combinant ee n'-siiltat avec im theoreiue eonnii, oii verra ([iie. dans

le cas de
(f

divisible par h. oii a (
j
^ I ou (-1 = —1. seloii que / est de

la forme ^)i-\-l ou de celle-ci: S;/-f-.3.

En comparant ee qui vieut d"etre jiroiive au tlieoreiiie etabü ;i la (in

du deniier paragraphe, oii verra ()u"oii peiit deeider, iiidependaniment de la

coiinaissance du iionibre f, si — h est ou ii"est pas residu biquadratique [)ar

rapport ;i ]>. Le resultat auquel oii parvient ainsi ne contenant plus aucune

traee du uombre f. on est porte ä croire qu'il ne suppose pas la ]jüssibilite de

riMjuation f'— hir ^ p. (Tofi le iiombre f tire son origine. et ([iTil est genera-

leuieiit vrai poiir toutes les valeurs ile h et p. telles que I I = 1. C'est eu

ert'et ee qui a lieu, comme on peut le prouver, en exaininant, au lieu <le FiMpia-

tion f-— /)ir ^ j). reqiiation plus generale t'-±Mir = p, oü ü/ designe le pni-

duit d"un nombre queleon(|ue de nonibres premiers difterents. et eu coinldnaiit

eiisuite les resultats de eet exanien avec le theoreine suivant, de la verite du-

quel on ne saurait douter. inais dont la deinonstration rigoureuse ne laisse pas

([ue de presenter des diflicultes:

.,c designant uii nombre premier quelcoiujue et p im iioiiil)re preniier

4/^-t-l, tel que ( 1 = 1 . on pourra toujours deterininer un nombre <)', com-

pose de facteurs simjiles tous nioindres que c et tel que 1 ('(juation t'-±c()'u'' = p,

soit resoluble."

Quoi quil en soit. on peut reinarquer <|ue le tlieoreme (pie iious alloiis

enoncer est rigoureuseinent proiive. par ee qui precede, pour toutes les valeurs
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de h. telles que la foninile t'-
— Jiir ivait que le seul rliviseur quadratiqiie

+(^-'— irr). Ell jetant les yeux siir la pi-eniiere des tables ajoiitees ä la Theorie

des Kombres; oii voit que tous les iiombres premiers 4//-I-3. moindres (|ue lol!

(limite de la table) se troiivent daiis ce cas, en exceptant le senl nombre 79.

II serait faeile. eii snivant la iiiarche que nous venous d"indiquer. de jirouver

la \erite du theoreine pour cette valeiu' ou poiir toute autre valeur particiiliere

de //, qiiel que soit j): mais pour Tetablir dans toute sa generalite, il taut d'abord

jinniver. comnie nous Tavons deja dit. qu'on peut toujours satistaire ä la con-

dition que nous avons enoncee. il n"y a (ju'im instant.

Theoreme I.

_i designant un nonibre preuiier 4/(-Ho, et /> un nonibre preniier 4« -i-I

tel que I— 1^ 1. si Ton t'ait j) = y^'-'n- i/r (oü ip est suppose pair) on aura

cette regle pour deeider si — li est ou n"est pas residu biquadratique par

ra]»port ii p: Si
(f

est di\isilile par Ij, — b sera ou ne sera pas residu liiqua-

dratique. selon que b est de la forme 8?i-4-7 ou de celle-ci: 8»-|-o. Si y~

nest pas divisible par b, on cherehera un nombre / tel qu'on ait /' ^ j) (mod.b).

Cela pose. — b sera ou ne sera pas residu biquadratique par rapport :i ^^ selon

a(^^^^''"^)=l ou [''^^^'^)=-~^.'

I-Ji faisant successivenient b = 8, b ^ 7 etc.. on obtiendra les theoremes

particuliers suivauts (pii sont analogues au second des theoremes de M. Gauss

et que Ton doit regarder comme rigoureusement prouves par les oonsiderations

(|Uc nous avons exposees dans ce paragraphe et dans le precedent.

..// designant un nombre premier 12/; -(-1, si Ton tait /) ^ y^'"
-f- 1/'' (oü

)/' est suppose paii") l'un des nombres y et </' sera necessairement divisible j)ar 8.

Cela pose, je dis que — 8 sera ou ne sera pas residu lii(|uadratii|ue par rap])ort

il ]), selon que c'est i/' on
<f

qui est divisible par 8."

_;> designant un nomlii-e premier de Tune de cesformes: 28»-)-l, 28»-)-9,

28;/ H- 2"). si Ton t'ait /; ^ y- 4- i^r, je dis (jue — 7 sera residu biquadratique

jiar rapport ä //, si l'un des nombres
(f

et (/' est divisilile par 7, et que —

7

sera non-i-esidu l)i(|ua(h"iti(jne p;n' rapport ä ji. si ni liin ni Tantre de ces

nombres n'est divisible par 7."

etc.
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5.

Designons \nn- c un noinbre premier 4;?+ l. et par ja un noiubre pre-

inier eiialement 4» + 1 . et de plus siisceptible d"etre mis sous la forme t'-— dir.

Noiis pouvons donc faire y ^ f'— oir od le nombre t, comme il est facile de

le voir. est necessairement impair. On trouvera, comme dans le paragraphe o.

que. si l'oii designe par 2' la puissance la plus elevee de 2 qui divise n . on

a I — 1 = 1^1, relation (jue Ton changera eusuite. eounne a l'endroit cite.

en celle-ci: (-'-] = (- 1)'^.

Decomposons aetuellement le uombre impair t en ses factem-s simples,

en posant t = gf/i/" . . . X h/i'h" . . .. oü les nombres premiers f/, (J . <j" . etc.,

/(. /('. /i". etc. sollt tels cpie:

l(^") = ->. (-77-) = -'. (^) = ->. "«

L"equation /-'

—

an'- = j) donne immediatement:

(^)., (^)^, (^^*).,, ,,.

(^) = '- (--,"'-) = (^r^-) = >. -
Coinparant ces relations aiix precedentes il viendra:

(;)=' (#)- (^)=>- -

(f)=-'- (-f)— • (f)=->- »'«

L application de la loi de reciprocite donnera ensuite. /) etant de la foi-me 4«-i-l

:

doli Ion coriclut en niultipliant:

l g!/'f/"...y<hh'h"... \ _ [t\ ^ _^ j^

le signe superieur ou inferieur ayant lieu selon que les nombres premiers h,
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h' . h". . . . sollt en noiubiv pair uii iiii[)air. Oii peut enonci-r re ivsultat il uik-

maniere im peu difteivute. vn disaut qui.' I yj est egal an produit des secoiids

meinbres des relations (*).

On peilt, dans les relatioiis (t),^ chaiiger partout —a en o. pourvu

qu"eii ineme tenips on change le signe des seconds membres de Celles de ces

relations oü il se trouve un nombre preniier (/. </'. g" /i . h'. h" . ...

de la forme 4» -4- 3. On aiira ainsi:

Kr)--- (;)-- G:^)=-- -
En comparant le second membre de chaciine de ces relations avec

le second niembre de la relation correspondante du tableau (*). on trouvera

antant de changeinents de signe qu'il y a de nonibres jn-emiers 4 // -+- 3 pai-ini

les nombres y, cf . (j\ . . . , h, h\ h"

Le nombre des changements sera donc pair, lorsque parnii les nombres

(j. (J.
(]" //. //'. //'. ... il s'en trouve un nombre pair de la tonne 4// + 3.

Dans cc cas (pii aura lieii tontes les fois que t = f/f/g" . ..y<hh'h" .. . est de

la t'ornie 4«-f-l. le produit des seconds membres des relations (.iT) sera donc

le nieme que le [»rodnit des seconds membres des relations (t).

D"im autre (;ote. on peut. en vertu de la loi de reciprocite, renverser

les Premiers membres des relations (t), sans qu'il soit necessaire de changer

le signe d'aucun des seconds membres de ces relations. Le produit de toutes

les expressions renversees, c'est-ii-dire t ^ImJL^^-j—
j
ou 1 ),. est donc

egal au produit des seconds incmljres des relations (^) et par consequent

aussi . d"apres ce qu'on a vu precedennnent . egal au produit des seconds

membres des relations (s). ()r. ayaut |)rouve plus haut que ce dernier pro-

duit est egal k (

J,
on a:

(;)=(-;-)

Ce resultat est relatit' au cas oü / est de la forme 4 »4-1; si Ton exa-

mine d'unc maniere scmblable le cas de / = 4»-)-o. on trouvera qiion a alors:
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Ces deux cas soiit conipris daiis la furmule suivante a laquelle nous

reiuiissons un resultat obtenii plus haut:

(0 (i)-(-')-(f)- (7)-(-^-
Lequation t''

— air ^= p donne successivement:
p— 1 p— i p—

1

f- ^ au'-, f - ^ a * u - (mod. ]>),

d'oii l'on voit qiie a sera oii ne sera pas residii biquadratique rtdath'ement ü

p, Selon que Ton a
|— 1 = |^| ou (^

)
= ~(~)" Eii mettaut a la place de

( — ) et ( -1 les vaknirs donnees par les expressions (j;). on poiirra remplacer

les conditions precedentes par Celles qui siiivent:

a sera ou ne sera pas residu biquadratique p)ai' rapport :i p, selou

que Ton a:

resultat que nous ne nous ari'eterons pas ä demontrer.

Posons maintenant p = <f'--\-
ifr (oü </' est suppose pair) et egalons cette

valtur de p k celle que nous avons consideree precedemment. Nous aurons

ainsi j) = /-

—

(nr = (f--\-ip' d'oü Ton conclut en transposant:

11 y a maintenant deux cas h distinguer, selon que
(f

est ou n'est pas

divisible par a. Connnen^-ons par celui oü <p n'est pjas divisible par a. Soit

m le plus grand connnun diviseur de
(f

et de v. qui sera necessairement ini-

pair et non divisible par a, et faisons (f^^vKf'. ii = mu. valeurs dont la Sub-

stitution dans Tequation obtenue plus haut la change en celle-oi:

Cette equation fait voir que f-i-i/' est compose de deux facteurs dont Fun di-

vise VI-, Tautre <f'''-\-(iv'-. et qu'il en est de meme de t— i/'. Si nous designons

les facteurs de t-\-\j.' par E et Ä' et ceux de t— (/> par F et L, nous aurons:

t-\-ip^= EK. t—ifi = FL.
• m'' = EF, (f'"-\-au'- = KL.

On s'assurera, couinie dans le paragraphe 4, que les nonibres E et F sont

premiei'S entre eux. II suit de lä et de Tequation m' = EF que chacun de

ces nonibres est un carre. de sorte que:

Gf)-- (-?)="

G. Lejewue Diiichlet's Werke. 11
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La difFerence des nonibres iinpairs t-hij.' et t— tp etant 2tf' et par con-

sequent divisible par 4. on voit que ces deiix nonibres sont on Tnii et rautre

de la forme 4/i+ l. on Tun et l'antre de la forme 4 mH- 3. Comme, d'nn antre

cöte, les nonibres is et F sont l'nn et l'antre de la forme 4»-i-l (ces nonibres

etant des carres impairs), il snit des equations t-\-ip ^ EK, t— t/' = FL, que

les norabres K et L sont on l'nn et Tantre de la forme 4?i-|-l ou Tnn et l'antre

de la forme 4;* 4- 3 et que le premier ou le second de ces cas a Heu, selon

que les nombres ?-t-i/' et /— i/' sont Tun et Tautre de la forme 4«-f-l, ou Fun

et Tautre de la forme 4«-t-3. Distinguons maintenant deux cas, selon que p

est de la forme 8?i-hl ou de celle-ci: 8«-f-5. On voit. par requation

p- = (f--\-y.r, que, dan.s le premier cas, ip est divisible par 4. d"ou il suit que

t-\-yj et t— xp sont alors Tun et l'autre de la forme 4;i-t-l ou Tun et l'autre

de la forme 4n-|-3. selon que t est de la forme 4?i-t-l, ou de celle-ci: 4n+ 3.

Le contraire a Heu dans le cas de ^) = 8rt+ 5 et les resultats relatifs ä ces

deux cas peuvent etre compris dans cet ent)nce:

Les nombres t-h^' et t— i/', et par consequent aussi les nombres K et

L, sont Tun et Tautre de la forme 4«-|-l ou de celle-ci: 4u+ 3, selon que

(— 1) * - est egal ä 1 ou ä — 1.

II resulte de Tequation ^''-han'- = KL que les nombi'es K et L sont

diviseurs de la formnie (f'--\-au"- (oü (p' et au sont premiers entre eux et oü

a designe un nombre premier 4« -1-1). Or, on sait que, si R designe un di-

viseur impair d"une teile formule, on a:

selon que R est de la forme 4/i-i-l ou de la forme 4u-|-3. (Theorie des

Nombres, no. 196.)

AiJpli(|uant ce theoreme aux nombres K et L, il viendra:

d'oii Ton coiicliu-a ensuite, eu multipliant par les expressions (- )^ 1; I—)^ !>

trouvees plus haut:

ou, ce qui revient au nieme, a etant un nombre premier 4«+ l:
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Si l'on compare ce qui vient (fetre prouve au resiiltat (ff), obtenu plus haut,

on verra que a est ou n'est pas residu biquadratique relativement a 2), selon

que Fon a:

ou:

L'equation p =r f^— air fait voir que, si Ton designe par / l'une quelconqiie

des deux racines de la congTuence •/' ^ p (mod. a'), on a t^/ ou t ^^ —

/

(med. r/). II suit de lä, a etant de la forme 4h+ 1, ( — 1 = l-^|. D'un autre

cote, comnie en vertu de ce qui precede [~ 1 = {— 1, on voit qu'on

a toujoui's:

On conclut de lä, en ayant egard ä ce qui a ete dit il n'y a qu'un instant,

que le nombre a sera residu biquadratique par rapport ä p, lorsqu'ou a

1-^^—^1 =
( )

on. ce qui est la nieme chose, lorsque {-^^^ i-i = 1. et que

(t sera non-residu Itiquadratique relativement k p, lorsqu'on a I 1 = —
( ).

ou, ce qui revient au nieme. lorsque l-^-' — 1= — 1.

Ce resultat est relatif au cas oii
<f

n'est pas divisible par a. ßeste ä

examiner le cas de (p divisible par a. En traitant ce cas d'une nianiere sem-

blable. on trouve que. lorsqu"il a lieu. Tun des nombres /+»/'? '— V (nous le

designerons par ^±V') P*^t divisible par a et que, comme dans le premier cas,

Tautre tz^xj.' est tel que:

(^) (-1) ' ' .

ou, ce qui revient au meme. en ajoutant a /-+-)/' le nombre t±ifi. multiple de o:

En comparant ceci a ce qui a ete prouve plus haut (ö). on trouvera

que. dans le cas de (p divisible par a. a est ou 'n'est pas residu biquadratique

relativement ä |), selon que Ton a (^^1=1, ou (—
-) = — 1. ou, ce qui est la

11*
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meine chose. d'apres an theoreme connu. selon que a est de la forme S«-f-l

ou fle la forme 8» 4-5.

II en est des resiütats que nous venons d'obtenir comme de eeux que

nous avons etablis dans le paragraphe 4; ils ont encore Heu quand meme p

ne pourrait etre rais sous la forme t'—air, et supposent nniquement que les

nombres premiers a = 4u+ l. et p = 4/i-|-l, soient tels que (-^1 = ^- i^our

les demontrer dans cette extension. il suffira de suivre la marclie qui a ete

indlquee vers la fin du paragraphe 4, et de s'appuyer sur la pi'oposition auxi-

liaire. dont il y est question et a Fenonce de laquelle on a donne la generalite

necessaire pour qu"elle puisse servir de base. en meme temps. a la demonstra-

tion du theoreme general a la rin du paragraphe 4 et k celle du theoreme que

nous allons enoncer. Ces deux theoremes nVn forment propi-ement qu'un. et

en procedant, comme on l'a dit ;i Tendroit cite. c"est-a-dire en appliquant a

röquation t'^dzMu- = p. oü J/ designe le produit d"un nombre quelconque de

nom})res premiers differents, des considerations analogues a Celles qu'on a em-

ployees dans ce paragraphe et dans les precedents, on demontrera simultane-

ment ces deux theoremes. ou iilutöt on arrlvera a un theoreme dans Fenonce

duquel ils se trouvent reunis.

Theoreme II.

_c' designant un nombre premier 4/;+ l, et j> un autre nombre premier

4;;_^_1. tel que (
"-) = 1 . si Ton tait p = (^-4-1/'- (oü 1/' est suppose pair), on

pourra decider de la maniere suivante. si a est ou n'est pas residn biquadra-

ti(pie [lar rapport h p. Si
(f

est divisible par u. a sera ou ne sera pas residu

biquadrutique relativement a p, selon que a est de la forme 8u-+-l ou de

celle-ci: 8;<4-5. Si
(f

n'est pas divisible \niv a, on cherchera un nombre / tel

(ju'on ait X' ^ P (»lod. a). Cela pose. (( sei-a ou ne sera pas residu biquadi-a-

ti.jue par rapport ä /), selon que Fon^v (^^'^+'^'^)= 1 ou (-^^-^^) = -].•'

En faisant successivement a = '), n= 13. on aura les theoremes parti-

culiers suivants (ju"on doit regarder conune rigoureusement prouves par ce qui

jn-ecede, la formule t'-—an- n'ayant, pour ces valeurs de a. d'autre diviseur

quadratique que celiii-ci: t'—au", ou en d'autres termes, tout diviseur de t^—air

etant lui-meme de la forme t'— «?r.
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_/; designant an notnbre premler de Tiine des formes 20/;-|-l, 20« 4-9,

si Ton fait p = (fi--\-rf'- (oü ip est suppose pair) on s'assure facilement que Tun

des nombres y, i/' est multiple de 5. Cela pose, je dis que 5 sera ou ne sera

pas residu biquadratique relativement a j), selon que c'est yj ou
(f

qui est di-

visible par 5."

etc.

En indiquant plus haut une methode qui pourrait servir a etablir dans

tOLite leur generalite les theoremes I et II. nous avons dit quen suivant cette

methode on se trouvait dans la necessite de s'appuyer sm- une proposition sub-

sidiaire ([u'il parait assez difficile de demontrer en toute rigueur. En refle-

chissant a cet inconvenient, j'ai reconnu qu'il etait tres facile d'y remedier en

modiüant un peu la marche tracee plus haut. Cette modification est exti'eme-

ment legere et consi.ste en ce qn'au lieu de conslderer les equations t'— hir=j).

t'-
—air = p, qui peuvent n'etre pas possibles quoiqu'on ait I — ) = !• (0^1?

il ftiut appliquer iles considerations du genre des precedentes aux equations plus

generales f-— btr = ps'', t-— au' = ps' (on remplace avec avantage la derniere

par oelle-ci: t'--\- au'- = jjs
,
qui peut etre traitee plus simpleraent), auxquelles

on peut toujours satistaire. lorsque les conditions (- | ^ 1,( '-) = 1 ont lieu,

conime il resulte du beau theoreme que M. Legexdre a donne pour juger de

la possibilite ou de l'impossibilite de requation ci.r-hß}/ = yz' {Theorie des

Xomhres, no. 27).

La demonstration ainsi modifiee, outre qu"elle est entierement rigoureuse,

a encore lavantage d'une plus grande simplicite, comnie tout lecteur qui a bien

saisi Tesprit des considerations precedentes ponrra en juger, en developpant

cette demonstration d"apres Tindication Cju'on vient d'en donner.

Addition au memoire precedent.

Quoique Findication que nous avons donnee ä la tin du memoire pre-

cedent sur la marche a suivre pour etablir d'une maniere entierement rigou-

i-euse les theoremes I et II de notre memoire, puisse suftire a tout lecteur

familiarise avec l'analyse indeterminee, nous croyons ne pas faire une chcjse

inutile, en developpant avec detail, dans cette addition, les demonstrations des

theoremes dont il s'agit, ces demonstrations etant susceptibles d'etre beaucoup
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simpliliees au moyen de quelques considerations qui peuvent ne pas se pre-

senter de suite ä Tesprit. Nous oommenyons par la demonstration du premier

des theoremes cites.

Designons par/) un uombre premier 4« 4-1, par b lui nombre premier

4n+ 3. tel que 1 — ) = 1- ^t considerons l'equation:

(«') f— bu" = ps^.

D'apres le theoreme dejk cite (Theorie des Nombres, no. 27), les conditions ne-

cessaires pour que cette equation soit possible sont celles-ci: 1 — 1^1 ^t

1^-1^ 1. Or. de oes conditions la premiere a Heu par hypothese et quant

a la seconde, il suit dn theoreme connu sous le nom de loi de reciproeite,

qu'elle a toujours lieu lorsque la premiere est satisfaite. L'equation est donc

resoluble. II est evident qu'on peut supposer que les nombres t, n, ,y, qui y

satisfont, sont premiers entre eux, compares deux k deux. L'equation etant

dans cet etat, ces trois nombres seront Fun pair. les deux autres impairs, et

on s'assure facilement que s ne saurait etre pair. Le nombre *' etant impair,

les nombres t. v seront l'un pair, l'autre impair et il y aurait deux cas a exa-

miner selon que ( est pair ou impair. Mais quoique ces deux cas soient sus-

ceptibles d'etre traites par la meme analyse, il est plus simple de n'en con-

siderer qu'un seul, celui de t impair par exemple, et de montrer que Tautre

peut y etre facilement ramene. Faisons donc voir qu'il est toujours permis de

supposer t impair dans requation t'— bir=j)s-. Si t etait pair dans Fequa-

tion («'), on deduirait des nombres t, it, par le moyen indique dans la note

relative au conunencement du paragrajjhe 3 du memoire precedent, d'autres

nombres t' (impair), v' (pair) tels que t'-— bu'- ^ ps'-. Nous pourrons donc

considerer t comme impair dans tout ce qui va suivre.

Decomposons les nombres f et ?/ en leurs facteurs simples, en t'aisant:

t^U'l"..., M = 2''ÄW". . .,

/, /', /", ... et /. /.', /.", . . . designant des nombres premiers impairs. La seule

inspection de l'equation («') donne:

On aura ensuite, en appliquant la loi de reciprocite, ]> etant un noml)re

premier 4?? -H 1

:
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Faisant le produit de toutes ces expressions et de la formiile identique

Le nombre p est de rune des deiix formes 8«+ ]. P<»-\-'). Si i) est de la

premiere forine, on a, en vertu d"iin theoreine connii, l^|= 1. et par con-

sequent aussi (^^j = 1- Donc ( ~) = 1- '^i P <?st de la forme 8n-hö. le

nombre u sera impaireinent paii-, de sorte qiie *' = 1 , et comme on a, d'un

autre cote, pour les nombres premiers j) = Sii-hb, I—
j
^ — 1, il viendra

(—j=— 1. Les deux cas dont il vient d'etre question sont compris dans

la t'onnule:

Reprenons requation («') de laquelle nous tirons immediatement:

(^)-(f). (^)-(f). (t^)-(^). ...

Comme p est un nombre premier 4«-f-l, et /> un nombre premier 4^4-3, on

trouvera en .applicjuant la loi de reciprocite:

(i)-(f). (4)-(f)' (9-(^). •••

La multiplication donnera ensuite:

Oll, ce qui revient au meme:

'"
., ,

(') = (^>
En mettant requation («') sous la forme d'une congruence, on aura:

<' ^ /jir (mod. /*).

On conclut de la, en elevant les deux membres ä la puissance ^^--7—

:

t - ^ b ^ u - (mod. p),
p-i p-i

ou, ce qui revient au meme, en rempla^ant u - par sa valeur (— 1) * donnee

par la formule Qi'):

t - = (—b)* (mod. p).
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Cette derniere congruence t'ait voir que — b est ou n'est pas residii hiquadra-

tique relativement k p. seloii que Ion a (—
)
= !• ou ( — I ^ — 1. Si Ton coni-

pare ce resultat ä la forniule (/'). on ohtiendra cet enonce:

-/) est ou u'est pas residu liiquadratique par rapport ä p, selon

1-on a (|)=1 ou (y)=-l.

Decomposons actuelleiuent le nombre premier p en deux carres. en po-

sant p = y--i-ip' (oii if.' est suppose pair) et uiettons cette valeur de p dans

requatioii («'). H vieiidra ainsi:

f°— f>ir = s'(f°-{-s^ip'.

et Ion aura ensuite en transposant:

f-— ijj-s" = (f-\- i/'.s)(^— ips) = s^(f--hbu'\

Les nomhres .*. /. u etant deux ;i deux premiers entre eux. on voit

par l'equation («') que s ne saurait etre divisihle par h. Nous distinguerons

maintenant deux cas selon que
(f

est ou n'est pas divisible par h. et nous

examinerons d'abord le dernier de ces deux cas. Si nous designons par

7/1 le plus grand diviseur connnun de y et ii . m sera inipair et non-divisible

par b comme 9?. Posons ^ = ')n(f\ n = mu' et sulistituons ces valeurs dans

la derniere equation. II viendra ainsi:

(f-h4's)(t—il.is) = m"(s^(f'^+bu'^).

Comme s(f' et hu' sont premiers entre eux. d'apres ce qui precede, il suit

d'iin theoreme connu, consequence tres simple de la loi de reciprocite (Theorie

des Nombres no. 197), (|ue tout diviseur B du tacteur binome du second menibre

qui est evidemment impair. est tel que (^ 1 ^ 1.

La derniere equation t'ait voir que chacun des nombres f-h^'S. t— i/'S

est compose de deux facteurs, Tun diviseur de vv, Tautre diviseur de s''(f'--\-bii'-.

Si nous designons ces 4 facteurs par E^ F. K et L, nous aurons les equations:

t-^tps = EK, vr = EF,

t—lps = FL, <frs'--\-bu'^ = KL.

II est facile de s'assurer que les nombres E et F. (]ui sont inipairs Tun

et l'autre, comme diviseurs de vr. sont [)remiers rntre eux. En etiet, si ces

nombres etaient divisibles l'un et l'autre par un meme nombre premier ()', S

diviserait chacun des nombres f-i-i/is, t— \l's et par consequent aussi leur demi-

somme et leur uemi-difference, c'est-ä-dire les nombres t et ij's. D'un autre
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cöte, comnie d divise vr. il divisera aiissi le nomlire
(f. (f

etant egal ä ?/*y/;

il suit de Ik et de ce que
(f^-^-^p^

est egal au nombre premier
i).

que \p n'est

pas divisible par h. II faudrait donc, d'apres ce qui pi-ecede, que 8 füt divi-

seur commun de t et *\ ce qui est impossible, ces nombres etant premiers entre

eux. DoMC les nombres E et F sont premiers entre eux, et comme leur pro-

duit est un carre, chacun d'eux sera pareillement un carre. On a donc:

On a aussi:

K et L etant des diviseurs de s-(f"--hl>ti'''- On conclut de lä. en multipliant:

ou, ce qui est la meme chose:

Si Ton fait attention que b est un nombre premier 4»-f-3, on pouri'a presenter

de cette autre maniere la derniere de ces relations:

Cela etant, on voit quon peut les coniprendre l'une et Tautre dans cette formale:

QU les signes sont ä volonte, mais les memes dans les deux membres.

Connne on a (-^J= 1, la congruence •/ ^ p (mod. b) est possible et

a, comme Ton sait, deux racines entre les limites —\b et \h. Designons par

/ l'une de ces racines prise au hasard. L'equation («') donne cette congruence:

f- ^ j).r (mod. i). Si l'on compare celle-ci a la precedente, on aura t^^/^s^

(mod. b). On conclut de lä ±t ;^ /s (mod. h). le signe etant tantöt positif,

tantot negatif et dependant du choix que Ton aura fait entre les deux racines

de la congruence x^^P (mod. h). Les signes etant a volonte dans la for-

mule (*'), on peut supposer qu'ils y sont les memes que dans celle-ci: ±t^x^
(mod. 1^). Rempla^ant ifc^ par le nombre x^ ^\™ "^ differe de ±^ que par un

multiple de b. il viendra:

\ b J -'
G. Lejeune Dirichlet's Werke. 12
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D'iin antre cöte, si Ton se rappelle qiie h est de la forme 4»+ 3. on tirera

de la fornnile ±t ^ -/^ (mod. h): ±(7 )
= lA"")- ''^i '"o» multiplie cette ega-

lite par la precedente, on aura. les signes etant les meines dans ces deiix

t'oriuules:

ou. ce qiii revient au meme:

{^^) = {{] .

Si Ton compare cette formule avec ce qiii a ete prouve plus haut (r)'), on ob-

tiendra ce resultat:

— h est on n'est pas vesidu biquadratique par rapport k p,

^'^
Selon que Ton a (^^^^) = 1 ou (^^^^) = -l.

Cette proposition est relative au cas oü
(f

n'est pas divisible par h. Exami-

nons maintenant le cas de (p divisible par b. Soient i'"*"* et //' respectivement

les puissances les plus elevees de h qui divisent
(f

et u (k et h pouvant etre

nuls), soit de plus m le plus grand commun diviseur de -yr+T ^^ TT' Si nous

faisons (p = h^'^''m cp' , ii=--h''mii, les nombres p et u, dont le premier est

impair, le second pair, seront premiers entre eux, et non-divisibles par h, et m
sera impair et non- divisible par h. La Substitution des valeurs precedentes

donne cette equation:

II laut maintenant distinguer deux cas selon que Ton a k^h ou k <Z h.

Dans le premier. le facteur binöme du second membre peut etre mis sous cette

forme

:

b'-''+'[u'--hb(/ß-''s(f'y],

oii il taut remarquer que les nombres u' et U'~''s(f' sont premiers entre eux.

Dans le cas de k<Ch, on mettra le facteur binome sous la forme suivante:

oü les nombres s(p' et //*"'»' sont premiers entre eux. On voit donc que le

facteur binöme est toujours le produit d'une puissance de b et d'une expression

impaire teile que g--hbh-, dans laquelle g et bh sont premiers entre eux. De-

signant par // la puissance de b dont il s'agit, on pourra donc ecrire la dei'-



D'L'NE ('LASSE DE FORML'LES DU QUATRIEME DEGRK. 91

niere equation de cette uianiei-e:

(!'+(/'s) (?—(/;«) = 7H-h'\g--\-l)h-).

Les noinbres t-\-U'S. f— U's ne sauraient etre divisibles riin et Taiitre pav b,

puisqn'alors leur demi-somme qiii est f, le serait aiissi, ce qu'on a vu plus haut

etre impossible. Si Ton designe par tzhif/s celui de ces deux nombres qui est

divisible par b, on aiira tdzyg ^ (luod. b) et je dis que Tautre t^if'S est tel

que I "^ —
I

= 1. Ell effet /+</'''' ^^*t compose de deux faeteurs E et Ä' dont

le premier E divise irr, le second ff--i-bh-.

Or, on s'assure. conime dans le cas de
(f

non-divisible par b, que E

est um carre, de sorte qu'oii a (~| = 1. On a aussi ( .-
)
= .1, A' etant di-

viseur de f/'-hblr. On conclut de la en multipliant

:

II est perniis d'augmenter ^+ i/'* dans cette formule d'un multiple quelconque

de b. Ajoutant le nombre (±iiis qu'on a vu etre un tel multiple, il viendra

l^^l = 1 ou, ce qui revient au meme: (/) = (/)• resultat dont la compa-

i-aison avec un theoreme connu fait voir que dans le cas de gj divisible par b,

on a (-.-I ^ 1 ou
\

>') ^= —h Selon que b est de la forme 8h+ 7 ou de

celle-ci: 8h -|- 3. Si Ton combine ceci avec le resultat obtenu plus haut Qf),

on trouve que, lorsque y est multiple de b:

— /; est ou n'est pas residu biquadratique par rapport a p, selon que b

est de la forme 8hh-7 ou de celle-ci: 8H-i-3.

En reunissant ce dernier resultat a celui auquel nous sommes parvenu

plus haut (^'), on aura le theoreme I enonce ä la fin du paragraphe 4 du me-

moire precedent, theoreme qui se trouve ainsi etabli d'une maniere tres simple

et entierement rigoureuse.

Occupons-nous maintenant de la demonstration du theoreme II. De-

signons, comme dans tout ce qui precede, par a un nombre premier 4 »4-1 et

par p un auti-e nombre premier egalement de la forme 47?-f-l et tel que

(~)= 1. On conclut de la, en appliquant la loi de reciprocite, qu'on a aussi

(-^1 = 1. Ces conditions ayant lieu, il suit du theoreme dejä cite plusieurs

12*
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fois, que requatiou:

peat etre resolue. Si Ton siippose que les nombres t, n, s. compares deux ä

deux, n'oiit pas de diviseur coinniun, s sera impair et les deux autres seront Fun

pair, l'autre impair, comme il est tres l'acile de le voir. II est evident en outre

que. si Tequation est dans cet etat, u n'est pas divisible par p, s ne Test pas

par a, et t n'est divisible ni par a ni par p.

Decomposons les nombres t et h en leurs facteurs simples, en faisant

u = 'i'kk'k". . ., f = 2^'U'l". ... k, k', k". . . et /, /', /". . . designant des nombres

Premiers impairs, et Tun des nombres ju. i' etant egal ä zero.

L'equation (>/) donne d'abord:

(f)-. (f)-. (;')-••
d'ou Ton conclut ensuite en appliquant la loi de reciprocite:

(j)-. (f)-> (f)-. •.
Faisant le produit des equations precedentes et de l'equation identique ("A = I —

j ,

il viendra:

(^^)-(y) = (f)-

II resulte encore de Tequation (//), qu'on a:

(T)-(i)- (;-)-(f). (7'')=(f).
••

Connne les nombres premiers a et p sont Tun et l'autre de la forme 4/i+ l,

on conclut de la, en vertu de la loi de reciprocite:

Multipliant entre elles toutes ces relations. il viendra l'equation:

qui, si Ton multiplie ses deux membres par (^ )(^^)» ''G change en celle-ci:

(~)(f) = (y)(?)-"

Distinguons actuellenient deux cas, seloii (jue ?< est pair ou impair. Si
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u est pair, t est iinpair; on a doiic alors /li = 0, et la derniere egalite se re-

diiit a celle-ci:

Quant a la relation y^j = ^~\ [\ est faeile de voir quelle eqiiivaut, dans

ce cas. ä celle-ci:

p—T.

(-1) 'e)-
Pour s'en convaincre, il suffit de remarquer que, si p est de la tonne 8n-\-\

on a U-j = 1, et par conseqnent aussi (^--j = 1, et que, si p a la forme

8/<+ 5, y est ecral ä Tunite et qii'on a pour tout nonibre premier p = 8n-j-ö

Fassons a 1 autre cas qui est celui de t pair et n iinpair. On a alors

^ = 0. ce qui reduit Fequation I
—

1 = (^^| ä I — 1=1.

Si les nombres p et a sont Tun et Tautre de la forme Sil -hl, ou Tun

et l'autre de la forme 8«+ 5, on a y^j = {^^"-j et par consequent aussi

(-V) = (ir)' '^ ^'^^^^^^ (7)(ir) = (i)(ir) ^^ ^'^^"^s« "^ ^^'-^^

(yj = (^—
j- Si. au contraire, les nombres a, p sont Tun de la forme 8;/+ 1,

l'autre de la forme 8«-h5, on a (-^) = ~(t)' ^"'^'" ^^'*''® *^"*^' l'equation

(//) fait voir que, dans ce cas, le nombre t est impairement pair, de sorte que

jii =z l. On a donc alors (— j = — (— |. Ces deux resultats sont compris

dans la formule:

(7) = (De-)---
Si nous reunissons tout ce que nous venons de prouver, nous aurons cet enonce:

Si u est pair, on a (— j =
( — ), (— ) = (— 1) *

; si u est impair,

""»(7)-(l)(-r'-. (i)-'-
En comparant ce resultat avec la congruence t - ^^ (— «) * u (mod. p),

qui se deduit immediatement de l'equation (/;'), on trouvera ce theoreme:
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Si ?/ est pair. n est ou n'est pas residii hiquadratique par rapport

ii
i).

Selon qiie Ton a:

(-;) = ' »" (1) = -'^

si ?/ est iinpair. a est ou n'est pas residu biqiiadratique relativenient

ä j). Selon que Ton a:

Decomposons p en deiix carres. en posant p = y-'-+i/'- {ip etant sup-

pose pair). La Substitution de cette valeur dans requation (»/') donnera:

{t+ips){t— ips) = (f^s- rt?<^

Nous distinguerons niaintenant deux cas selon que
<f

est ou n'est pas divisible par a.

Premier cas: y n'est pas divisible par a.

Conime y? est inipair et non-divisible par a, le plus grand connnun divi-

seur de
(f

et de u, que nous designerons par m, sera aussi impair et non-

divisible par a. Si nous faisons ip ^ mip . v = mii\ T^quation precedente se

changera en celle-ci:

s est premier ä an et par consequent aussi a au',
<fi'

est egalenient premier

a alt'; donc y's et aii' n'ont pas de diviseur comnmn. Cela etant, il suit

d'un theoreme connu (Theorie des Nombres no. 197) que tout diviseur inipair

R de s''(f'''
— an"- est tel qu'on a I— ) = 1-

Designant par E, A'. F et L quatre indeterminees, nous pourrons reni-

placer la derniere equation par Celles que je vais ecrire:

t-hips = EK, ni'^EF,

t— ipa = FL, (.s <f'y'
— i'

« '" = FL.

On s'assure facilenient que les nombres impairs E et F sont premiers entre

eux. II suit de lä que chacun d'eux est un carre, de sorte qu'on a:

II taut niaintenant considerer successivement le cas de i( pair et celui de n

inipair. Si ?( est pair, n' =— le sera pareillenient. et coinme s^' est toujours

inipair, (s<f'y— au'- sera egalement inipair. Les noinbres K et L seront donc
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dans ce cas impairs l'iin et rautre, et coinine ils divisent le binöme precedent,

Oll aiira:

Miiltipliant ces relations par Celles qiie nous venons d'ecrire, il viendra:

Comme a est iin nonibre premier 4;<-i-l, II est permis d'ecrire la formale

I-—^j = 1 de cette autre maniere: [-^—-I = 1. On a donc, dans le cas

de ?( pair, (

^"
j = 1, le double signe etaiit ;i volonte.

Fassons au cas oü it est inipair. Le nonibre ((' =— sera egalement

iinpair dans ce cas, et comme les carres impairs (scp')-, n'^ sont de la forme

8rt-+-l, on voit que le binöme (s<f'y— au"- sera de la forme Sa ou de la forme

8/ii+ 4, Selon que a est de la forme 8 «4-1 ou de celle-ei: 8«+"). II est fa-

cile de s'assurer que, si a est de la forme 8»-|-l, on a I— ) = l.i (— ) "= 1-

En etfet, si Ton fait A'= 2''7v', 2'' etant la puissance la plus elevee de 2 qui

divise K, K' sera un diviseur impuir de (s(f'y— aii!^ et Ton aura ( 1 = 1.

Dun autre cote, on sait, par un theoreme connu, que tout nombre premier

a = 8»-t-l, est tel que (-— j = 1. On conclat de lä (^^) = 1, et multipliant

ensuite par I 1= 1, il viendra (- - 1 = 1. On prouve d'une maniere tonte

semblable qu'on a aussi I— 1 :^ 1. Multipliant ces relations par les suivantes:

(^1^1, (— l^l" obtenues plus haut, il viendra:

II est facile de voir que ces resultats, qui ont lieu lorsque u est impaii- et

qu'en meme temps a est de la forme 8»h-1. peuvent etre reunis dans la for-

male I
—*

I = 1, Oll le double signe est ä volonte.

Le nombre u etant toujours impaii% supposons a de la forme 8» -+-5.

Le jjroduit KL, qui equivaut au binöme (sif'f— au'^, etant alors de la forme

8« -1-4, et les nombres K et L etant evidemment pairs Tun et Taiitre, cliacun
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d'eiix sera de la forme 4 »-+-2, de sorte qiren faisant K=2K', L = 2L', IC

et L' seroiit impairs: et oomme ces derniers nombres sont en outre diviseurs

de (s(f')-
— au'-, il suit de ce qui a ete dit ])lus haut, qu'on a I 1 = 1.

I j = 1. Mais on a. d'iiii aiitre cöte. a etant de la forme 8n-\-ö,

I—1= — 1. Multipliant par les egalit^s precedentes, il viendra d'abord

j
— j^ — 1. I-M^ — 1. et si Ion multiplie ensnite avec les egalites

1 —
j
= 1, (—

I
= 1. trouvees plus haut, on aura:

Ces resultats, qui sont relatifs au cas oii v est impair et oii le nombre a est

de la forme 8?i-t-5, sont compris dans la double formule:

(^) - -••

En i-esumant tout ce qui precede, on aura cet enonce:

„Si i( est pair. on a ( j
=1: si, au contraire. v est impair. on a

{— ^1 = (— 1) ^
. le double signe etant k volonte dans Fun et Tautre cas."

On a vu plus haut (&') que. lorsque n est pair, a est ou n'est pas re-

sidu biquadratique par rapport a ]^, selon que Ton a (— j = 1, ou (1^—1.
D'un autre cöte, il resulte de ce qui precede, qu'on a, dans ce meme cas,

(
^

I =1. On conclut de la que, si ti est pair, a est ou n'est pas residu

biquadratique relativement ä }>. selon que l'on a:

On a egalement vu plus haut (i^-') quo, lors(|ue v est impair, a est ou n'est

pas residu Iii([uadratique par rapport a /), selon que l'on a:

D'un autre cote, l'enonce precedent fait voir, (ju'on a. dans le cas de ?/ impair,

1-^—— 1 = (— 1)
'

. En comparant ces deux resultats, on conclut que, lorsque
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?/ est impair, a est ou irest pas residii biqaadratique relativeinent a j). selon

qiie Ton a

:

La coiiclusion etant la menie rlans le eas de k ))air et dans celui de k impair.

on peut enoncer ce theoreme:

,Si a est residii biquadratiqiie relativeinent ä p. ou a ( — 1 = (

^^
|:

si, au eontraire, a n'est pas residu biquadratiqiie par rapport h ^j, on a

(— 1
= —

(

I
. le double signe etant ii volonte dans Tun et Fautre eas."

Comme on a I - 1 ^ 1. la congruenee /' == P (mod. o) sera possible et

aura, comme on sait. deux racines entre les limites — 1« et ^a. Supposons

qiie / designe indistinctement l'une ou l'autre de ces racines. On tire imme-

diatement de l'equation (»;'): f^ps'- (mod. «). congruenee dont la comparaison

avec la precedente donne r'^/^5", ±t^x^ (mod. «), le signe superieur ayant

lieu pour l'une et le signe inferieur pour Tautre des deux racines de la con-

gruenee '/' ^^ p (mod. a\ Si a est residu l)iqiiadratique relativeinent ;i /j. on

a. comme on la vii il n"v a quun instant. ( — 1 ^ I
—^^^^~]' Le double signe

etant ä volonte dans cette tbrmule. nous pouvons le supposer egal k celui qui

se trouve dans la congruenee ±t^x^ (mod. fl). Si nous rempla^ons ±t par

XS, il viendra:

(v)-(-±^)-(^)(t)-
D"un autre cöte. on fire de la congi-uence ±t^x^ (mod. o) en se rappelant

que a est de la forme 4;/-|-l:
( ;)

= (^)(--)- Si Ton multiplie maintenant

menibre par niembre cette equation et la precedente, on aura (-) = (") \^
—

"^l ('-)

ou ce qui revient au meine: [^^—
]
^^ ^- i'^^^ii'tat cjui a lieu lorsque a est

residu biquadratique relativement ä p. On trouverait de la meme maniere

que. si a n'est pas residu biquadratique par rapport li p, on a {^^—^\ ^ — 1.

Ces resultats sont relatit's au eas oii
(f

n"est pas divisible par a. Reste-

rait ä traiter le eas ou
(f

est divisiliie par a. L'analyse qu'il taut appliquer

(i. Lejeune Dirichlet's Werke. 18
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ä ce second cas. etaiit eiitiereiueiit semMahle k celle que nous avons exposee

avec detail daiis ce qiii precede. nous noiis dispeii.serons de la develo[)per ici.

et nons iioiis bornerons a eiioncer la conclusioii ii laquelle eile condiiit:

_Si ^ est divisihle par a. n est ou »"est pas residu biqnadraticjue par

rapport a p, selon que a est de la forme 8«-|-l ou de celle-ci: 8;«-t-ö."

Ce resnltat et celui (jni precede constituent le tlieoreme II enonce dans

le dernier pai-ajiraplie du nienioire preeedent.

Oll a Sans doute remarque (pie les enonces des theoremes I et II sont

tels quil n'y entre que la racine i/' du carre pair yr que Ton obtient en de-

composant p en deux carres. II serait facile de moditier ces enonces de nui-

niere a ce qu'ils ne renfermassent plus que la racine
<f

du carre impair. Ou

y parviendi-ait en suivant une marclie entierement semblable ;i celle que nous

avons exposee dans ce qui precede.

Les resultats (J") et (>9-'), sur lesquels nous nous somnies appuye pour

etablir les theoi-emes I et II. i'enfernient eux-menies une infinite de theoremes

interessants analogues au premier des theoremes de M. Gauss. On deduit. par

exeniple, de l'enonce (<9-'). en y supposant a^ 5:

..p designant nn nombre premier 20»-}-l. si Ton fait y; = /-+5 »"-',

5 sera ou ne sera pas residu biquadratique relativement ä p, selon que u est

pah- ou impair: au contraire, si p designe un nombre premier 20??-t-9 et qn'on

fasse de meme p = t--\-bii'. 5 sera ou ne sera pas residu biquadratique par

rapport ä p. selon que n est impair ou pair.''

Les theoremes (<)") et (i?') se rapportent aux equations:

t"— bu' = ps'. t'-\-air = ps'-.

On trouverait par des considerations du meme genre des resultats analogues

relatifs aux equations t--\-hu^ = ps', f— au^^ps^.

En traitant la premiere de ces ecjuations et faisant ensuite, pour donner

un exemple, 6 = 3. on aurait ce theoreme particulier:

,,p d^signant un nombre premier \2n-\-\, si l'on fait p = t'--\-'?,u-, t

sera un nombre impair. Cela pose, je dis que 3 serar ou ne sera pas residu

biquarh-atique par rapjjort ä p, selon que t est de la forme 12?i±l ou de

celle-ci: 12// ±5."
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DEMONSTRATIONS NOU\ ELLES DE ÜUELQUES THEOREMES
RELATIFS AUX NOMBRES.

Pai-mi les differentes demonstrations que les geometres ont successive-

ment donnees du theoreme de Wilson, celle qae M. Gauss a exposee dans

ses ^Disquisitiones arithmeticae, art. 11" et qui est fondee sur la consideration

des nombres correspondants {iiumeri socii), est sans contvedit la plus simple.

En generalisant un peu ia definition des nombres con-espondants et en suivant

ensuite une marche analogue a celle de M. Gauss, on peut demontrer simul-

tanement le theoreme de Wilson et deux autres propositions qui sont d'un

grand usage dans la theorie des nombres. C'est ce que nous allons taiiv voir

en peu de mots.

La lettre p designant an nonibi-e premier. Eulkr qui le premier s'est

servi de cette consideration, nomme correspondants deux nombres m et n,

Tun et Fautre moindres que p et tels que leur produit mn donne l'unite pour

reste lorsqu'il est divise par p.

Generalisons cette definition et appelons correspondants deux nombres

m et n moindres que p et dont le produit mn donne le meme reste qu'un

nombre determine a que nous supposons n'etre pas divisible par p. Cela pose,

considerons la suite:

(1) 1, -2, 3, . . ., p-1.

II est facile de voir que, si m designe Tun quelconque des nombres qui

composent cette suite, ce nombre m aura son correspondant n et n'en aura

qu'un. Cela resulte immediatement de ce que la congruence my^ a (mod. p).

dans laquelle ni m ni .« iie sont divisibles paryj, a toujours une racine y moindi-e

que p et n'en a qu'une.

II peut arriver que n soit egal k m. On a alors m-^a (mod. p), ce

qui fait voir que ce cas ne peut avoir lieu qu"autant qu'il existe un carre
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donuaiit Ic meine reste qiie a. ou. eu d"autres tennes. (jirautaiit qiie a est iv-

sidii (juadraticiue ]iai' rapport h p. Distiiiüuons artia'lk'iiKMit deiix cas selon qiie

a est Oll liest pas residti ([uadratii|iie par rajiport a j> et conmieii(.'Oiis par le

dernier de ces deiix cas.

Soit, dans ce cas. ))i l'iui qiielc()n(|iie des iKnubres (1) et ii snn coi'-

respondant. Oii aiira iitnz^a (iiiod. /;) et // sera ditferent de iii. Apres avoir

öte les uoinbi-es //(. ii de la suite (1). il restera [> — 3 nonibres. Desigmnis

par »r riin quelconqiie de i:v» j) — 3 nombres i-e.-^tants et jjar >/ son correspou-

dant: »' sera different de m' et l'on aiira m'n'—-(i (niod. /)). En continiiaiit

de ])roceder ainsi. on epuisei-a la suite {Vj et ron formera i(/j— 1) uroupes coiii-

poses chaciiii de deiix nonibres correspondants: car chaqiie iioinbre nayant (|iriui

correspondant qui est inis de cote en meine temps qiie liii. on iie peiit jamais.

poiir tormer im notixean i;rou]n-. a\"()ir liesoin (l"!m di-s iioiiibi-es dejit mis

de cöte.

Le proihiit de (leux iioiubres ediupusaiit nn i;ri)U[ie domiaiit le meme

reste qne a, et les groiipes etaiit au nonibre de 4-(/'— i)- '"i ^"'t q"c le pro-

diiit des nombres doiit rensembje des groupes est forme, cest-ä-dii-e le prodnit

des nombres conqdis dans la serle (1). doime le meine reste qne le nonibre /'

eleve h la pnissance l(j)— 1). Qua donc dans le cas qne iiotis veiions (Texa-

miner:

(>) l.-i.3...C?'-l) = <'-•'''"'' (mod. /O-

Fassons au secoiid cas (pii a üeu lorscpie a est n'sidu (juadratlijue de j).

11 existe dans ce cas im carre /• Munt la raciiie /r peut etre supposee <1 p)

tel (|ue /i'-^^a (med./;). Le carre ilii nonibre y> — L (jui est egalement moindre

ipie p. doiine aussi le meine reste (|ue c lorsquil est divise par j). Les nomlires

/•• et p — k etant ötes de la snite (1). il ny restera aucun nombre .r tel (jue

ar iS a (med. /j). Car si parini les nombres restants il y en avait im satis-

faisant h cette coiidition. ,r

—

k' = (x-\-/i:')(x— Ä) serait divisible par ^J: 11 fau-

drait d(jnc quim des facteurs .v-\-/c. .v— k le tVit pareillement: or c'est ce qui

est nianii'estement impossible. .r (Haut plus petit que p et difltei'ent de k et

p— k. — Cela pose. on voit . coiume dans le cas dejü examine. que les p— 3

nonibres qui restent dans la suite (I) apres en avoir nte /• et p — /,-. se cor-

respondent deiix ;i deux. d'oii Ton coiicliit conmie precedeimneiit (pie le pro-

dnit de ces nombres doniie le meine reste ([iie (r'''~''K II suit de l;i (pie le

jiroduit de toiis les nombres qui composent la suite (I) doniie le meine reste
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cjue
«='''"

'Vt (jj— /i), et cuiniue, d'apivs ce qii'uu a vii plus lumt, ou a

k(p— ^')^

—

k" inn — a (luocl. y*), il vient ee resultat:

l.-2.3...(^)— 1) = —«='''-'' (mod. /)).

Ce resultat et celui que uous avons obteiiu jdiis liaiit. jjeiiveut etre reiinis dans

la formiile siiivante:

(3) 1. 2. ;?. ..(/>-!) = ^a^f''-'^ (mod.j.^),

rlaiis laqiielle il taut pivndre le signe superieur ou inferieur. selon que le nouibre

(I est üu u'est pas residu Cjuadratique de ]>. Si iious posons a= 1, le signe

superieur aura lieu. ]"uuite etaut uu carre et par consequent residu quadratique

de tout uonibre. Nous a\nns donc:

l.-2.P,...(/.— 1) = — 1 (mod./O,

congruenee qui constitue le tlieoreuie de Wilson.

Reinplaoons le preuiier nienibre de la forniule (3) par le uouibre —

l

qui n"en differe. conune nous venons de le voir, que d"un multiple de p. et

ohangeons ensuite les signes des deux inembres: il viendra ainsi:

„>'"-!) = +1 (mod. /)),

t'ougruenee daus lacjuelle il faudra choisir le signe -+- ou le signe — , selon

(jue (' est ou n'est pas residu (quadratique de ji. Le theoreme que cette for-

niule renf'ernie. et qui a ete decouvert par Euler. est d"une grande importance

dans la theorie des residus. — On fera disparaitre le double signe dans la der-

niere congruenee en elevant ses deux inembres au carre. On trouve ainsi:

«''"' ^ 1 (mod. /)),

ce qui est le theoreme de Feri\i.\t.

Ce dernier theoreme peut etre deraontre tres simplement de la maniere

suivante, saus qu"il soit necessaire de rien supposer de ce qui precede.

Les nombres a et p conservant leur signification. considerons les p— 1

nuiltiples de (i que voici:

(I, 2(1, 3«, . . ., (p— 1)«.

II est facile de voir que deux de ces nombres ne sauraient donner le

meme reste quand on les divise par j): car si les restes provenant des mul-

tiples nia et iia etaient egaux, »ui — na ^ {)n— /i)(i serait divisible par p, ce

qui est inqjössible, a n'etant pas divisible pur p. et in— u etant <Zp sans
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pouvoir etre zero. Les restes que Ton obtient en diA'isant par p les p — 1

multiples de o . etant toiis diiferents entre eux et aiiciin de ces restes ne pou-

vant etre niil, coiunie on le voit facilement, ces restes doivent coVncider avec

les nombres de la serie 1. '2. 3, .... p— 1. qiiand on lait abstraction de l'ordre

dans lequel ils se suivent. II suit de l;t (]ue le produit des p— 1 nndtiples de

(I. doit doniier le inenie reste que le produit 1.2.3...(jj — 1).

La ditterence de ces produits est doiic un multiple de p. Or cette

difFex'ence pouvaut i'acilement se mettre sous la forme:

(,„.-l_l)(1.9.3...(^,_l))

et 1.2.3...(/> — 1) n'etant pas divisible par j>. on eii conelut que «'""'— 1 est

multiple de p, ou. ce qui est la meuie cliose, que «''"' etant divise par p donne

Timite pour reste.
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ÜUE8TI0N D'AMLYSE INDETERMINEE.

La lettre p desigiiunt un nombve preniier impair. on sait, par le tlieo-

renie de Wilson, que le produit 1.2.3...(yj — 1), augmente de runite, est di-

visible par p. On peut substitiier au produit precedent celui que Ton obtient

en remplafant ses \(^p— 1) derniers facteurs qui sont:

p-l, p-2, . . ., K/>-Hl)-

par les nombres:

-1, -2, .... -K/'-i),

(|ui en diiferent respectiveinent de p. On voit ainsi que l'expression:

. ±[1.2.3...i(p-l)]=+l.

dans laquelle il faut pvendre le signe superieur ou inferieur. selon que iQj— 1)

est paii- ou impair, est toujours un multiple de p. Or \(^p— 1) est pair ou

impair, selon que p est de la forme 4»+ l ou de celle-ci: 4«+ 3. On a donc

pour tout nombre premier /> ^ 4»+ !:

[1.2. 3.. .10^-1)]^'+!

egal ä un multiple de p, et pour tout nombre preinier ;)^4?«+ 3:

-[1.2.3. ..Kp-1)]^'+1,

ou ee qui revient au meme:

[i.2.;',...K7'-i)]=-i .

egal a un multiple de p.

Ces deux corollaires du theoreme de Wilson sont dus ä Lageange, qui

les a enonces dans le beau memoire ou il a le premier demontre le theoreme

qu'on vient de nommer. Le dei'nier de ces corollaires donne lieu ä une question

que nous croyons pouvoir proposer ä Tattention des geonietres qui s'occupent

de la theorie des nombres.

La diflference:

[1.2.3...KP-1)]—

1

14*
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etant divisible par p (p designant im noiubre premier 4u-f-3) et cette ditfe-

rence pouvant se decoraposer dans les deiix facteurs:

1.2.3...i(/>— 1)+L 1.2.3...^(;)-1)-1,

il s'ensuit que Texpressiou

:

1.2.3...iO.-l)±l

avec le signe convenable est un multiple de p. On demande une regle qui

fasse connaitre le signe convenable. sans qu'il soit necessaire de chercher, par

des multiplications successives, le reste que Ton obtient en divisant le produit

1.2.S...^Q)— 1) par p. II est facile de voir que la question proposee revient

ä Celle de savoir si 1.2 .o...^(p — 1) est ou n'est pas residu quadratique de p.
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NOTE SUR LES INTEGRALES DEFINIES.

Quoique les integrales qui fönt l'objet de cette note, soient comprises

en grande partie parmi Celles dont MM. PoisSON et Cauchy et d'autres savants

ont determine les valeurs dans ces derniers temps, je me flatte que cette nou-

velle maniere d'y parvenir pourra interesser les geometres par son extreme sim-

plicite. Le procede dont je fais nsage, est fonde sur la propriete connue des

integrales doubles, d'etre independantes de l'ordre dans lequel les deux inte-

grations sont effectuees. C'est mie extension de la methode dont MM. Laplace

et PoissoN ont fait un eniploi si henreux dans la theorie des integrales de-

finies. Mais si Ton doit convenir que la methode dont il s'agit a acquis son

importance principale par les applications ingenieuses que les geometres cites

en ont faites, la justice exige aussi d'attribiier ä Euler la premiere idee de

faire servir la propriete enoncee des integrales doubles ä Tevalaation des inte-

grales definies simples*).

Si l'on designe par k et m deux constantes positives, et que Ton adopte

la notation de M. Legendre, on aura par le simple changement de ky en y:

(1) fe-^^'r-^.Iy = fe-r^dy _ F«

les limites etant zero et Tinfini positif. Euler a ete conduit par Tinduction

a remplacer la constante reelle k par une quantite de la forme ^H-öV— 1, la

partie reelle etant toujours positive, sans quoi l'integrale deviendrait infinie. II

a obtenu de cette maniere l'equation suivante

:

/
I-(*+ö)^l);,,,m-V.. _ -^W''y""'dy

(k+dY=iy

Novi Comment. acad. Petiop. loiii. XVI.
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qiii a ete veritiee depuis par M. PoissON*). L'eqiiation prececlente a non

seulement Heu pour des valeui-s reelles et positives de m, mais eile subsiste

encore quand meme m serait iniaginaii-e. pourvu qu'alors la partie reelle de vi

füt toujoui-s positive. C'est ce qu'on peut demontrer facilement par le meine

procede qui a servi k la verifier dans le cas de m reelle. Si donc nous de-

signons pai- p une qiiantite soiniüse a la seule restriction d'avoir sa partie

reelle positive, nous avons:

Si Ion reniplace dans oette derniere t'ornuile la qiiantite reelle (jueleonque 6

par x-hl. .V et / etant des quantites reelles quelconqties. et ([u'on ecrive en-

suite siinplemeiit A ä la ])lace de /r+ /l^^i. il vieiulra oelle-ci:

^ (fc-h^V—iy

Oll ,r designe une qiiantite reelle et k et p soiit deiix quantites soiimises a la

resti'iction d'avoir leurs parties röelles positives.

Outre la formale precedente. nous aurons encore besoin d"uiie aiitre

formule dont on est redevable a M. Laplace. La constante c< etant reelle et

positive et h designant une quantite soumise a la i-estriction d'avoir sa partie

reelle positive, la formule dont nous jiarlons. est celle-ci:

I d,v = -^
cosß.r o

n—a'i

Nous reerirons d'une maniere un peu dirt'erente. en remplacant cos«.r ])ar

g-ajV-i gg , ,,j ^^.^ pennis. rinteurale / —. d.v. qui est comitosee d'elements
' ' J sina.c '- '

egaux ileux h deiix. mais de signes ojiposes, etant evidemnient nulle. Nous

*) Pour evitcr tonte ambiguite. il coiivieiif de fixer le scns de queli|ues signes. Les lettres X et H

designent deiix quantites reelles et la preraiere de plus positive, la uotation l(k-\-f)y— 1) servira ä rem-

placer l'expression /(r) + (/ K— 1. ^ etant la quantite positive V(.lc-+H'') at (p l'arc compris entre —— et -^

detcrmine par Peqiiation tgf^ = — . Les suppositions precedentes i'tant coiiservees, et 7 d(-signant mie

quantite quelconque reelle ou iinaginaire, (A-+ ')K— ')'' indiquera la quantite «''C*"*-"' — ') — e«'('")+'?V
—

'. Eu

vcritianf l'equation (2), on trouve que cettc equation n"a licu qu'autant i|u"on atfache ä la notati>iu

(it-j-flK— 1)'' 'e scns que je viens de definir.
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avons donc:

(4) ,
dx = -r^e-'"'.

J -\-a' b

L'equation (3) subsistant pour toutes les valeurs reelles de x, on peut

integrer ses deux membres par rapport ä cette quantite entre des limites

quelconqiies. apres les avoir iiuiltiplies par dx et par iine fonction quelconque

de X. Si Ton multiplie les deux membres par -^^ ^dx (c etant reelle et

positive et h conservant sa signification precedente) et qu'on inteore ensuite

depiiis X = — oo jusqu'ä x = cxs, on aura:

e-cx\'-=\ ^^

Comme c-\-y est positive {y ne devant recevoir que des valeurs positives dans

l'integration relative ä cette variable), on aura en vertu de la formule (4):

.1. = ^
La Substitution de cette valeur dans le premier membre le reduira ä la

quantite

:

jie~p—bc c
«

ou ce qui est la meme chose d'apres requation (2), la partie reelle de h-^k

etant evidemment positive:

nr{p)e-'"'

b(b-hk)T'

Egalant cette quantite au second membre et efFa^ant le facteur F^j)) qui se

trouvera commun aux deux membres, on aura definitivement

:

(5) f
-cxY—i

(;[.+.^.yIZ^)p b'-h-v' b(b-hk)P

En particularisant les constantes de cette formule, on obtiendra toutes Celles

dont il est question dans le Memoire sur les integrales definies que M. Poisson

a insei'e dans le 18""" cahier du Journal de l'Ecole Polytechnique.

G. Lejeune Dirichlef s Werke. 15
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J"acci?ntue maintenant les lettres k et /) dans requation (3), je uiultiplie

ses deux membres par la quantite qui se troiive sous le signe f dans la ibr-

mule (5) et je les integre ensnite depuis x = — oo jusqu'ä x = oo.

On efFectuera la donble Integration comme on Ta fait poin- obtenir

Fequation (5) avec la seule diiference qu'au Heu de s'appiiyer sur la formale (4),

il faudra s'appuyer sur requation (5).

Tout calcul fait. on trouvera:

/•- (;-«>^i 1 1
,

7ie->"' 1 1
cix =

En continuant de proceder ainsi, on arrivera a cette formule:

(6)

(>tH-.i;V— 1)" (k'-h.x-\/—iy (k"+xy—iy

ne-"' 111 dx

—
b (6+/.y (b^k'y (b+h'y

dans laquelle les facteurs:

1

sont en nombre quelconque. II faut se rappeler que c designe une quantite

positive et que h, k, p, k'
,
p', k", p", . . . ou du moins les parties reelles de

ces quantites sont egalement positives.

La formule (6) fournit un grand nombre de consequences; je me con-

tenterai d'en indiquer une seale.

Si Ton designe par h une quantite positive superieure ä Tunite, ou une

quantite imaginaire ayant pour partie reelle une teile quantite, et par x une

quantite reelle quelconque, la partie reelle de la quantite /(/i-H.xV— 1) sera po-

sitive*). On pourra par consequent la mettre a la place de k-hö]/— 1 dans la

formule (2). On aura ainsi, en rempla(,'ant de plus p par q (q etant une quan-

tite du meme genre, c'est-a-dire soumise aux memes restrictions que p):

*) Soit h =ffl+ Hj/— 1, m et n etant reelles et m de plus i^ositive et > 1, la partie reelle de

l(h-\-xV— 1) OU ce qui revieut au meme, de l[m-\-{n+x)]/—l] sera ^l[m--\-(n-{-xy-], valeur qui sera tou-

jours positive, attendu que la quantite m--\-(n + x)- ne pourra Jamals s'abaisser au-dessous de la quantite

positive m-, et ä fortiori pas au dessous de l'unite, m etant > 1.
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(7) j e-y'^''+^y-'yyi-hJy = nq)

ou si Ton eci-it slinijlement
,

a la place de e-"'C''+^>'-') •

r '"'' äy= ^C>?)
.

•' (Ä4-.c-l/=r>' [/(/j-f-^-j/—l)]v

Je multiplie les deux membres de cette derniere equation par la quantite qui

se trouve sous le signe ,/' dans l'equation (6) et Je les integre ensuite depiiis

X ^ — cxD jusqu'ä X = co:

fll^-'chj[j

V-i 1 1 1 \
dx\

\-w Qi^xy—iy (i-+.^y=r)p (^'+^y_iy

L'integrale relative k .7' du premier membre s'obtient au moyen de la formale (6),

y etant positive. En Teftectuant, le premier membre se reduira ä:

rre-'"' 1 1 1 f ^'-i
1 flüzL^^

b (b-hky (b+k'y (b+k"y' J (b+hy

Si Ton met dans cette quantite a la place de l'integrale sa valeur:

r(q)

[l(b-hh)]'>
'

qu'on Tegale au second membre de l'equation precedeute et qu'on eiface le fac-

teur commun r((j), on aura:

(8)

r f-'-^v'^i / 1 i__ \ dx

ne->" f^. ]_ \ 1

V (b+ky '

(b-hkb \(b-i-ky (b-hk'y ) [Kh+h')\i

Si Ton accentue les lettres h et q dans la formale (7). qu'on multiplie les deux

membres par la quantite qui se trouve sous le signe f dans l'equation (8) et

qu'on les integre ensuite depuis x ^= — oo jusqu'a a- = oo, on arrivera ä une

formule semblable ä la formule (8), dans laquelle il y aura sous le signe / deux

facteurs de la forme:

1 1

[/(A+.i.y=r)]» ' [/(Ä'+.^j/=r)]v-

"

15*
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On pourra introduire de cette maniere an nombre qiielconque de ces facteurs,

ce qiii donnera la l'ormule

(9)

r^ ^-c.rV-1 / 1 1_ U 1 1 \^
J b'-^x' y^._f_.t.i/iir)/(//+.in/'=r>'

"'}\
r/(A+.,.i/3r)].; r/(/,'+.^.i/zir)]?' 7

1 1 \{ 1 ^ \
)\\i(b-^]{)\i \i(b+h'w )

71 e~'"^ (

[i(b-^h)]'> [i(b+h')y

dans laquelle on suppose c positive, les parties reelles des qiiantites b; k, k\

k", . . .: p, p', p", . . .; q, q', q", . . .; h, h', h", . . . egalement positives, et en

outre les parties i-eelles des qiiantites de la derniere serie h, h', h", . . . supe-

rieures ä l'unite.
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SUß LA CONVERGENCE DES SEßlES TMGONOMETRiaUES ÜUI

SEßVENT A ßEPRESENTER UNE FONCTION ARBITRAIßE
ENTRE DES LIMITES DONMES.

Les series de sinus et de cosinus, au moyen desquelles on peut repre-

senter une fonction arbitraire dans un Intervalle donne, jouissent entre autres

proprietes reniarquables de celle d'etre convergentes. Cette propriete n'avait

pas echappe au geometre illustre qui a ouvert une nouvelle carriere aux

applications de l'analyse, en y introduisant la maniere d'exprimer les fonc-

tions arbitraires dont il est question; eile se trouve enoncee dans le Memoire

qui contient ses premieres recherches sur la chaleur. Mais personne, que je

Sache, n'en a donne jusqu'a present une demonstration generale. Je ne con-

nais sur cet objet qu'un travail du a M. Cauchy et qui fait partie des Me-

moires de TAcademie des sciences de Paris pour l'annee 1823. L'auteur de ce

travail avoue lui-meme que sa demonstration se trouve en defaut pour cer-

taines fonctions pour lesquelles la convergence est pourtant incontestable. Un
examen attentif du Memoire cite in'a porte a croire que la demonstration qui

y est exposee n'est pas meme süffisante pour les cas auxquels l'auteur la croit

applicable. Je vais, avant d'eutrer en matiere, enoncer en peu de mots les

übjeetions auxquelles la demonstration de M. Cauchy nie parait sujette. La

marche que ce geometre celebre suit dans cette recherche, exige que l'on con-

sidere les valeurs que la fonction (f(x) qu'il s'agit de developper, obtient, lors-

qu'on y remplace la variable x par une quantite de la forme «-Hcl/— 1. La

consideration de ces valeurs semble etrangere ä la question et l'on ne voit

d'ailleurs pas bien ce que l'on doit entendre par le resultat d'une pareille Sub-

stitution lorsque la fonction dans laquelle eile a lieu, ne peut pas etre ex-

primee par une formule analytique. Je presente cette objection avec d'autant

plus de confiance, que l'auteur me semble partager mon opinion sur ce point.

II insiste en effet dans plusieurs de ses ouvrages sur la necessite de deünir
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d'une maniere precise le sens que Ton attache k iine pareille Substitution meine

lorsqu'elle est faite dans une fonction d'une loi analytique reguliere; on trouve

surtout dans le Memoire qu'il a insere dans le 19"'"' caliier du Journal de FEcole

Polytechnique pag. 567 et suiv.. des remarques sur les difficultes que f'ont naitre

les quantites imaginaires placees sous des signes de fonctions arbitraires. Quoi

qu'il en seit de cette premiere Observation, la demonstration de M. Cauchy

donne encoi-e lieu ä une autre objection qui parait ne laisser aucun doute sur

son insuflisance. La consideration des quantites imaginaires conduit Tauteur ä

un resultat sur le decroissement des termes de la serie, qui est loin de prouver

que ces termes forment une suite convergente. Le resultat dont il s'agit peut

etre enonce comme il suit, en supposant que l'intervalle considere s'etend

depuis zero jusqu'a 27i.

„Le rapport du terme dont le rang est n, h la quantite A (^4 de-

signant une constante determinee, dependante des valeurs extremes de la fonc-

tion) differe de l'unite prise positivement d'une quantite qui diminue indefini-

ment, a mesure que n devient plus grand."

De ce resultat et de ce que la serie qui a A ^ pour terme general,

est convergente, l'auteur conclut que la serie trigonometrique generale Fest

egalement. Mais cette conclusion n'est pas perraise, car il est facile de s'assurer

que deux series (du moins lorsque, comme il arrive ici, les termes n'ont pas

tous le meme signe) peuvent etre l'une convergente, l'autre divergente, quoique

le rapport de deux termes de meme rang differe aussi peu que l'on veut de

l'unite prise positivement lorsque les termes sont d'un rang tres avance.

On en voit un exemple tres simple dans les 'deux series, ayant l'une

pour terme general ^ _ , et Tautre — _ ( 1 -)- ^ /- ) ' La premiere de ces

series est convergente, la seconde au contraire est divergente, car en la sous-

trayant de la premiere on obtient la serie divergente:

— 1

—

\—\ \ \ etc.

et cependant le rapport de deux termes correspondants. qni est 1±—^, con-
y«

verge vers l'unitd a mesure que n croit.

Je vais maintenant entrei- en niatiere, en commen(,^,ant par l'examen des

cas les plus simples, anxquels tous les autres peuvent etre ramenes. Designons
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par h un nombre positif inferieur ou tout au plus egal a -^ et par /(/?) une

Ibnction de ß qui reste continue entre les limites et h; j'entends par lä une

fonction qui a une valeur finle et determinee pour toute valeur de ß coniprise

entre et h, et en outre teile que la difference j\ß -{-()—f{ß) diminue sans

limite lorsque 6 devient de plus en plus petit. Supposons encore que la fonc-

tion reste toujours positive entre les limites et h et qu'elle decroisse con-

stamment depuis jusqu'k /;, en sorte que si p et q designent deux noinbres

compris entre et /(. f(j))—/'(<?) ait toujours un signe oppose a celui de p— q.

Cela pose. considerons Tintegrale:

(1) [^Km
dans laquelle / est une quantite positive, et voyons ce que cette integrale de-

viendra ä mesure que / croit. Pour cela partageons-la en plusieurs autres

prises la premiere depuis ß ^ jusqu'ä ß= ~ , la seconde depuis ß^ -^ jusqu'ä

/?=-^. et ainsi de suite . Tavant-derniere ayant pour limites (?•— 1)^ et

—^ . et la dernlere —'— et /(, --4- desiünant le plus o-rand multiple de -r- qui

soit contenu dans /(. II est facile de voir que ces integrales nouvelles, dont

le nombre est r-hl. sont alternativement positives et negatives, la fonction

placee sous le signe d'integration etant evidemment toujours positive entre les li-

mites de la premiere, negative entre les limites de la seconde et ainsi de suite.

II n'est pas moins facile de se convaincre que cliacnne d'elles est plus petite que

la precedente, abstraction faite du signe. En eifet y designant un entier << r,

les expressions:

(V-I)y ^
-j-

'

representent deux integrales consecutives. Rempla(;-ons dans la seconde ß par

-7--{-ß; eile se changera ainsi en celle-ci:

/{ß+Y)'^

G. Lejeune Dirichlet's Werke. 16
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Oll ce qiii revient au uieme:

„ sin 15-1—^.-

(•-1)- V / J

Les deux integrales qivil s'agit de comparer ayant ainsi les memes limites, on

voit sans peine que la seconde a une valeiir nuniei'ique inferieure ii celle de la

premiere. II suflit pour cela de remarquer qu"!! suit de la sapposition faite

sur la fonction /(/:?):

et que dun autre cöte:

sin ( -.- + /j'j> sin/i\

les arcs /^ et ^ -\- ß etant l"un et lautre moindres que ~, car il en resulte lin-

egalite

:

qui ayant lieu pour toutes les valeiu's de /^ internu'diaires entre les limites (*'— 1)-;.^

et -^ , tait voir. eonime nous Tavons dit. que chaque integrale est plus grande

que Celle qui la suit, abstraction l'aite du signe. Cette circonstance a lieu a

fortiori, lorsqu'on compare ravant-derniere ä la derniere, attendu que la diife-

rence des limites —^ et h de la derniere est inferieure ä ~ , difFerence com-
?- t

mune des limites de toutes les autres.

Examinons actuellement un peii [ilus en detail Tintegrale du rang f.

qui est:

(,-t)^

Conune la fonction de ß qui se trouve sous le signe /' est le produit

des facteurs "'"^f et f(ß). riui sont Tun et l'autre des fonctions continues de
sin|3 •'^' ^- ^
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ß entre les limites de rintegratioii. et coimne d'un autre cöte le premier de ces

facteurs conserve toiijours le meme sigiie entre ces meines limites, on conclura,

en vertu d\m theoreme connu, que Tintegrale consideree est egale ä Tintegrale

du premier facteur multipliee par une quantite comprise entre la valeur la plus

grande et la valeur la jilus petite de l'autre facteur. Le second facteur de-

croissant depuis la premiere limite jusqu'a la seconde, la quantite dont il s'agit

est comprise entre _/'(-^—^^^) ^*/(^^)' ^'^ la designant par^,,, notre inte-

grale sera equivalente ä:

L'integrale que renferme encore cette expression, depend :i la fois de

V et de i. Elle est positive ou negative selon que y— 1 est pair ou impair;

nous la designerons desormais par A',,, abstraction faite du signe. Nous aurons

bientöt besoin de connaitre la limite vers laquelle eile converge, lorsque, p

restant invariable, / devient de plus en jjlus grand. Pour decouvrir cette limite,

rempla^ons ß par -^, y etant une nouvelle varialile. Nous aurons ainsi:

J fsiuU)
(K-I).-. V l I

Sous cette forme, il est evident qu'elle converge vers la limite:

suiy

1.-1). '
k,

que pour abreger nous designerons par /,,. abstraction faite du signe.

Oh sait que Tintegrale / ^^

—

- dy a une valeur finie et egale ii ~ • Cette

integrale peut eti-e partagee en une infinite d'autres, prises la premiere depuis

/ = jusqu'a y ^ n, la seconde depuis ;' = ti jusqu'ä y = ^n, et ainsi de suite.

Ces nouvelles integrales sont alternativement positives et negatives, chacune

d'elles a une valeur numericjue inferieure ä celle de la precedente, et celle du

i-ang V est k\., abstraction faite du signe. La proposition qu'on vient de citer,

revient donc a dire que la suite infinie:

16*
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(2) l:,— k„-\-k^—k^+k^— etc.

1 , TT

est convergente et a une sonmie ecale a ^•

Les termes de cette suite allant toujours en decroissaiit. il siiit dune

proposition connue que la somme des n premiers termes est snperienre ou infe-

rieure a -^ , selon que n est impair ou pair, et que cette somme (ju"on peut

desigiier par .S'„, diftere de '_y d'uiie quantite moindre que le terme suivant A'„_^j.

Reprenons actuellement Tiiitegrale (1) et eherchons ;i determiner la limite

vers laquelle eile converge lorsque / croit indefiniment. En faisant ainsi croitre

le nombre i, les integrales dans lesquelles nous avons decompose l'integrale (1),

changeront sans cesse de valeur en meme temps que leur nombre augmentera:

il s'agit de connäitre le resultat de ce double cliangement lorsqu'il continue in-

definiment. Pour cela, prenons un nombre entier j?i (qu"il soit suppose pair

pour Y)\us de simplicite) et supposons que le nombre ?h reste invariable pendant

que t croit. Le nombre r, qui croit sans cesse avec /. finira bientöt p)ar sur-

passer le nombre invariable vi, quelque grand qu'on lait ehoisi.

Cela pose, partageons en deux groupes les integrales dont la somme est

c-quivalente a Tintegrale (1). Le premier groupe comprendra les m premieres

de ces integrales, et le second sera compose de toutes les suivantes. On aura

pour la somme du premier groupe:

(3) A', o ,

—

a; f , -h a; j)3— A>, H a;, o^,_

et le second, dont le nombre des termes croit sans cesse avec t, a pour pre-

miers termes:

W ^^„+1 e,„+,- Ä'„,+, e„,+,+• •
•

Considerons separement ces deux groupes. Le nombre / eroissant inde-

finiment, la somme (3) convergera vers une limite qu'il est facile de determiner.

En efFet, les quantites (),, p.,, .... ^,„ qui sont comprises la premiere entre f(0)

et /(-.-), la seconde entre /'(^l et /(—-), et la deriiiere entre /(-—^^
j

et/( —r—
I convergent chacune vers la limite /(O), lorsque, m restant invariable,

t croit sans cesse. Dun autre cote nous avons vu que les quantites:

Ä',, a;, . . ., a:,„

convergent dans les memes circonstances respectivement vers les limites:

k, k,, . . ., k .
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Donc la somme (3) converge vers la limite:

(k-/c.^^k.^ -^'J/CO) = S„/(0),

ce qui veut dire qiie la (Ufference entre la soiniue (3) et 'S',„/(0) finira tou-

jours, abstractiou faite du signe, par etre constaniment inierieure a w, oj de-

signant iine quantite positive aiissi petite qae Ton veut.

Considerons pareillement la sonime (4), dont le nombre des termes aug-

mente sans cesse. Ses termes etant alternativement positifs et negatifs, et

chacun d'eux ayant une valeur numerique inferieure a celle du terme precedent,

comme nous l'avons vu plus haut, en considerant les integrales que ces termes

representent, il suit d'un principe connu*) que cette somme, quel que soit le

nombre de ses termes, est positive comme son premier terme Km+\Qm+i et a

une valeur' inferieure a celle de ce terme. Or ce premier terme convergeant

vers la limite /l'„,+i/(0)5 ü s'ensuit que la somme (4) finira toujours par etre

inferieure ä /i„,_^.,/(0) augmente d'une quantitt^ positive oj' aussi petite que Ton

veut. En combinant ce resultat avec celui que nous avons obtenu sur la

somme (3), il n"y a qu'mi instant, on verra que l'integrale (1) qui est la somme

des expressions (3) et (4) finira toujours par diffei-er de <S„,/(0) (Firne quantite

moindre, abstraction faite du signe, que w+ "^' -I- /l',„+i/(0), oj et oj' etant deux

nombres d\me petitesse arbitraire. D'un autre cöte »S',„ differe de ^ d'une

quantite numeriquement inferieure h /c,„^i: donc Tintegrale finira toujours par

ditferer de -^/(O) d'une quantite moindre que w-hw'-f- 2/i,-,„^]/(0), abstraction

faite du signe.

Comme m peut etre clioisi tellement grand que k,„_^_^ soit moindre que

tonte grandeur donnee, il s'ensuit que l'integrale (1) finira toujoui-s, lorsque t

croit sans limite, par differer constamment de ^/(O) d'une quantite moindre,

abstraction faite du signe, qu'un nombre aussi petit que Ton veut. II est ainsi

*) Le principe sur lequel nous nous appuyons peut etre euonce de cette maniere.

Les lettres A, Ä , A'', . . . designant des qaantites positives en nombre quelconque et telles que

:

A > A' > A" > etc.,

la quantite:

A— A'+A"—A"'+ etc.

est positive et inferieure k A. Cela resulte immediatement de ce que la quantite precedente peut etre mise

sous l'une et l'autre de ces deux forines:

^A-A')+ (A"~ A'")+ etc.,

A— (A'—A")— (A"'—A^^)— etc.



126 SUR LA COXVERGEXCE DES SERIES TRIGONOJIETRIQUES.

prouve, que l'inteoTale (1) converge vors la liinite -^/(Ü) pour des valeurs

croissantes de i.

Siipposons inaintenant que la fonctioii /(/)*). au lieu d"etre tonjours de-

croissante depuis jusqu'ä h. soit constante et egale a l'unite. On pourra dans

ce cas determiner la limite vers laquelle converge T integrale (1) par les memes

considerations que nous venoiis d'eiiiployer: c'est ce qu'on voit tout de suite.

en se rappelant que la demonstration precedente est fondee sur ce que les inte-

grales, dans lesqaelles nous avons decompose l'integrale (1), forment une suite

decroissante. Or ce decroissement tient a deux choses, au decroissement du

facteur f(ß) et h Taccroissement du diviseur sin/S'. Si f(ß) devient un nombre

constant. Taceroissement de s'mß suffira toujours pour rendre chaque integrale

de la Serie plus petite que la precedente. On trouvera ainsi, eni supposant

toujours h positive et tout au plus egale ä -^ ,
que l'integrale I \ ^ dß con-

verge vers la limite -., • II suit de lä que Tintegrale j c^^-^dß, dans laquelle

c est une constante positive ou negative, converge vers la Junite c-^-

Nous avons suppose que la fonetion /(/^) etait decroissante et positive

entre les limites et h. La premiere circonstance ayant toujours lieu, c'est-

k-dire la fonetion etant teile que /(/))

—

/(([) ait un signe contraire ä celui de

P— 3 pour des valeurs p et q comprises entre et h, supposons que /(/?) ne

soit pas toujours positive. On prendra alors une constante positive c assez

gTande pour que c-{-/Xß) conserve toujours un signe positif depuis ß =
jusqu'ä ß = h. L'integrale

| f{ß) \- f- dß etant egale h la difterence de celles-ci:

sa limite sera la difterence des limites vers lesquelles eonvergent ces dernieres.

Or ces dernieres rentreiit dans les cas precedemment examines {c-hf(ß') etant

une fonetion decroissante et jiositive) et eonvergent vers les limites [c -l-./'(0)]^
et c 'j , d'oü il suit (pie la premiere converge vers la limite ^./(O).

Considerons actuellement une fonetion ./'(/>') croissante depuis <• jus-

qu'a /;. Dans ce cas —fiß) ^t>i"'i ^i'"^' fonetion decroissante. L'integrale
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I —fiß)—•'—y- (US convergera donc vers la liinite — -^-/(O), et par conseqaent

rintegrale
J

/(p')^'^'|-f^/^ ^'ei'^ la limite y/(0).

En reunissant ces resiütats, on aiira cet enonce:

' „Quelle que soit la fonction f{ß), pourvu qirelle reste continue entre

les liiiiites et h [h etant positive et tout au plus egale ä -^). et

qn'elle croisse oii qu'elle decroisse depuis la preiniere de ces liinites

J\ß)
"

• ^ dß finira par difterer con-

stamment de ^/(O) d'une (^uautite moindre que tout nombre as-

signable. lorscju'on y fait croitre / au delä de toute limite positive."

Designons pai- g un nombre positif difterent de zero et inferieur a h,

et sapposons que la fonction reste continue et croisse ou decroisse depuis q

Asin? iS

/j)
"

^ dß convergera alors vers une limite qu'il

est facile de decouvrir. On [lourrait y parvenir par des considerations ana-

logues a Celles que nous avons appliquees ä l'integrale (1); mais il est plus

simple de ramener ce nouveau cas ä ceux que nous avons consideres dans ce

qui precede. La fonction n'etant donnee que depuis fj jusqu"a h, reste entiei'e-

ment arbitraire pour les valeurs de ß comprises entre et g. Supposons que

Ton entende par /(ß), pour les valeurs de ß comjarises entre et g, une fonc-

tion continue et croissante ou decroissante depuis jusqu'ä g, selon que ,f(ß)

croit ou decroit depuis g jusqu'ä h: supposons encore que f(g— t) differe in-

finiment peu de f{g-\-s). si s decroit sans limite; ayant satisfait d'une maniere

quelconque ä ces conditions, ce qu'on peut toujours faii'e d'une infinite de ma-

uieres, la fonction /(ß) remplira depuis jusqu'ä h les conditions exjDrimees

dans l'enonce (5). Les integrales

:

pAß)-
sin|3

et ("iW^clß

convergeront donc lune et lautre vers la limite -;)-/(0). D'oü Ton conclut que

rintegrale
| /(/^) ,- ^ ^^Ä qui est la difference des precedentes, a zero pour limite.
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Ce noaveau resultat peut t?tre renn! en un seul enonce avec celiii que

noiis avoiis obtenu plus haut. On aura ainsi:

„La lettre h designant une quantite positive tout au plus egale ä ^.

et g une quantite egalement positive et en outre Interieure ä li.

(6)

l'inteerale:

f{ß)
siniß

sin/S

dans laquelle la fonction /(/?) est continue entre les liniites de Finte-

giation et a une niarche toujours croissante ou toujours decroissante

depuis ß = g jusqu'ä ß^h, convergera vers une certaine limite,

lorsque le nombre i devient de plus en plus grand. Cette limite est

ea'ale a zero, le seul cas excepte oii [/ a une valeur nulle, dans ce

cas eile a la valeur ^/(O)."

II est evident que ce resultat ne serait que legerenient nioditie, si la

fonction fQi) presentait une Solution de continuite pour ß = g et ß = h,

c'est-ä-dire si f(g) etait different de /(g-hs) et f(/i) de f(h— s), s de-

signant une quantite infiniment petite et positive, pourvu qu'alors les valeurs

/((/) et /(/() ne fussent pas infinies. II faudrait seulenient dans ce cas rem-

placer /(O) par /(«) dans Tenonce precedent, ce qu'on peut faire encore

meine quand il n'y a pas de Solution de continuite, attendu qu'alors /(«) est

egale ä ./"(O).

Nous sommes maintenant en etat de prouver la convergence des series

periodiques qui expriment des fonctions arbitraires entre des limites donnees.

La marche qne nous allons suivre nous conduira ä etablii* la convergence de

ces series et a determiner en nieme temps leurs valeurs. Soit (f>(x) une fofic-

tion de .r. avant une valeur tinie et determinee pour cliaque valeur de ,r com-

prise entre — n et n, et snpposons qu'il s'agisse de developper cette fonction

en une serie de sinus et de cosinus d'arcs multiples de x. La serie qui resout

cette question, est, connne Ion sait:

eoü;r\(f'(a')cosa(h(-\-cos2d' l(f((i')cos2u(la-\

in.((f/(«)siu«</K-f-sin"2.i- lf/(«)^iu 2«[/«H

'S integrales qui determinent les coefficients constants, etant prises de[)uis

CO Li'f^''^'''''^^
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« = — TT jusqu"ii a ^ TT, et ;r designant une qiiantite quelconque comprise enti-e

— TT et 71 (Theorie de la Chaleur, No. 232 et suiv.).

Coiisiderons les 2n-]-l pi-emiers tennes de cette serie (ji etant an nombre

entier) et voyons vers quelle limite convei-oe la sonime de ces termes, lorsque

n devient de plus eu plus uraiid. Cette somme peut etre mlse sous la forme

suivaiite:

1 /'+"'—
j (f(a)da[l-i-cos(a— .<')+cos2(«— .?•)-! hcoan(tt— .;)],

ou en somniant la suite de cosiiuis:

Tout se reduit niainteiiant h determlner la limite dont cette integrale

approche sans cesse, lorsque n croit indetiniinent. Pour cela nous la parta-

gerons en deux autres prises Fuue depuis — ,t jusquä .r. Fautre depuis .c jusqu ä jt.

Si l'on remplace dans la premiere « par x— 2ß, et dans la seconde « par

x-h^ß, ß etant une nouvelle variable, ces deux integrales se changeront en

celles-ci, abstraction faite du lacteiu* — :

TT

(9) • j f('r— 2ßy^ß et
o »(.y+ 2,j)(7,j.

n ' u ' .

Considerons la seconde de ces deux integrales. La quantite x etant

inferieure ou tout au plus egale a ti, abstraction faite du signe. ^(71— x) ne

pourra toniber hors des limites et 71. Si ^(tt— .r) = 0. ce qui a lieu lorsque

x = 71, l'integrale est nulle quel que soit n: dans tous les autres cas eile

convergera pour des valeurs croissantes de 11 vers une limite que nous allons

deterniinei'. Supposons d'abord 1(-t— x) inferieare ou tout au plus egale

ä ^, et remarquons que la fonction (f(x-\-"2ß) peut presenter plusieurs Solu-

tions de continuite depuis ß=0 jusqu'a ß = ^{71— .r), et qu'elle peut aussi

avoir plusieurs maxima et minima dans ce meme intervalle. Designons par

/. /'. /" /''-'. rangees selon Fordre de leur gi-andeur. les differentes valeurs

de ß qui presentent Fune ou Fautre de ces circonstances, et decomposons notre

integrale en plusieurs autres prises respectivement entre les limites:

et /. / et /'. /' et /", . . ., /'"^ et \(n— x).

G. Lejeune Diriclilefs Werke. 17
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Toutes ces integrales se trouveront dans le cas de Tenonce (6). Elles con-

vergeront donc toutes vers la limite zero a mesure qiie n croit. ä Texception

de la premiere qui converge vers la limite -_yif(x-{-t), s etant im nombre in-

tiniment petit et positif. Si ^(^n— .r) etait superieure h ^71, ce qui arrivera

lorsque x a une valeur negative, on partagerait Tintegrale en deux autres, l'une

prise depuis /? = jusqu'ä ß = ^n, Fautre depuis /i' = ijr jasqu'a ß = ^(71— x).

La premiere de ces nouvelles integrales se trouvera dans le meme cas qne Celle

que nous venons de oonsiderer, eile convergera donc vers la limite -^(f(x-\-6).

Quant k la seconde. on pent la changer en celle-ci, en y rempla^ant p' par

71— /, •/ etant une nouvelle variable:

<f
(.c+ 271—2 y) . ' dy,

.'
^ .sm(rr— y)

ou ce qui revient au meme, n etant un entier:

/
, _ o N

•sm(2M+l))'
y(.c+2,T— 2y) ^-. '-^dy.
' ^ sm y

Elle a ainsi une forme analogue ä celle de la precedente: en la decomposant

comme precedemment en plusieurs autres, on verra qu'elle converge vers la limite

zero, le seul cas excepte, oü \(n-\-x^ a une valeur nulle, c'est-a-dire lorsque

x= — TT; dans ce cas eile approche continuellement de la limite (f(ji— «),

t avant toujours la meme signification. En resuniant tout ce qui precede,

on ti-ouvera que la . seconde des integrales (9) est nulle lorsque x = ,t,

(prelle converge vers la limite ^- [yC-T— f)+ y(— -tH-*)] lorsque x = — rr.

et (pie dans tous les autres cas eile approche continuellement de la limite

^(p(x^t).

La premiere des integrales (9) est entierement analogue ä la seconde;

en y appliquant iles considerations semblables. on trouvera qu'elle est nulle

lorsque .r = — .t. (|u"elle converge vers la limite --^[y;(,Tr— i)-l-y^(— -T-l-i)]

lorsque x = 71 et que dans tous les autres cas rlle a pnur limite-^- y)(.c—e).

Connaissant ainsi les Hmites de chacune des integrales (9), il est tacile de
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trouver la limite dont Tintegrale (8) approche sans cesse. lorsque n devient

de plus eil plus grand: 11 suffit pour cela de se rappeler que cette integrale

est egale a la somnie des integi-ales (9) divisee par n. Or, Fintegrale (8) etant

equlvalente a la somme des 2;i-|-l premiers termes de la serie (7). il est

23roiive que cette serie est convergente, et Ton trouve au moyen des resultats

precedents qu'elle est egale ä:

pour toute vaK'ur de .r eomprise entre — ,t et n. et que pour eliacuiie des

valeurs extremes n et — n. eile est egale ii:

L'expose preeedent einbrasse tous les cas: il se siniplifie lorsque la

valeur de x qu'on considere nest pas une de Celles qui presentent uiie

Solution de continuite. En etFet les quaiitites y(.r-H*) et (p(x— s) etant

alors l'une et l'autre equivalentes ä y:(.r). on voit que la serie a pour va-

leur <f(x).

Les conslderutions precedentes prouvent d'une nianiere rigoureuse que,

si la fonction (f{/). dont toutes les valeurs sont supposees finies et deter-

minees, ne presente qu'un nonibre iini de Solutions de continuite entre les

limites — n et n, et si en outre eile n'a qu'un nombre determine de inaxima

et de niiniina entre ces memes limites. la serie (7), dont les coefficients sont

des integrales definies dependantes de la fonction (f{-v), est convergente et a

une valeur generalement exprimee par:

oü t designe un nombre infiniinent petit. II nous resterait a considerer les

cas oü les supj^ositions que nous avons faites sur le nombre des Solutions de

continuite et sur celui des valeurs maxiiua et minima cessent d'avoir Heu. Ces

cas singuliers peuvent etre ramenes a ceux que nous venons de considerer.

II laut seulement, pour que la serie (8) presente un sens lorsque les Solutions

de continuite sont en nombre inlini. que la fonction y(.i) remplisse la con-

dition suivante.

II est necessaire qu'alors la fonction y(.i) solt teile que, si Ton de-

signe par a et b deux quantites quelconques comprises entre — n et ,^, on

puisse toujours placer entre a et h d'autres quantites r et s assez rapprocliees

pour que la fonction reste continue dans Tintervalle de r a s. On sentlra

17*
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facilement la necessite de cette restriction eu considerant qiie ]es differents

termes de la serie sont des integrales definies et en remontant ä la notion

fondanientale des integrales. On verra alors qiie l'integrale d'une fonction ne

signifie qnelque chose qa'autant que la fonction satisfait a la condition prece-

deniment enoncee. On aurait un exemple d'iine fonction qui ne remplit pas

cette condition, si Ion supposait <f(x) egale ä une constante deterniinee c

lorsque la variable x obtient une valeur rationnelle. et egale ä une autre con-

stante d, lorsque cette variable est irrationnelle. La fonction ainsi definie a

des valeurs finies et determinees pour toute valeur de x. et cependant on ne

saurait la substituer dans la serie, attendu que les differentes integrales qui

entrent dans cette serie, perdraient toute signification dans ce cas. La re-

striction qne je viens de preciser, et celle de ne pas devenir infinie, sont les

seules anxquelles la fonction (f(x) soit sujette et tous les cas qu'elles n'excluent

pas peuvent etre i-amenes ä ceux que nous avons consideres dans ce qui

precede. Mais la chose, pour etre faite avec toute la clarte qu'on peut

desirer, exige quelques details lies aux principes fondamentaux de Tanalyse'

infinitesimale et qui seront exposes dans une autre note, oü je m'occuperai

aussi de quelques autres proprietes assez remarquables de la serie (7).

Berlin. Janvier 1829.
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ÜBER DIE DARSTELLUNG GANZ WILLKÜRLICHER
FUNCTIONEN DURCH SINUS- UND COSINUSREIHEN.

Die merkwürdigen Reihen, welche in einem bestimmten Intervalle Func-

tionen darstellen, welche ganz gesetzlos sind oder in verschiedenen Theilen

dieses Intervalls ganz verschiedenen Gesetzen folgen, haben seit der Begrün-

dung der mathematischen Wärmelehre durch Fourier so zahlreiche Anwen-

dungen in der analytischen Behandlung physikalischer Probleme gefunden, dass

es zweckmässig erscheint, die für die folgenden Bände dieses Werkes bestimmten

Auszüge aus den neuesten Arbeiten über einige Theile der mathematischen

Physik durch die Entwickelung einiger der wichtigsten dieser Reihen feinzuleiten.

§• 1-

Man denke sich unter a und h zwei feste Werthe und unter ,r eine ver-

änderliche Grösse, welche nach und nach alle zwischen a und b liegenden

Werthe annehmen soll. Entspricht nun jedem x ein einziges, endliches y, und

zwar so, dass, wähi'end x das Intervall von a bis h stetig durchläuft, y ^f(x)
sich ebenfalls allmählich verändert, so heisst y eine stetige oder continuirliche*)

Function von x für dieses Intervall. Es ist dabei gar nicht nöthig, dass y in

diesem ganzen Intervalle nach demselben Gesetze von x abhängig sei, ja man

braucht nicht einmal an eine durch mathematische Opei'ationen ausdrückbare

Abhängigkeit zu denken. Geometrisch dargestellt, d. h. x und y als Abscisse

und Ordinate gedacht, erscheint eine stetige Function als eine zusammenhän-

gende Curve, von der jeder zwischen a und h enthaltenen Abscisse nur ein

Punkt entspricht. Diese Definition schreibt den einzelnen Theilen der Curve

kein gemeinsames Gesetz vor; man kann sich dieselbe aus den verschieden-

artigsten Theilen zusammengesetzt oder ganz gesetzlos gezeichnet denken. Es

*) Da im Folgenden nur von stetigen Functionen die Rede sein wird, so kann der Zusatz ohne

Naclitheil wegbleiben.
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oelit hieraus hervor, dass eine solehe Function für ein Intervall als vollständiji"

bestimmt nur dann anzusehen ist. wenn sie entweder ffir den ganzen Umfanü'

desselben graphisch gegeben ist. oder mathematischen, für die einzelnen Theile

desselben geltenden Gesetzen unterworfen wird. So lange man über eine Func-

tion nur für einen Theil des Intervalls bestimmt hat, bleibt die Art ihrer Fort-

setzung für das übrige Intervall ganz der Willkür überlassen.

Es seien A und ß die Endpunkte von a und b. und cr//i die der Func-

tion /'(.(•) entsprechende Curve, so ist klar, dass mit dieser Function auch der

Flächenraum Aceyßß bestinnnt ist, welcher von den Ordinaten Acc. B ß. dem

Stück AB der Abscissenachse und der Curve ayß begrenzt wird, wenn er sich

o-leich nicht immer genau angeben lässt. Dieser Raum heisst bekanntlich auch

das bestinnute Integral der Function f(x), von a bis h oder zwischen den

Grenzen <i und h genommen, und wird durch
\
f(x)clx bezeichnet. Der Ur-

sprung dieses Zeichens liegt in der Art. wie die Infinitesimalrechnung einen

Flächenraum oder ein solches Integral betrachtet. Wird die Linie .45 ^ /> — a,

in eine Anzahl n gleicher Theile zerlegt, deren gemeinschaftlicher Wertli

= — = d'. und werden durch ic und die Endpunkte der den Theilungs-

punkten 1, 2. 3. . . . entsprechenden Ordinaten. Parallelen mit der Abscissen-

achse gezogen, so entstehen n Rechtecke, deren Summe:

(1) <?/(a)-h<J/(a-f-rf)-l-J/(a+2(J)H H<J/(«-h(M— 1)J),

wie sich leicht streng beweisen lässt, und wie es auch schon die blosse An-

schauung ergiebt. bei unanflKirlichem Wachsen der Anzahl n zuletzt in den

Flächenraum AciyßB übergeht, d. h. man kann ii immer so gross wählen, dass

die Summe (1) von diesem Raum um weniger verschieden sein wird, als eine

noch so kleine, vorher bestimmte Grösse. Nimmt man.// — a und also auch

J" als positiv an, so erscheinen offenbar die in (1) enthaltenen Rechtecke als

positiv oder negativ, je nachdem sie auf der Seite der positiven oder der ne-

gativen y liegen. Umgekehrt verhält es sich, wenn Ij— a negativ ist. Es geht

also hieraus hervor, dass ein bestinnntes Integral
|

/'(.r)f/.r (wenn man dieses

als den Grenzwerth betrachtet, welchen (1) \uv ein tuiendliches n anniunnt)

nm" insofern als Flächenraum angesehen werden kann, als man Ihm letzterem

die Theile, welche auf entgegengesetzten Seiten der Abscissenachse liegen, ent-
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gegengesetzt und zwar die auf der Seite der positiven y liegenden als positiv

oder negativ nimmt, je nachdem h grösser oder kleiner als a ist.

§•2.

Aus der Definition des bestimmten Integrals als Grenzwerth von (1)

oder als Flächenraum mit der eben angegebenen Modification folgen fast un-

mittelbar mehrere Eigenschaften, die ich hier zusammenstelle, um mich im Fol-

genden leichter darauf berufen zu können: c bezeichnet, wie a und h, eine

Constante.

(2) ^mdx = -\hv)d.r,
a 'b

(3) jcfO>:)d.t = cffXxyiv,

(4) Jk-^)dx = J'7(*-6-)c/.r,

<« a+c

(5) j}(.)d. = \ff{^)d..

(6) flf(.,^±F(a;)] dx = ffQr) dx±fF(a-)dx,

Hat f(x) zwischen x = a und x = h immer dasselbe Zeichen, so ist

(7) . / f(x)dx positiv oder negativ, je nachdem jenes Zeichen dem von b— a

gleich oder entgegengesetzt ist.

Das Integral | ^(x')F(x)dx liegt immer zwischen Mj F(x)dx und

C8) f Nj F(x)dx, wenn Fix) innerhalb der Grenzen a und h sein Zeichen

nicht ändert und M und N respective den grössten und kleinsten

Werth*) bezeichnen, den (p(x) in dem genannten Intervall erhält.

Dieser Satz, welcher im Folgenden häufig Anwendung findet, ist leicht

aus den vorhergehenden abzuleiten. Nach den über M und N gemachten Vor-

*) Es ist wohl zu bemerken, dass hier bei der Vergleichung zweier Werthe hinsichtlich ihrer

Grösse auf die Zeichen Rücksicht genommen wird; r heisst grösser als s, oder geschrieben: r>s, wenn die

algebraische Differenz r— s positiv ist.

G. Lejeune Dirichlet's AVerke. 18
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aussetzLingeii bleiben:

M—(f{x\ ^(x)—N

zwischen .r = a und x = h stets positiv

;

sind daher in diesem Intervall entweder beide immer positiv oder beide immer

negativ, woraus vermöge (7) folgt, dass die Integrale:

j"'[.U-y(.zO]i^(.r)rf.r, j\cf{x)-N]F{x)d.v

gleiche Zeichen haben. Werden diese Integrale nach (6) und (3) in die Form:

M\ 'F{x)dx—
I

\{x)F{x)dx,
\ \.(x)F(.v)d.r—NJ ''F(.v)dx

gebracht, so ist die Behauptung bewiesen,

f Liegt c z\\"ischen a und h. so ist:

(9)
I
/lx)dx =

J
f(x)d.v+j /(.v^dx.

Dieser Satz sagt nichts anderes, als dass der Flächenraum
|
,t(/)dx durch die

der Abscisse c entsprechende Ordinate in zwei andere Flächenräume zerlegt wird.

Man kann durch wiederholte Anwendung desselben jedes Integral in eine be-

liebige Anzahl anderer Integrale zerlegen.

Es seht z. B. daraus hervor.

(10)
dass I cos2j».r(/,r ^ 0, wenn »i ii-gend eine von verschiedene ganze

Zahl bezeichnet.

Zerlegt man nämlich diesen Flächenraum in 2»; andere zwischen den Grenzen:

rt 1 rr 71 1 'Iti 2.T , o-t (2?»

—

\)7i , 2m7t
U und -.

, , und -.— , -,— und -.
, .... —-.

—^— und —.—

,

4»« ' Am im Am Am ' Am Am

SO sieht man leicht, dass der erste dem zweiten, der dritte dem vierten u. s. w.

gleich und entgegengesetzt ist.

Endlich ist für das Folgende noch die Kenntniss der Sunnne z der end-

lichen Reihe:

z = cosy--j-cos2^H hcos«^

erfordei'lich. Tm zur Bestinnnung derselben zu gelangen, multiplicire man die
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Gleichung mit 2cos,9- und verwandle die Cosinusproducte nach der bekannten

Formel 2cos/icos/ = cos(/y— ;')-|-cos(/y+j') in Sunnnen. Man erhält so:

22cos^ = 1-t- cosy-+cos2^H |-cos(7«— 1)^

-|-cos2x>--l-cos3^+co.s4y-H |-cos(«+ l)y.

Die Vergleiclumg der oberen Horizontalreihe mit der durcli z bezeichneten

Reihe ergiebt für dieselbe:

3-t-l— cosn^;

eben so tindet man für die untere

:

z— cos^+cos(m+ 1)^.

Werden beide Werthe eingesetzt, so kommt:

2rcos^ = 20+1— cos^+ co.s(«.+ l)y'

—

nosnO-;

Bringt man 2 z auf die andere Seite und dividirt durch 2(cosi9-— 1). so folo-t:

1 coanO-— co.s(w-|-l)^
^ ~ ~~Y'^ 2(1— cos i^)

Dieser Ausdruck für z wird vereinfacht, wenn man 2sin-ii9- für 1 — cos^ und

2 sin ^.9- sin (n+ i) .9- für cosn^— cos(n-|- 1).9' einführt und den gemeinschaftlichen

Factor 2 sin 1 «9- weglässt. Man findet so:

(11) cos^+cos2^H hcos«^ = —^+ --S!l±}}lL

.

2 2.S1UJ-:/

§. 3.

Verschiedene Aufgal)en der mathematischen Physik erfordern die Dar-

stellung einer für das Intervall von bis n ganz willkürlich gegebenen Func-

tion /(x) durch eine unendliche Reihe von folgender Form:

«1 sia.'c-|-a2sin2c!;H-a3sin3A-H ,

wo ffi, a.,, a^, . . . von x unabhängige Grössen bezeichnen. Der natürlichste Weg
zu der verlangten Reihenentwicklung scheint der sogenannte Uebergane vomo c O Do
Endlichen zum Unendlichen zu sein. Man denke sich nämlich zunächst die

Reihe aus einer endlichen Anzahl (?? — 1) von Gliedern bestehend, d. h. man be-

trachte den Ausdruck:

«, siu.c-l-«., sin 2.i;H \-a„-\ sin^u— l)a:.

Die darin enthaltenen willkürlichen n— 1 Coefficienten Oj, a^, .... a„_^

lassen sich so bestimmen , dass dieser Ausdruck für eben so viele besondere

Werthe von x. nämlich - , ^^, .... (n— 1) — , der gegebenen Function /(.t-)

18*
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gleich wird. Lässt man, nachdem die Werthe der Coefficienten gefimden worden

sind, n ohne Grenzen w^achsen, so geht die endliche Eeihe in eine unendliche

über, die Werthe—, ^^, .... (n— 1)-^ rücken einander immer näher und

erflillen zuletzt das ganze Intervall von bis n, so dass die Gleichheit der

Function und der unendlichen Reihe für den ganzen Umfang desselben Statt findet.

Die Gleichsetzung der gegebenen Function /(;t') nnd der endlichen Reihe

für die vorher angeführten besondern Werthe erc'iebt foloende Bedinounoen

:

TT. ^^Tt m.TI
H-«„_isiii (m—1)— = / — ),

. in . 2m7T
,

. _,. .. TT .{'27t\
a.,sin

1
[-«mSiii 1 hö«—isiujif?*— 1)

—

= /l 1,
n n ^ ^ n \ 71 J

—f-«n-i.siu3(«— 1) —

-

= f\ I,
W ' \ 71 J

. in . Qn . imn
«,sin f-ß«sm 1

|-«,,.siu

. , ^ , 5T . , ., 7nn . . ^,„ TT .( , ^^ n\
ß,sm(n—1)— H f-ff,„sm(«—1)^^H l-«„-usni(H—1)-— = f\{n—\)~j-

Um aus diesen n— 1 Gleichungen liegend einen der darin enthaltenen

Coefficienten, z. B. o„, (wo ?n eine der Zahlen 1, 2, 3, . . ., n — 1) zu erhalten,

multiplicire man diese Gleichunoen der Reihe nach mit 2 sin

—

'—
, 2sin-^^

—

'—

,

^ ° n 71 '

2 sin ^. .... 2sinC« — 1)—'- und addire nachher alle zusanmien. Die so
71 '

^ ^ n

entstehende neue Gleichung wird «,„ allein enthalten und zur Bestinunung dieser

Grösse führen. Um sich hiervon zu überzeugen, betrachte man den Inbegriff

aller Glieder, die in dieser Gleichung irgend einen Coefficienten a,, enthalten,

wo h wie m eine in der Reihe 1, 2, 3, .... n— 1 enthaltene Zahl bezeichnet.

Setzt man a,, als gemeinschaftlichen Factor heraus, so ei-hidt man als Vereini-

gung aller dieser Glieder:

(,
. 7nn . Im , •. 2mn . lim ^ , ,n 7nn . , .., n\

2 sin sin h^sin sin
1

h-sinf«

—

1)— — sinf?*— 1)« — I,
71 n ri n n 7i )

und man beweist leicht, dass der Ausdruck zwischen den Klammern der Null

gleich ist, wenn h von //( verschieden ist. Schreibt man näinlich statt der

Sinusproducte Cosinusdifferenzen, so geht derselbe in folgende Differenz über:

(12)

cos (?«— li)-—1- cos 2 ('/«— /() 1 h cos (w— 1 ){m— li)—

11 TZ TT TT \— I cos(m4-A) l-cos2(7«-f-A) 1 |-cos(h— l)(?)i4-/(.) — l-
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Jede dieser Reihen lässt sich nach Formel (11) summiren. Wenn man

dort & = (m— h) ^ setzt und n in n— 1 verwandelt, so findet man für

die erste:

^ sin (ii— 1)(m— h)—
1 71— ^H

2 sin (771— h) -=:—
2n

Erinnert man sich, dass fiir irgend eine ganze Zahl /:

sinQ 71— y) = +siii>';

wo das obere oder das untere Zeichen gilt, je nachdem / gerade oder ungerade

ist, so sieht man gleich, dass:

sm(7i— ^)(m— /')— = sin((»;— /()rr— (??i— A)-^— j = zpsin(m~h)-^—

,

und dass also die erste der Reihen (12):

cosC?»— h) ~ 1-0082(7»— /()
-—

I hcosf«

—

'^('m— ä) —71 n \ y\ ^
^j

den Werth — 1 oder hat, je nachdem 7n— h gerade oder ungerade ist.

Aehnlicherweise ergiebt sich für die zweite Reihe (12):

— (cos(?»-H/0-^- +cos2(?«+/0-^-H f-cos(w—1)(ot-|-A) —

)

der Werth H-1 oder 0. je nachdem m-hh gerade oder ungerade ist. Bemerkt

man nun, dass m— h und m-i-h entweder zugleich gerade oder zugleich ungerade

sind, da ihre Summe 2 m gerade ist, so sieht man auf der Stelle, dass der Aus-

druck (12) verschwindet, wie es früher behauptet wurde.

Es ist nicht zu übersehen, dass das oben gefundene Resultat wesentlich

voraussetzt, dass h von ni verschieden ist. Für den Fall, wo h = m, erscheint

der Ausdruck für die Summe der ersten der Reihen (12) in der Form ^r • und

die vorige Bestimmung verliert ihre Gültigkeit. Man erhält aber in diesem

Falle, da alle Glieder dieser Reihe der Einheit gleich werden, sogleich für ihre

Summe n— 1, während die zweite den Werth 1 annimmt, indem m-l-A ^ 2m
in diesem Falle gerade ist. Der Ausdruck (12) verschwindet also für jedes h,

welches von m verschieden ist, für h = m hingegen erhält er den Werth n.

Es geht daraus hervor, dass die Gleichung, deren Entstehung man oben näher

ano-eoeben hat, in der That nur den einzitjen Coefficienten a,,. enthält und von

folgender sehr einfachen Form ist:

^ . niTt .( 7t\ , . 27M7r .( 2n\ -, • , ^s in^ ^-f ('^—^)^\
na„, = 2sm / --M-'-sm r\ H h2sm(w—1) 1\- —

71 • \n J 71 ' \ n J ^ ?« ' V II I
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und folglich:

«„. = — sin r — H-sin M H l-siii(«— 1) t\~ ^
•

n \_ 71 \ 71 J 71 \ 71 J n ' \ n JA

Xuchdem die Coefficienten der endlichen Reihe gefunden worden sind,

bleibt zu untersuchen, wie sich der Coefficient, welcher eine beliebige, aber be-

stimmte Stelle einnimmt, bei unaufhörlich wachsender Gliederzahl verändert,

d. h. es bleibt der Werth auszumitteln , den der vorhergehende Ausdruck für

a„, annimmt, wenn man )i unendlich gross werden lässt, während m constant

gedacht wird. Schreibt man den Ausdruck wie folgt:

a,„ = — —sin /l -h — sin aI— H sm / - +•••
Tt \_7i \ 71 ) \ n J 71 \ 71 ,!• \7ij n n \ n )

..._l sin(»— 1) / («—1)— K

SO erhellt sogleich aus der Vergleichung der Summe zwischen den Klammern

mit der Gleichung (1), dass füi- n = oo die Summe in das bestimmte Integral

I
smmxf(x)d.r übergeht.

u

Die alsdann zu einer unendlichen gewordene Reihe stellt aber, wie früher

bemerkt worden, die Function /(.r) für alle zwischen und n gelegenen Werthe

von .r dar. und wir haben also für den ganzen Umfang des genannten Intervalls:

(13) /"(.?•) = ö, sin A'-+-a, sin 2.1-1 h«mSm?H.i'H ,

in welcher Reihe die Coefficienten nach der allgemeinen Gleichung:

2 p

.

a,„ = —
I siü.m.vj(a:)da:

ZU bestimmen sind.

Man kann durch ähnliche Betrachtungen zu einer Reihe gelangen, welche

nur die Cosinus von x und dessen Vielfachen enthält, und die Function /(.i')<

wie die gefundene Sinusreihe, für dasselbe Intervall von bis n darstellt.

Kürzer en-eicht man jedoch diesen Zweck, wenn man das schon gefundene Re-

sultat (13) benutzt. Setzt man in demselben statt /(x) das Product 2/(.T)sin.i-.

so erhält man:

2 sin.)/(.?;) = ö, sin.e+a2sin2,rH \-a„ii'mm.v-{ ,

wo:

2 f"^^
I 2sin7??.rsin.r /'(.r)f/j;.
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Dieser Werth für fl„, lässt sich auch so schreiben:

2
I cos(/«— 1) xf(a^ d.v I cos(w -I- 1) cr/'(-c) dx,

oder, wenn man zur Abkürzung setzt:

92 /•''— I cos/iA/(.^')f/i•
7r^

WO A eine ganze positive Zahl mit Einschluss der Null bezeichnet:

(/„, = i,„_,— 6,,,+,.

Nimmt man successive ?n = 1, 2, 3, . . . und substituirt in obige Reihe,

SO kommt:

2sina;f(.r) = (b^— &,)sin.r+(i,— i,).sin2j;-|-(6,— öJsin3a;H
,

oder wenn man nach b„, b^, b.,, ... ordnet:

2sin.i-/'(^-) = 6„sin*-+6, sin2^+i,(sin3.c— siii.«)+Ö3(siu4j:^sin2.r)-h etc.

Durch Einführung der Producte 2sina;cos>i', 2sin.x'cos2,r, . . . an die Stelle von

sin2a:, sinS.r— sin.r, ... wird die ganze Grleichung durch 2sin,i' theilbar, und

man erhält nach Entfernung dieses gemeinschaftlichen Factors:

(14) /(.r) = hb^^-'rb^cosx-\-b^cos'2,x-\ [-b,„(iosnix-\

Diese Gleichung gilt wie die Gleichung (13), aus der sie abgeleitet ist, für alle

Werthe zwischen und n, und der allgemeine Coefticient b,„ ist:

2 /"'— I cosmxj(x)dx.

Obgleich die Reihen (13) und (14) beide eine ganz beliebige Function

f{x) für das Intervall von bis n darstellen, so sind sie doch wesentlich von

einander verschieden. AVährend die letztere wegen der bekannten Eigenschaft

des Cosinus, für entgegengesetzte Werthe des Bogens gleich zu sein, durch die

Verwandlung von x m — x unverändert bleibt, nimmt die erstere in dem-

selben Falle den entgegengesetzten Werth an. wie eben so leicht aus der Natur

des Sinus erhellt. Man sieht hieraus leicht, dass man unter gewissen Um-
ständen eine Function von x für das Intervall von — n bis n durch die Reihe

(14) oder (13) darstellen kann. Denkt man sich nämlich unter f(x) eine von

.1" = bis X = 71 ganz beliebig gegebene Function von x, und setzt diese Func-

tion oder Curve von x = bis x = — n so fort, dass immer:
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SO wird diese Function von x = n bis x = — n. durch die Reihe (l-i) ausgedrückt

Averden können, denn diese Reihe gilt immer von bis n. und da sie bei der

Verwandkxng von x in — .r unverändert bleibt, welches nach der angegebenen

Art der Fortsetzung auch bei der Function der Fall ist, so stellt sie diese auch

von bis — n dar. Ganz auf dieselbe Weise überzeugt man sich, dass wenn

man eine von bis ti beliebig gegebene Function so fortsetzt, dass:

A-^) = -/(•'•)

für eine solche Function zwischen .r = — n und ,r = rr die Reihe (13) gilt.

Auf diese einfache Bemerkung kann man eine Reihe gründen, welche die Reihen

(13) und (14) als besondere Fälle in sich begreift und eine von ,r = — n bis

X = 71 ganz willkiirlich gegebene Function fix) darzustellen geeignet ist. —
Bringt man nämlich (fix) in die Form:

(f{x)^(f(—x) y('^)—y(— •^)

2 2'
so hat der erste Theil ——^

—

— die Eigenschaft, durch Vei'wandlung von

X in — X unverändert zu bleiben, und ist also nach dem Vorhergehenden von

.r = — n bis x = n durch (14) ausdrückbar. Eben so lässt sich offenbar der

zweite Theil —^ durch die Reihe (13) darstellen, und man hat also

für den ganzen Umfang des Intervalls von — n bis n, wenn man beide Theile

vereinigt

:

(y(.r) = \b^-i-h^cos,x-^b^cos2x-\ \-bmCOsmx-\

y -ha, siii.i'-|-«^sin2.rH |-a,„siu??i,«H ,

wo die Coefiicienten durch die Gleichungen:

1 f
bm ^ —

I c(>ümj:\(^ifx)-\-(f{— J^y\dx.

1 /""

rt,„ = ^J >i\nm.r[(f,{.r)—(f{_—d')]dx

zu bestimmen sind. Man kann diesen Ausdrücken eine einfachere Form geben.

Es ist nändich:

I mümx[(f(jc)-\-(f(^— a-y^dx ^ \ cosvix (f^x^dx -{- j coamx<fi(—x)dx

u 'o

und nach (.")):

I cosmx<f(—.ai)dx = —
I cos7nx(f(x)dx,
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oder riiic'h (2), = j cofimx <f{x)(h\ tblglioh:

—n

oder iiai'li (9):

1 r+"
li,i, = — I COA m.v(f(^.r)d,e.

—71

Ebenso ergieht sich:

a„, = —
I •imvi,r(fQr)dx.

§-^-

Wie iKiti'irlieli und wie befriedigend aueb ;uif den ersten Blick der Gang

erscheinen mag, welcher uns zu den Reihen des vorigen Paragraphen geiührt hat,

so findet man doch bald bei genauerer Erwägung, dass derselbe als strenger Be-

weis für die Giiltigkeit dieser Reihen etwas zu wiinschen fibrig lässt. Es geht

aus dem Begritt" des bestimmten Integrals, wie dieser in (1) festgestellt wurde,

unbestreitbar hervor, dass irgend ein Coefficient ^/„,. welcher in der endlichen

Reihe eine bestimmte Stelle m einnimmt, bei uuaufliürlichem Wachsen von n

in das Integral "
|

sniJ//,r/(.-j-)r/,r übergelit. allein man darf nicht vergessen,

dass durch das Zunehmen von n zugleich innner mehr neue Glieder hinzu-

kommen. Um die Richtigkeit der Reihe (13) zu beweisen, müsste man sich

die Glieder der endlichen Reihe in zwei (Truj^pen zerfällt denken: die erste

würde alle Glieder bis zu einei- bestimmten unveränderlich gedachten Stellen-

zahl in. die zweite alle übrigen enthalten. Könnte man • nun zeigen, dass,

während die Coefficienten der Glieder der ersten Gruppe sich ins Unendliche

den durch bestimmte Integrale ausgedrückten Werthen nähern, der Inbegriff

aller Glieder der z\veiten, deren Anzahl mit n unaufhörlich wächst, nie eine

oewisse von m abhäneiffe und zwar beliebio- klein ausfallende Grenze über-

schreitet, wenn man das //( gehörig gross wählte, so würde man die Gewiss-

heit erlangen, dass die Reihe (13) convergirend ist und die Function /'(.t) für

das Intervall von bis n wirklich darstellt. — Die Nothwendigkeit der eben

angedeuteten Nachweisung, wenn man den Uebergang vom Endlichen zum Un-

endlichen zu einem ganz strengen ^'erfahren erheben will, wird im höchsten

G. r.ejeune Dirichlet's Werke. 19
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Grade einleuchtend, wenn man der endlichen Keihe, von der man ausüeht. eine

andere Form giebt. Betrachtet man eine Reihe von der Form:

SO lassen sich die Coefficienten ebenfalls leicht so bestinnnen. dass die Reihe

für 71 Werthe von .v innei'hall) eines beliebigen Intervalls einer ganz willkiir-

lichen Function /(.r) gleich wird. Lässt man nach erlangtei- Bestimmung irgend

eines Coefficienten n unendlich wachsen, während die Stellenzahl m der Coef-

ficienten constant 1 »leibt, so nähei't sich der Coefficient unaufhörlich einem ge-

wissen Endwerth. und man würde also durch das im vorigen Paragraphen be-

folgte Verfahren zu der falschen Folgerung verleitet, eine ganz gesetzlose oder

stellenweise ganz anderen (Tesetzen gehorchende Function lasse sich diu'cli eine

nach Potenzen der Veränderlichen ,r geordnete Reihe darstellen.

Die Betrachtungen, die ilem Verfahren, welches uns die Reihe (13) ge-

liefert hat. die gehörige Strenge geben würden, sind so zusannnengesetzter Art.

dass wir lieber einen andern Weg der Beweisführung einschlagen. Wir werden

die Reihe (lö). welche die Ix-iden andern (lo) und (14) als besondere Fälle

in sich begreift, an und für sich untersuchen und, ohne etw;is von <lein Fi-ü-

heren vorauszusetzen, direct nachweisen, dass diese Reihe:

-1-(/|Sinx+«.,sm2j,'H |-«,„sin ?«.t-H , •

wenn man ihre Coefficienten durch die Gleichungen:

b„, = --
I cos ;«»(/ (./:)(/,(', n,„ = --

I

s\nm.r(j(.i)(Lr

bestimmt, inuner convergirt und füi- alle zwischen —.7 und .i enthaltenen

Werthe \(in .i dei- Function (fQr) gleich ist.

Schi'cilit man in den vorhergehenden Integralen statt .( einen andern

Buchstiilien «. was offenbar erlaulit ist, da ein bestinnntes Integral nur von

der Natur der Function und den AVerthen der (grenzen aldiängig ist. und setzt

die Werthe für die '2n-hl ersten Coefficienten i'in, so erhält man als Summe

der 2«-f-l ersten Glieder der Reihe:

1 /+"' 1
/"*'

1 i'+^
U(<f,(a)-\ cos.^• I (/«cos«y («)-! \- cos;(x

|
<lacosiia(/(u)

S't

1 /+"
1

/-*•'

siiij;! </((.siii«^((f)H h siii«./| <las\n>iuff(a)



DURCH SINUS- UND COSINÜSREIHEN. 147

oder nach (3) und (6):

1 r-*-"—
I

<Ia<f(a)[^-{-cos((c— ,r)-H-cos2(ß— .r)-l l-cos«C«— j)]

oder endlicli. wenn man die Cosinusreihe vermittelst der Formel (11) siuuinirt:

j I
sni(2«+l)^j—

ila
(f («)

Soll also die Keibe convergiren und den Werth (fQv) haben, so miiss der Unter-

schied zwischen (fQv) und diesem Integral, welches die Summe ihrer 2n-hl

ersten (TÜeder ausdrückt, bei unaufhörlichem Zunehmen von n zidetzt kleiner

werden als jede noch so klein <>edachte Grösse. Es ist nöthiir, der Lnter-

suchung dieses Integrals in seiner ganzen Allgemeinheit die Behandlang einiger

einfachen Fälle vorauszuschicken, aufweiche sich alle übrigen zurückführen lassen.

Man betrachte zunächst ilas Integral:
,

r siii(27t+l) |j

in welchem // wie vorher eine positive ganze Zahl bezeichnet. Setzt man statt

Sm(27l-{-l)ß -.
1 /11N •• 1 i V 1 1— „

—- den nach (11) äquivalenten Ausdruck:
amß ^ ^ '

l-|-2cos2,'}-f-2co.s4f?H h 2cos2(t^.

so erhellt nach (10). dass alle Glieder mit Ausnahme des ersten zwischen den

aiiseeebenen Grenzen integ-rirt verschAvinden, und man rindet:

r^ sin(2?i-|-l)i ,, n
J »\\\S 1

Setzt man zur Abkürzung 2/^-f-l = k und zerlegt das Integral in n-hl andere

zwischen den Grenzen U und '-, -. und — , - , . . ., -77 und ^, so folgt nach

(7), dass von diesen Integralen das erste positiv, das zweite negativ, das dritte

ijositiv u. s. w. sein wird, da f innerhalb der Grenzen des ersten positiv,
^ sinß

des zweiten negativ u. s. w. ist. Bezeichnet man das Integral des Ranges p,

19*
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(1. h. das von -^^—.-^ bis —^ senomineiie. abües^ehen von seiticm Zeichen, mit
k k ^

(>,, so dass also:

k

wo das obere oder untere Zeichen iiilt. je nachdem i> gerade oder nn;Li'erade

ist. so folgt leicht aus (8). da zpsin//)' von -

—

y bis j stets positiv bleibt,

dass p,, zwischen den lieiden Prodncten liegt, welche man erhält, wenn mau:

rk 2
(

zfs\nkßdß = y
k

mit dem srössten und kleinsten Werth midtiplicirt. den der Factor .
-- in

' sinjS

dem genannten Intervall annimmt.

Das vorhergehende Integral ist nach (4):

ü

oder nach (5):

= -yj si"/^"'f^ =
^.

wenn man zur Abkürzung den von / unabhängigen Werth
j

a'm/idii mit z/

<j

bezeichnet.

Was den Factor . betrifft, so ist dieser um so kleiner, als /)' grösser
smß ^

ist. Sein üW^ster Werth ist daher z 7^- und der kleinste , S(j

. (V 1)71 . VTl
sm -=^

—

T^— sin .

dass also:

J 1 , ^ J 1

sni ^
sn, ^,

Für das letzte Inte<rral p,,., gelten die (ii-enzen , und , , die sieh

'"'
k

auf diesellie Weise ergeben. Vergleicht man die (Irenzen. zwischen welchen
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je zwei auf einander tbloeiule Integrale liegen, so ergiebt sich auf der Stelle.

dass P|. (>., p.j p,,.^, eine abnehmende Reihe bilden, d. h.:

Das ursprüngliche, später in //+ l- andre Integrale zerlegte Integral hatte den

Werth ^- Es findet also folgende (ileichnng statt:

Aus der Abnahme der (irlieder (j, . (}.,. . . folgt leicht, wenn man die lieihe bei

ihrem 2m"'" und (2?/!-l- 1)'"' Gliede abbricht (wo natürlich 2m<C>i):

(16)

Um sieh zu überziMigen. dass diese Ungleichheiten statttinden. darf man

nur iH-merkcn. dass im ersten Falle die weggebrachten Glieder, wenn man sie

paarweise vereinigt, (t-,,,,^, — ?i,„+i.M ?s,„+3 — P2„.+4 positive Differenzen geben,

und dass man also etwas positives weglässt, und das Umgekehrte für den

zweiten gilt.

Wir wenden uns jetzt zu iler Betrachtung des Integrals:

J smß

wo h eine positive 4, nicht übersteigende Constante und ,/(/:^) eiiu' stetige

Function von /^ bezeichnet, welche, während /i von bis h wächst, immer

positiv bleibt und nie zunimmt. Ich sage absichtlich, nie zuninnnt. um den

Fall nicht auszuschliessen, wo /(/^) stellenweise oder für das ganze Intervall

constant bliebe. Der Buchstabe /l ist nur zur Abkürzung für 2;/+ l eingeführt,

und wir wollen untersuchen, wie sich S verändert, wenn // ohne (xj-enze

wächst. Es sei r-- das grösste in Ji enthaltene Vielfache von '—
, wo otfenbar

die ganze Zahl /• nicht grösser als u. sein kann, und man zerlege das Integral

in /'-f-1 andere, zwischen den Grenzen und '
,

' und "— , . . ., —^ und A,

so sind diese Integrale wieder abwechselnd positiv und negativ. Bezeichnet

man dasjenige, welches «lie if'" Stelle eimiimmt, abgesehen von seinem Zeichen,
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mit li,. so dass also:

* iiiakß

'<.=^f ^.*>''^
(I—1),-,

sin|3

wo wieder das obere oder das untere Zeielien i;ilt. je uaelideiii r gerade oder

ungerade ist. so hat mau:

N = A',— ß,-f-/.', ±i?,+,.

Die positiven Wertiie Iii. B... li.. . . . Iiildeii eine abnelnnonde lieilie. wie mau

sicli leielit ülierzeiiut . wenn mau auf li,. den Satz (8) anwendet. Man rindet

unter Berücksiclitiii'unp: <ler ülter ,/'(/^) g'emacliten Voraussetzung', dass:

„
/*

siiiA-,:;

J ^^
Slllrf

'

siii/-,:J

zwischen den l)eiden Prtxlueten:

(I— i) " ' (—

'

)T '

lie^t. d. h. also:

Vernlelcht man die untere (irenze {>,/{, )
lür //, mit der ohern für 7?,4.,

.

welche (v+i/l ,' ) ist. so foliit wegen (',. >(^4., . dass auch 7/, > 7^,._^i , wie

vorher behauptet wurde. IJricht man die Keihe N liei li.,,„ und /^i,„^, ab (wo

2?». <?•), so ergeben sicli die l ngleichheiten:

.S> R,—R,^R, ß„„

.

.s' < R, — Ii,+ R, i?2,„+ jRa,„+i

.

Die erste dieser Ungleichheiten wird nicht aufhöri-n. richtig zu bleiben,

wenn man statt der zu addirenden (llieder /»',. /»' ihre unteren Gi'enzen

p,
/'( '

j. (>:/{ y ). ... und statt dei' zu sulit riiliircniK-n /i.j. li,. . . . ihre oberen

*) Wäre/( j ^^.'^V 'i J' ^" ^^ürden liie lieideii (iicnzeii zu>amiin'ul;illeii, uiul ukhi
'(r— 1)77'

< / ' V T
iiiuss um alle Fälle /.u lunfasseii, mit ilem Zeiclieu i^-ir den .Sinn verliinden. dass' iiirlit kleiner als «• ist.



miUCH SINliS- UND COSIMSUKIIIKN. 151

(tiviizcii (':/(, |. (>ij\ i
I. ... setzt. Hienliircli iiiid diircli .Vii\veii(lnng des

iiiniiekchvteii Vertahreiis auf die untere rjiii,Ieiclilieit erliiUt iiian:

•s<i',/(0)-fe-o,),,(-^^)-(i,,-i,,,)/(^/) (i/,..-e,..^.lri''"'/').

Da die Dittei-eiizeii (>, — (>.,. </,— (/j. (/, — (>,, ... po.sitiv sind u\\<\ die Kiuictiou

/(/)') nie zuninuiit. so darf man ottenl)ar in der ersten I 'nuieielilieit /'( M

,

/['l )• • • • 1111(1 in der zweiten /(
~.^

j. /( .^ 1, . . . mit /(
"'"'

|
vei'taiisehen.

Es ist also:

,. , , .f2lll7T\
•">>(?,—?.+(?. e-,J/\

^. J,

Die Zahl '2)it ist kleiner als /', uml also um so mehr kleinei' als //, so dass die

Resultate (16) stattfinden.

Die doi't i;efinidenen V iiu'leichheiten lassen sich in die Form liriniicn:

-T rc

Vergleicht man diese, nachdem man von l)eiden Seiten der ersten <v^,,„+i abge-

zogen hat, mit den vorher erlialtenen Grenzen für S, so ergehen sich folgende

höchst einfache Resultate:

*<T-^(,-/; )+^--4-/- j+^M-^(**)-4 / J|-

I
Unser Zweck war. ilie allmähliche N'eränderung des Integrals:

zu untersuchen, wenn man in demseUien / == '2/i-+-\ niuunt und die ganze Zahl u

über jede Grenze hinaus wachsen lässt. Diese Frage wird auf der Stelle durch

die eben gefundenen Ausdrücke beantw'ortet. Nach dem Früheren ist die darin

enthaltene gerade Zahl 2 in für ein bestinnntes u insofern noch willkürlich, als sie
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jeden r nielit iil>ersteigeiideu Wertli hüben kann, wo r wie tViilier das liTösste

in — 1= C2»-t-l) enthaltene (ranze hezeiclniet. Da liiernaeh r offenbar
JT TT ^

gleichzeitig' mit /t über jede Grenze hinans wächst, so darf anch '2m jede (irenze

übersehreiten.

Denkt man sich nnn das gleichzeitige Wachsen von '2m und // so. dass

daliei --.— succes.sive jeden Grad von Kleinheit ei'reicht. so werden die t'iir .S

get'nndenen (Trenzen zuletzt zusammenfallen. Betrachtet man zimächst die un-

tere Grenze:

5T .f 2viTT \ .1 'Imn \

T-4 k )-?-+..^i /: j

so Avird unter der angegebenen Voraussetzung ihr erstes Glied zuletzt in .yf(p')

übergehen: was das zweite betrifft, so liegt der Factor (>:,„,+, nach Obigem

zwischen:
J 1 ^ J 1
—• S und —. Tjr -^r

k . imn k . (Im-irljn.m-j~ .s,n ^- -

Schreilit man diese in folgender Form:

und
2m7i . 2w7r C2m+l)7c . ,-, ^^ tt

'

sin^^^— ^ ^ .sui(2m-hl)-^

SO ist leicht zu sehen, dass beide zuletzt verschwinden. Durch das unaufhör-

:m TT

liehe Wachsen von 7» nähert sich , der Null, während
,

'2 m TT . '2

S„l -^. -

des Almehmens von
"

. sich ilci' iMuhcit urdicrt. Da> Product winl also

Null, und dasselbe gilt V(jn dem zweiten. Vis geht hieraus hervor, dass die

unteiv Grenze für >' zuletzt mit 1, ,/(0) zusammenfällt. Die beiden er.sten

Glieder in der ol)eren Grenze sind den schon untersuchten ganz lilmlich. und

es bleibt uns nur noch das dritte
(>i ./(")"./( "'7'-

) ^^n betraciiten. Der

zweite Factor nähert sich offenbar der Null, und dieses Glied wird also ver-

schwinden, wenn der erste niciit iiber jede (irenze hinaus wächst. Dass dieses
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alier Dicht dtr Fall ist. folgt Sdgleicli aus den beiden Ungleichheiten:

TI J 1

1 • /• . n '

von denen die erste aus (16) hervorgeht, wenn man dort m = l setzt. Beide

mit einander verglichen ergehen:

;r J 1

2 / . TT
SIQ

und der Werth von:

— oder
. TT
sm ,

njihert sich durch das Wachsen von /c dem Werthe - •

TT

Es ist somit streng bewiesen, dass die beiden Grenzen, zwischen denen

N eingeschlossen ist. bei unaufhörlichem Wachsen von // zuletzt mit
[, ,/(0)

zusammenfallen, welcher Werth also auch der des Inteiii'als:

;^.'w
für ein unendlich grosses ii ist.

Wir haben bisher A^orausgesetzt, dass die Function /(/?). während /i von

(I bis /( wächst, nie zuninnnt und ausserdem stets positiv bleibt. Behält iiian

die erste Bedingung bei. d. li. setzt man voraus, dass für ii'gend zwei zwischen

O un<l h fallende Werthe p und q die Differenz /(j^)
—

/(s) immer negativ

oder Null ist. wenn ])— q positiv ist. ohne damit die zweite Annahme zu ver-

binden, dass JXß) nicht negativ wird, so rindet der vorige Satz ebenfalls noch

statt. Nimmt man nämlich eine positive Constante c. welche so gross ist, dass

/(/?)-t-c nicht negativ wird, so ist der Satz auf /(//)+ c anwendbar, d.h. das

Integral

:

/'[/«+'] ^'-^

wird für ein unendlich «rosses »:

fim-^c].

G. Leieune Dirichlet.'s Werke. 20
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Zuij;leich ist klar, dass dieses Integral die Summe von folgenden ist:

^^«i!^* suijS
'Iß,

von denen das zweite in demselben Falle Jr wird. (Es ist nämlich bei der

vorigen Behandlung der Fall mit eingeschlossen worden, wo die positive Func-

tion im ganzen Tntervall constant war). Also muss das erste durch unaufhör-

liches Wachsen von // zuletzt ileii Werth -^/(O) annehnien.

Denkt man sich jetzt eine Function f(ß), die, während ß von bis h

wächst, nie abnimmt, so wird —./'(/O "'^ zunehmen. Man hat also, wenn n

unendlich wächst:

r-.m-^äf -i-m

und folglich:

fm^^f= •;./<<>>
sin/S

Die vorhergehenden Kesultate lassen sich in folgenden Satz zusammenfassen:

Ist ./(/^) eine stetige Function von />'. die. während />' von bis Ji

wächst (wo die Constiintc // > () luid < J i. nie vom Abnehmen ins

(17)

Zunehmen oiler umgekehrt übergeht, so wird das Integral:

^•''_sh.(2.+l)^

wenn man darin der ganzen Zahl n innner grossere positive Werthe

Ijeilegl. zuletzt immerfort weniger als jede angebbare Grösse von ),-f(0)

verschieden seii>.

Die Constante /i bleibe den vorigen Hestinnnungen unterworfen und

man denke sich unter // eine zweite Constante, welche kleiner als h und zu-

gleich positiv und von Null verschieden sei. Ist /(/i) eine für das Intervall

von (j tiis /( gegebene stetige Function von />'. ilie, wenn /)' von </ bis h wächst,

nie vom Abnehmen ins Zunehmen oder lungekeln't üliergeht. so lässt sich nach

dem vorigen Satz leicht ermitteln, was aus dem Integral:
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wird, wenn iiiau » micudlich werden liisst. Da nämlich /(/?) bloss von ß = g
his /}' = li gegeben ist. so bleibt die Art der Fortsetzung dieser Function über

das genannte Intervall hinaus ganz willkürlich. Denkt man sich /(/i) für alle

Werthe von ß zwischen und «y incl. constant, luid zwar =/'(</). so hat man

eine von ß = l)is ß = h stetige Function, welche in diesem ganzen Intervall

nie vom Abnehmen ins Ziniehmen oder imigekehrt übergeht, und auf welche

daher der vorige Satz anwendbar ist. Es wird <laher das Integral:

wenn man )i = oo setzt. = -^
./(O) =

., ./ (,9) sein. Zerlegt man dasselbe Inte-

gral in die folgenden:

v

so wird auch das erste = ^./(J) = .t /(,</) nach dem vorigen kSatz, also musa

das zweite für ein imendliches 11 verschwinden. Es gilt also der Satz:

Sind '/ und h Constanten, welche den Bednigungen genügen y> 0,

-^^ /(, > ^/. und geht die Function /'(/y), wenn ß von </ bis A wächst,

nie vom Abnehmen ins Zunehmen oder umgekehrt über, so wird das

Integral

:

r''sin(2«-i-l)ff

(18)

.sin/S
f{ß)dß

für ein unendlich grosses n der Null gleich.

Vermittelst der Sätze (17) und (18) ist es nun leicht, die zu Ende des

§. 4. aufgestellte Behauptung zu beweisen.

§. 6.

Die Summe der '2n-\-\ ersten Glieder der zu untersuchenden Reihe war

durch das Integral:

dßifi^ß)

sm(2n-Hl)^-2-^

2sin
ß—x

20"
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aus}j;e(lriickt. Wir haben früher vorausgesetzt, dass die Function y^(/i^) für (la>

ganze Intervall von ß ^ — .t his ß ^ n stetia; ist: wir können aber, ohne die

folgende Untersuchnng im Geringsten zu erschweren, die Annahme machen, dass

(p{ß) für einzelne AVerthe von ß eine plötzliche Veränderung erleidet, ohne

jedoch unendlich zu werden. Die (_!urve. deren Abscisse /)' und deren Ordinate

*f{ß) ist. besteht alsdaim aus mehreren Stücken, deren Zusammenhang ülier

den Punkten der Abscissenaxc. die jenen besonderen AVerthen von ß entspi-echen.

unterbrochen ist, und für jede solche Abscisse finden eigentlich zwei Ordinaten

statt, wovon die eine dem dort endenden und die andere dem dort beginnenden

Curveiistück angehört. Es wird im Folgenden nöthig sein, diese beiden AVerthe

von ip{ß^ zu unterscheiden, und wir werden sie durch <f{ß— 0) und y(/j' -!-<•)

bezeichnen. Um unnütze, die folgende Darstellung verlängernde T^nterschei-

dungen zu vermeiden, bemerke man. dass dieselbe Bezeichnung auch für die

AVerthe von ß gelten kann, für welche keine Unterbrechung der Stetigkeit statt-

findet, wo dann natürlich (pQ-i— 0) und (f'(ß-i-O) beide mit (p(ß) gleich-

bedeutend sind.

Das ollige Integral lässt sich nach (9) in die folgenden zerlegen:

oder nach (4):

ß
— X

2sin - ;r / 2 sin

/
sin(2«+ l) |- / sin(2«+l)^

2sin Ir / 2sui .V

AVendet man (3) auf beide an und nachher noch (2) und (.")) auf das erste,

so kommt

:

., m \f\,ß<,(.-2ß)^'^-'l^-. ' f'dß^(.c+2ß)^^^^^

.

' ttJ f^^^ f^'
sin/J 71 J i>mß

Wir betrachten jetzt das zweite dieser Integrale, aligesehen von dem

Constanten Factor • Da x zwischen — ,t und -+-.7 licirt. so lie<ft —^

—

7t \

•'
- ^

zwischen (• und .i. Ist ' ,= (I. was für .r = .t der Fall ist. so ist das Inte-
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iiral lüi- jedes ii Null und eriordert keine weitere Uiitei'sucliung. Nehmen wir

/unäelist an. ^^— sei nicht üTösser als '^ Man bezeichne mit e, . <"v «';,,,

wie sie der (-rrösse nach auf einander tollen, die Werth'e von />'. tCn- welche

t-rstciis <f(x-h'2li) innerhalli des Intervalls von ji^ (^ liis /:^=^-~^ eine l'nter-

l>rechung der Stetigkeit erleidet und zu-eifei/.-^- xoni Zunehmen ins Abnehmen oder

V(mi Abnehmen ins Zunehmen übergeht, iinil zerlege das Integral in andere

zwischen den (-rrenzen und c,. c, und«;'.,, .... r,, und -
.,

' genommen. Auf

alle diese neuen Integrale, mit .Ausnahme des ersten, ist iler Satz (IS) otienbar an-

wendbar, da innerhalb der (Frenze eines jeden die Function keine rnterl)rechmig

der Stetigkeit erleidet und nicht vom .\bnehmen ins Zimehmen oder iuni;ekehrt

übergeht: alle nähern sich daher ins Unendliche der Null, wenn man u über

alle Grenzen hinaus wachsen lässt. Das erste hingegen ei'füllt die Bedingungen (17)

und geht bei unaufhörlichem Wachsen von n zidetzt in den Werth !,/'(.'"-*- tl)

über. ,\lso wird das Integral:

</,-ff/.(.(.'+2,i) - ^-. -
^'

.' sm/J

für /i = <x> den Werth
[^

y(i-f-<>) annehmen.

Liegt —^- - über
[^

odei- ist .c negativ, so zerlege man das vorige In-

tegral In zwei andere zwischen den (Trenzen uinl -. -^ und -<- • Auf

das erste dieser neuen Integrale bleibt das vorige X'erfahren anwendbar, und

dasselbe wird also -^y)(.r-|-U), wenn man ii unendlich gross werden lässt. Das

andere

:

•j

kann nach (4) und (5) in die Form geliracht werden:

/'S,/ , .T IN
«hi(2M+l)(;T— rf)
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Wendet man (2) an. und setzt ><iu/i s^tatt sin(/T— ß) und siii(27*-|- 1)/?

statt sin(2j/-t- 1)(.T— ß) (da >/ eine panze Zahl ist), so geht das Integral über in:

Da .f. wie vorher gesagt wardt-. in diesem Falle negativ ist und also zwischen

und —.7 liegt, so ist -;-,- positiv und von Xidl verschieden, den einzigen

Fall ausgenommen, wo .r = — n. Zerlegt man das Integral in andere, zwischen

deren Grenzen (f(.i-h'2n— 2ß) weder eine Unterbrechung der Continuität er-

lei<let noch aus dein Zunehmen ins Abnehmen oder umgekehrt übergeht, so

werden alle diese Integrale nach (18) für ii == oc der Null gleich. Dieses Re-

sultut iiilt nicht, wenn '
^^

' = d und also .! = — n. da alsdann auf das erste

der durch Zerlegung entstehenden Integrale nicht der Satz (18) sondern der

Satz (17) angewendet werden muss. Dieses erste Integral ist alsdann (wegen

.T ^ — n) :

.' ' sm^ . sin/?

und wird also für 11 ^ csj den \\ ei-tli ^ <f{n— 0) erhalten, während alle übrigen

verschwinden.

Vereinigt man die verschiedeneu für das zweite Integral (19) gefundenen

lü-Mdtate. so ergiebt sich, dass dieses Integral durch unaufhörliches Wachsen

der darin enthaltenen ganzen Zahl n für jedes zwischen — n und -f-71 gelegene

X in den Werth ^y(j"-t-0) übergeht. Für .r = .t und ,f^— 71 erleidet das

Resultat eine Ausnahme: in dem erstem Falle ist das Integral Null, im andern

wird es \\}f){n— ii)-\-^.'(^—n^K^'^)\. Aus eiuei- ganz idmlichen Untersuchung

des ei-sten Integrals (19) folgt, dass dasselbe- für // = co im Allgemeinen

\(f{x— 0) wir<l. a[)ei- in Avw besondern Fällen. ,c = — n und ,r = ti, iv-

spective Null und > [y:(.7~ ()) -|-y(— tt+ O)].

Erinnert man sich nun. dass die beiden Integrale (19) zusammenge-

nonunen die Sunnne iV^v 2//-t-l ersten (Jlieder der Reihe darstellen:

\\l->„+t>^ <:üs.c+i!'._,co.s2.cH f-^'mi^os/rt.cH

I -f-", sin.c+tf.,sin2.('H H"i/,siu7»,rH
,
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WO die Coeftieienteii durcli die (Tleichimiieii:

— n — ,7j

ZU bestiiuinen sind, so geht aus dem Vorhergelienden ganz streng liervor, dass

diese Reihe immer convergirt. d. li. dass es immer einen gewissen Wei-th giebt,

von dem die Sinmne der 2y*-t-l ersten GHeder der Reihe, wenn // über

alle (Irenzen hinaus wachsend gedacht wird, zuletzt immerfort um weniger

als jede angebbare Orösse verschieden sein M'ird. und dass dieser Werth oder

die Summe dei- unendlichen Reihe, wenn .r zwischen — n und .^ lient. durch

|-[5p(.i:-|-0)+y)(.r— ())], für x = .^ und ,r = — .^ al)er durch i[y)(.TT— 0)+ y.(— ^-l-O)]

dargestellt wird.

Dieses Resultat umfasst alle Fälle: ist x keiner von den besondern

Werthen, für welche die Stetigkeit von y)(.r) unterbrochen wird, so sind (/)(x-hü)

und y(.i — 0) einander gleich, miil der Werth der Reihe wrd also y>(.r). Wo
eine Unterbrechung der Stetigkeit eintritt und also die Function ^'(.r) eigent-

lich zwei Werthe hat, stellt die Reihe, welche ihrer Xatin- nach für jedes ,(•

einwerthig ist. die halbe Sunune dieser Werthe ilar. An den (irenzen des

Tntervalls \(jn — .t bis -t-.T, d. h. für diese Werthe selbst, ist die Summe der

unendlichen Reihe gleich der halben Summe der beiden Werthe y(.^) imd y)(

—

!).

Man sieht daraus, dass die Reihe ilie Function y(.?') an den Grenzen des Intei-

valls nur dann richtig darstellt, wenn '/(-t) = y(— •^) ist.

Wir haben schon fi-üher bemerkt, dass die eben untersuchte Reihe (2U)

oder (15) die Reihen (13) und (14) als specielle Fälle in sich begreift. Man
braucht sich nur die Fimction y(.!') für den halben T^mfang des Intervalls,

nämlich x = bis x = n. als ganz beliebig gegeben zu denken imd für die

Werthe zwischen und — n fortgesetzt zu denken, wie es ilie (Tieichungen

<f(
— ./•) ^ (fi(x) oder (f'(—x) = —(p(x) vorschreiben, um respective zu (14) und

(13) zu gelangen. Ich will dies noch mit zwei Worten fiir den ersten Fall

zeigen, weil sich aus dieser Ableitung eine Eigenschaft der Reihe (14) ergiebt,

welche bei der frühern Behandlung nicht hervortrat.

Setzt man die von bis .-r beliebige Fimction (p(x) nach <ler Gleichung

y (— .(•)== y)(a') fort, so ist klar, dass für .r = keine l^nterbrechung der

Stetigkeit eintreten und dass (f{
— n) ^ (fiji) sein wird. Die Reihe (20) wird

also '/\0) für .( = 0. und (f(jf) für x = n. Die Gleichungen für die Coefficienten
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werden durcli Zerlenimi; iKt dariu eutluilteueii Intearale:

^ j (/^Jy.(^)siii/«,:;4- -^-j (IßqCßymmß.

Wendet man auf die beiden von — n bis Li'enonnnenen Integrale naeli ein-

ander (5) inid (2) an und berücksichtiot. dass:

q(— ß) ^ <f(ß). ('Os(

—

wß) = coiimß, siu(

—

inß) = — a'inmß,

so erliält man:

9 rn
f,„, = [ dß(f(ß)v.o^viß, «„, = 0.

Die von ,r = ])is ,( = n ü;anz beliebij;- gegebene Function (/(.i) wird also

durch die Reihe:

2^,,+ ^, cos.i--)-^., L'os2.c-| ^/>,„msi>i,c-\

dargestellt, welche auch für die das Intervall liegrenzenden Werthe d und n

noch gültig ist. Es versteht sich dabei von seihst, dass. wenn <f(^v) zwischen

und n eine Unterbrechung der Stetigkeit erleidet, die Reihe für jeden solchen

Wertli von ,r die halbe Summe der entsprechenden Werthe von ^(.r) ausdrückt.

Auf ganz ähnliche Weise gelangt man zu der Reihe (18) und tindet. dass diese

im Allgemeinen für x = und x = n nicht mein- richtig ist, was sich aber in

diesem Fall ganz \on selbst versteht, da die IJeihe. wie auch ihre Coefficienten

beschaffen sein möm-n. für die genannten Werthe verschwindet.
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SOLUTION DÜNE QÜESTION RELATIVE A LA THEORIE
MATHEMATIQUE DE LA CHALEUß.

La questioM (jiii va iious occiiper et qui a pour objet de determiner les

etats suc'cessit's d'iine barre primitivement echauffee d'iine inaniere quelconque

et dont les deiix extremites sont entretenues a des temperatures donnees en

fonction du tenips. a dejä ete resolue par M. Fourier dans un Memoire

insere dans le Vol. VIII de la collection de l'Academie Royule des Sciences de

Paris. La methode dont cet illustre geometre a fait usage dans cette recherche

est une espece singiiliere de passage du fini k l'inlini, et offre un nouvel exemple

de la fecondite de ce procede analytique qui avait deja conduit Fanteur h tant

de resultats remarquables dans son grand ouvrage sur la theorie de la chaleur.

J'ai traite la menie question par une analyse dont la marche differe beaucoup

de Celle de M. Fourier et qni donne lieu a l'emploi de quelques artifices de

calcul, qui paraissent pouvoir etre utiles dans d'autres recherches.

Pour siniplitier les calculs. nous supposerons Tunite lineaire qui est arbi-

traire. tellement choisie que la longueur de la barre soit egale a n, cette lettre

designant h Fordinaire le rapport du dlanietre ä la circonterence. Soit ,v la

distance d'un point quelconque de la barre k Fnne de ses extremites, que nous

nommerons la premiere extreinite. La temperature du point x a l'instant t est

une fonction ii de x et de t, et c'est cette fonction qui fait Fobjet de la question.

Soit F(t) la fonction donnee de t qui exprime la temperature k laquelle la pre-

miere extremite est entretenue. et soit de meme f(f) la temperature de la se-

sonde extremite. F\f) et /(/) etant des fonctions arbitraires dont les valeurs

sont donnees pour toute valeur positive de f. et designons enfin par y)(.r) la

temperature initiale du point dont Fabscisse est x.

21*
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En faisant abstraction du rayonnement lateral, la t'oiiction a doit satis-

faire a cette equation aux differences partielles -^ = ^" p- , dans laqiielle /:

designe iin coet'tieient dependant des pi-oprietes speoiiiqiies de la siibstance dont

la barre est formee.

Pour plus de simplieite, nous supposerons egal k Funite le coefficient k

<ju"il sera facile de retablir ä la fin du calcul, de sorte que requation prece-

dente se changera en celle-ci:

,^. du d'u

Cela pose, la fonction cherohee doit evideuinient reiuplir les quatre couditions

suivantes

:

I". Elle doit satisfaire a requation (1) quels que soient x et (.

2". Pour ,( = 0. eile doit se reduire a la fonction donnee F(^l').

3
'. Pour .1' = .T. eile doit se reduire a la fonction /(t) egalenient

(2) donnee.

4". Lorsque / est nul. eile doit coTncider dans toute Tetendue de la

barre, c'est-a-dire tant que x est inferieur k n, avec la fonction

<f(x) qui exprime les teinperatures initiales.

La question que nous avons a i-esoudre se partage naturellenient en

<leux autres. On fera d'abord abstraction de la quatrieme condition et Ton

cherchera une fonction /• de x et de t uniquement assujettie a reniplir les 3 pre-

mieres. II y a nnv infinite de fonctions qui satisfont k ces 3 conditions, et qui

different entre elles en ce qu'elles se reduisent ä des fonctions de .i' difierentes

entre elles par la supposition de t=0: niais il sufrit d"en obtenir une seule.

Une pareille fonction v etant trouvee, ou y fera t ^ 0, ce qui la reduira k une

fonction /(.r) de x. On formera ensuite la ditterence <f(_x) — /(.«') et Ion cher-

chera la -fonction entierement determinee ir de .i' et de t, qui satisfait k requation

(1), s'evanouit pour x = et x = n quel que soit /, et se reduit k <f(x^— /(•')

lorsqu'on y fait t = 0.

Cette seconde question est resolue ilepuis longtenips, c"est celle de la

detennination du mouveinent de la chaleur dans une barre dont letat initial

est exprime par <f(x) — /(.r) et dont les extreinites sont entretenues k la teni-

perature zero. Les deux fonctions v et w dont il vient detre question. etant
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ajoutees, fornieront iine noiivelle fonction de x et de t, qui remplit Tensemble des

conditions (2). Eii etfet, ehacune d'elles satisfaisant ä requation (1), leiir

sdiiime y satisfera egalement. La prämiere se reduisant ä F(i) pour x = 0, et

la seconde s'evanouissant dans cette meine siipposition, leur somme remplira

evidemment la seconde des eonditions (2). II en est de meme de la troisieme

de ces eonditions. Quant a la qiiatrieme, il est egalement manifeste qu'elle

est satisfaite par la somme v+ w que nons venons de former, v se reduisant

h /(.t) et tv k (f(x)— /((')? lorsqu'on y suppose le tenips nul. La somme v-^w

est donc la fonction cherchee u.

La marche que nous venons d'indiquer revient ä assujettir les deux

extremites (Fune harre, Tune a la temperature F{f), l'autre a la temperature /(?),

sans supposer arbitraire l'etat initial de cette barre, a considerer une seconde

barre dont les extremites sont entretenues ä la temperature zero et dont l'etat

initial est la difference entre Tetat initial arbitraire (f(x) et celui de la premiere

barre. et ii ajouter ensuite les expressions qui expriment les etats variables de

ces deux barres.

La recherche de la fonction (; peut a son tour se dt^composer en deux

autres questions plus simples; car il est evident que pour obtenir une fonction

(|ui remplisse les 3 premieres des eonditions (2), il suffit de chercher d'abord

une expression ?>' qui soit assujettie a la premiere et a la troisieme de ces eon-

ditions et qui s'evanouisse pour .i == 0. et de determiner ensuite une seconde

expression v" qui remplisse la premiere et la seconde, et devienne egale ä zero

lorsqu"(Mi y suppose x = n: la somme v' -\- v" de ces expressions satisfera mani-

festement aux 3 premiei-es des eonditions (2). et pouri-a par consequent etre

prise pour r.

Quant ;i ces nouvelles fonctions v' et v", il est facile de voir (ju'elles

peuvent etiv obtenues de la meme maniere, c'est-a-dire que Fune d'elles, la

premiere r' par exemple, etant trouvee, l'autre
.
v" s'en deduira immediatement.

II suffira pour cela, de changer en F(f) la fonction arbitraire /(i) que renferme

cette expression r' et d'y remplacer en meme temps x par n— x. II est evi-

dent que Texpression v' ainsi modifiee satisfera toujours ä l'equation (l) et que

pour X = 0, X = n eile se reduira respectivement a F(f) et a zero; eile pourra

donc etre pi'ise pour r".

Toute la difiiculte du probleme ([ue nous nous sonnnes propose de re-

soudre, se reduit donc ä la reclierche d'une fonction r' de x et de t, qui rem-
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plisse les 3 conditions de satisfaii-e k requation (1), de s'evanouir pour x = 0,

et de se reduire ä f(t) lorsqu'on y fait x ^ n.

On satisfait ä requation:

du d^u

par uiie Solution partiouliere de cette forme:

(o) rcosßf-f-ssinaA,

« designant une quantite constante mais arbitraire, et r et .« etant des fonctions

de .T et de a sans t. En efFet, difterentiant l'expression preeedente une tbis

par rapport ;i t, et deux fois par rapport ä x, et egalant les deux resultats, il

viendra:

„ ;
cosK<+ p 8 sin«^ ^ ascosat— aismaf,

equation qui aura evidemment lieu quels que soient x et /, si les fonctions r

et s sont telles que l'on ait:

.
ö'j- d-s

(-i) ^ „ = CCS, -TS—,- = — a>.
Ö.V tix'

Ces equations differentielles simultanees etant lineaires et a coefficients constants,

il sera facile d'en trouver les integrales completes, et comme ces equations sont

l'une et l'autre du second ordre, les valeurs generales de ;• et de s renfernie-

ront chaeune deux constantes ai'bitraires. Ces 4 constantes peuvent servir a

assujettir chaeune des i'onctions r et c« a deux conditions. Supposons qu'on les

choisisse de maniere a avoir r ^ 0, s^O lorsque x^=0, et r= l, s^O
lorsqu'on fait x = n. Designant par R et »S les valeurs de r et s ainsi parti-

cularisees. nous aurons l'expression:

(ö) i?cosaf+>Ssiu«^

qui. outre (ju'elle satisfait ä l'equation:

du d'u

dt dx"

jouit encore de la double propriete de s'evanouir pour x = 0, et de se reduire

a cosai, lorsqu'on y fait x ^ n. L'expression preeedente etant niultipliee par

ifi(u)dce, !/'(«) designant une fonetion entierement arbitraire de «, et integree
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depiiis « ^ jusqu'a a ^ oo, donnera cette noiivelle fonction de x et de t:

I (Rcosat-\-Ssmctf)ip(a)da,

qui satisfera egalement a ]"equation:

dtt d'u

s'evanoiiira pour x = 0, et deviendra:

tp{u')cosutda,f
lorsqu'dii y ^^'t x = n. La fonction ^>{t{) etant arbitraire , on peut la choisir

<le maniere que l'integrale precedente devienne egale ä la fonction donnee /(<),

,
pour tonte valeur positive de t. La fonction v(«) qui remplit cette condition,

est d'apres le theoreme connu de M. Fourier (Theorie de In chafeur, art. 346,

pag. 431) Celle que donne l'equation:

9 f
*/'(«) = -j cosa/j/OO'^/',

u

dans laquelle /li est une variable auxiliaire qui disparait par l'integration de-

finie. Si Ton substitue cette valeur de (/'(«) dans l'expression obtenue plus

haut, on aui'a cette noiivelle expression:

(6) —
j j

{Rcosat-tSmiat)f(/.t)cosandadiJ.,

qui remplit les 3 conditions de satisfaire a Teciuation:

dti d^u

de s'evanouir pour .i = Ü, et de devenir /(?) pour x =^ n. Cette expression

peut donc eti'e prise pour (?'. Si Ton change ensuite x en n— x, et f(/u) en

F(^fi) dans l'expression precedente, on aura une nouvelle expression, que Ton

pourra prendre pour v", et il ne restera plus qu'ä fornier la troisieme partie

w de la Solution.

Cette troisieme partie exprime, conniie nous l'avons vu plus baut, les

etats successifs d'une barre dont les deux extremites sont entretenues ä la tem-

perature zero et dont Tetat initial est ^ (')— /(•')• ^G*') etaiit une fonction
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priinitiveuifiit doiinee et /(a') designant la foiiotion de x. a lacjuelle se rediiit

la soinnie r'-{-v" ^ v. lorsqii'on y fait f ^ iK Quoique. crapres ce que nous

avons dit plus haut, il suffise pour la Solution de notre problenu'. d'obtenir une

quelconque des fonotioiis en nombre infini qiii remplissent les 3 preinieres des

conditions (2), le choix de cette fonction n'est pas indifferent. Le calcul se

siuiplitie d'une maniere remarquable , lorsque l'on prend pour >• une fonction

teile que Ton puisse prevoir. quelle est la fonction /(.i") k laquelle eile se re-

duit pour / = 0: car alors on pourra former immediatement la troisieme partie

w, dans la coniposition de laquelle entre cette fonction j(.t). La valeui* de >•

precedennnent ol)tenue ne presente pas cette facilite. niais il est facile d"en ob-

tenir uue (|ui reniplisse cet objet, en modifiant un peu Tanalyse que nous venons

denipluver. Cest ce que nous allons faire voir en reprenant ce que nous

avons dit depuis que nous sommes parvenii ä Texpression (5).

La vai-iable t etant reuiplacee dans cette expression par t— /u, fi de-

signant une nouvelle arbitraire independante de «, .r et /, eile ne cessera pas

de satisfaire ä requation:

du d^u

'er ~ dx'

et de s'evanoiiii- pour .r = 0, quelle que soit la valeur positive ou negative de

t, mais pour .! = n eile se reduii-a k cosaQ— /u).

Multipliant Texpression ainsi modifiee ])ar — f\fi)(lc(d/ii et integrant

depuis ,« = 0. « = ü. jusqu'k ,m = oo. a ^ oo, on aura cette nouvelle fonction

de .T et de /:

(7) —j J
(Rcosa(f— ft)-{-S>^h\a(f—ft))/(fO<lad^i,

qui satisfait encore k Tequation:

du d^u

s'evanouit pour x = 0, et se reduit k:

— I I co,sa(/— /')/C")'^«'^/'r

lorsqu'on y fait r = n. La valeur de cette integrale double est connue par le
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theoveine de M. Fourier et Fintegration relative ä ,t/ ne s'etendant que depiiis

fi ^ jiisqa'ä ,u = oo, cette valeur est /(/) lorsque t est positif. et egale h

zero lorsque le temps f devient negatif. La forimile (7) exprime donc les

etats variables d'une harre dont les deiix extremites ont ete entretenues a la

temperature zero pendant tont le tenips infini anterieur ä Tinstant qui repond

ä ^^0, et dont la seconde extremite est entreteniie a la temperature /(<) ä

partir de cette epoque, la premiere eonservant toujours la temperature zero.

Or il est evident qu'une barre dont les deux extremites ont ete assujetties ä la

temperature zero pendant un temps infini, a acquis dans tous ses points cette

meme temperature zero. Donc. Texpression (7) doit s'evanouir pour toute va-

leur de X inferieui-e h n. lorsqu'on y fait t = 0. II serait d'ailleurs facile d'ob-

tenir cette nieme consequence par le seul examen de l'expression (7) et sans

aucune consideration physique.

Prenant l'expression (7) pour v' et rexpressi(jn qui s'en deduit pai- le

changement de /(/<) en FQu) et de x en n— x, pour r", la somme ?''+r"

s'evanouira pour f = 0; la Ibnction x(_x) sera nulle et la troisieme partie to

sera Texpression des etats variables d'une barre dont les deux extremites sont

assujetties ä la temperatm-e zero et dont l'etat initial est exprime par la fbnction

connue (f'(x'). Cette troisieme partie «o est donnee jjar la formale suivante,

dans laquelle le signe 2! se rapporte a toutes les valeurs positiA'es et en-

tieres de /:

2 ., . . f— 2e ''-'smid-i ctdi^miiiiJu.
TT J ^^' ^ 1

i
.

(Theorie de la cJia/eio; art. 252, pag. 436).

La valeur de r' (7) est sous une forme assez compliquee. II en est de

meme de la seconde partie v". Ces deux expressions se simplifient beaucoup

lorsqu'on leur donne une forme analogue ä celle de la troisieme, c'est-ä-dire,

lorsqu'on les developpe en series de sinus des arcs multiples de x. Ce deve-

loppement est evidemment permis, la variable x ne devant recevoir que des

valeurs inferieures ä n dans l'expression r' (7) et dans Fexpression analogue v".

Pour transformer la fonction (7) en une pareille serie, il suffira de developper

R et S qui renferment seules la variable x. Faisons donc:

(8) R = 2b, siu i.V. S = Iq s'nii.v

le signe ^ se rapportant comme preceuemment aux valeurs positives et entieres

G. Lejeuiie Dirichlefs Werke. 22
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de /. Les eoefficients h, et c, qui ne peuvent dependre qiie de «. seront donnes

pur ces integrales definies. d'apres la theorie oonnue des series de simis:

2 r"^ 2 r
(9) bi^^ — I RsmLvdj;, c,= — S&'ini.vdA:

Ol) peut obteiiü" les valeurs de ces deux integrales definies sans etre oblige de

resoudre les equatlons diflferentielles (4).

Ponr y parvenir, nous remijlacerons dans les expressions precedentes de

bi et C:, B et iS par les differentielles secondes ^-^r-

.

?r^ qui leur
'

'^
i- a dx' • « d.v ^

sont respectivement egales en veitii des equations (4) dont R et -S' sont des

integrales particulieres. Integrant ensuite deux fois par parties les expressions

de i, et c,. et observant qu'a la premiere liniite x = 0. sin/.r, R et /S sont

nulles, et qa"ä la seconde liraite x^n, on a siniVr^O, R=l, S^O, il

viendra:

2 /' f"
bi = — Ssinüv

7t (X J

' I Rs'mixdx.

'xdj;.

2r

Mais d'apres les equations (9) les deux integrales precedentes sont respective-

ment equivalentes a -^hi, -^Ci. La Substitution de ces valeurs donne ces deux

relations entre b^ et c,:

. i'' 2 icosiTi i^
j

' a '' ' 71 a « "

d"oü Ton tire:

TT a^-\-i* ' ' Tt a'-^i*

Mettant ces valeurs des coefficients i, et c, dans R et S (8), substituant ensuite

R et .S ainsi transfbrmees dans rexpression (7) et intei'vertissant Tordre des

signes ^ et /, l'expression (7) deviendra:

(10) -lffi,)d,^l^^^^±[ff^
li II II

Les deux integrales relatives a cc (jue renferme cette expression sont f'aciles ä
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obtenir par les formales connues. On a, comme Ion sait:

f bcosal
,

T ,, r* asin«^ , , tt ,,

~n 2- '/« = IT e^^ —5

—

T^ dtt = ±^ e^'^,
J b^-\-a^ 2 ' J a'+h- 2

ü

h designant une quantite positive, et le signe superieur ou le signe inferieur

ayant lieu selon qne / est positif 011 negatif. En comparant ces resultats avec

les integrales precedentes, on voit que ces deux integrales ont l'une et Tautre

la valeur ^e~'''<'~'"^ lorsqiie t— ,« est positif, et que lorsque /

—

fx est negatif,

elles ont respectivement les valeurs:

2 ' 2
'

qui ne different que par les signes. Donc, la somme de ces integrales est

71 e~'''
'•'"'''' ou nulle, selon que t— u est positif ou negatif. II suit de la que la

Serie contenue dans la formule (10) peut etre remplacee par:

(11) 2 2'/f''''"-"' cos JTT sin /iT,

lorsque t— ju est positif, c'est-ä-dii-e tant qne ,m est inferieur a t. et qu'elle se

reduit ä zero. lorsque ii surpasse t. La fonction de ^ qui doit etre integi-ee

depuis ,M = jusqu'a /< = oc. et dont la serie en question est facteur, s'eva-

nouit donc aussi pour toutes les valeurs de fi superieures ä t.

ün pourra donc n'integrer que depuis // = jusqu'ä ,u = f; changeant

ainsi la limite superieure de Tintegrale (10) et remplavant la serie qui y entre

par l'expression (11), qui lui est equivalente tant que fi<Ct, c"est-ä-dire dans

toute Tetendue de l'integration, l'expression (10) prendra cette forme tres simple:

2 /'

I /'(,") (Ift 2''e~'' '-'"''^ cos iTTsin ix,

ou ce qui revient au meme, en intervertissant l'oi'dre des signes _/ et ^i

2 /''
, ,

2ie~'~''cosiTrs'micV I e''ft(n)d(.i.
n J

Avant ainsi obtenu la premiere partie '' de la Solution, on en deduira

la seconde r" en changeant ;i: en. tt— x et f(f.i) en FQu). Si Ton ajoute ensuite

v' et r" a la troisieme partie tv dejä formee plus haut, on obtiendra l'expression

suivante de la temperature variable n du point dont l'abscisse est ,r:

22*
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•2
. .,

/•'
,

u = 2te-'''cosi7T>>mKi- 1 e''"T{ii)dn

2 .../',
2ie~'''smix e'" F(u)(hi

71 J

2 ... /''

71.

Cette expression differe un peu par la forme du resultat qiie M. Fourikr a

donne. Pour la faire coineider avee la foriiuile qne Ton trouve dans le Me-

moire dejä cite, il faut remplacer Fintegrale qui entre dans la premiere partie

v' de u par cette expression qiie donne l'integration par parties:

— .o ^ ]
e 'J (lO"f'^

/'(,") designanL la fonction derivee de /(,").

La premiere partie u' se change ainsi en:

2 .,,, „ cosiTisiaia; 2 ^ .,, . sinix ( .„,
,

/"' ,„ ,,, , , \
• -f(t):S •; \-'yIe-'-'cosi7i—-.—

l /(0)-]-| «'-"/'(^Odfi 1-

Mettant malntenant a la place de ^—^—;—^— sa v'aleur connue — 4-x, v'

prendi-a cette forme:

—/((')+ j^ 2 e--'cosi71~~ (/(0)+ ) c'>/"C") <")
u

Si Ton transforme r" d'une maniere analogue et que Ton ajoiite ensuite

les 3 parties v', v" et zv, on anra l'expression de la temperature u. teile que

M. FovRiER Ta donnee.
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DEMONSTRATION D'UNE PROPRIETE ANALOGUE A LA LOI DE
RECIPROCITE QÜI EXISTE ENTRE DEUX XOMBRES PREMIERS

ÜUELCOXQUES.

Dans Uli memoire qui vient cVetre public dans le recueil de la Societe

Royale de Gottingue, M. Gauss a etendu le domaine de ranalyse indeterminee

aux expressioiis de la forme t-{-u]/—l. t et ii designant des nombres entiers

positifs ou negatits. Ce grand geometre a reconnu que les expressions de cette

espeee se rapprocheut entierement par leurs proprietes des nombres entiers

reels qu'elles comprennent d'ailleurs comnie eas partieulier. L'analogie qui

existe k cet egard est teile que les enonces des tlieoremes eonnus relatifs aux

entiers reels peuvent etre transportes pour la plupart presque litteralement dans

la theorie des nombres ainsi generalisee. II n'en est pas de meme des demon-

strations qui paraissent presenter de nouvelles diflieultes si Ton excepte les theo-

remes tres simples qui derivent immediatement des notions fondamentales.

L'induetion appliquee ä des questions d'un ordre plus eleve, a fait connaitre ä

M. Gauss une proposition qui ne le cede, ni en simplicite ni en elegance, au

theoreme si celebre sous le nom de loi de recipi'ocite. Quant ä la demon-

stration de ce nouveau theoreme, que Fillustre auteur juge sujette ä de grandes

difficultes, il la renvoie ä un autre memoire oii eile sera exposee avec celle

d'une autre proposition plus generale. Je me propose de demontrer dans ce

memoire le theoreme dont il s'agit par des considerations fort simples et qui

meriteront peut-etre de fixei" un instant Tattention parce qu'elles sont egalement

applicables h d'autres questions*).

*) On peut, au lieu des expressious de la forme t-^uY—l, considerer Celles de la forme plus

gi^nerale l-\-uYä, a etant Sans diviseur carre. Les expressions de ce genre, considerees sous le meme point

de vue. donueut lieu ;i des theoremes analogues ä celui qui fait l'objet de ce memoire et susceptibles d'une

demonstration toute semblable.
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J'entre en matiere en enoncant quelques definitions et en deuiontrant

plusieurs propositions preliniinaires. qiii se trouvent deja pour la plupart daus

le memoire cite plus haut.

§• 1-

Une expression de la forme 7 -(-/(}•— 1. y et /; desiiiiiant des entiers

reels. sans excepter zero. sera dite uu iiombre eiitier complexe. II resulte de

lä que les entiers reels sont des cas particuliers des entiers complexes. Cette

definition posee. il n'est hesoin d'aucune explication pour indiquer le sens que

Ton doit attacher aux niots divisibilite et congruence. De meme que tout

nombre reel est divisible par ± 1 . tout nomhre complexe doit etre considere

comme contenant les facteurs ±1, ±V— 1. Un nombre complexe sera dit

premier lorsquil ne peut etre decompose en deux facteurs differents Tun et

Fautre de ±1 et ±1/— 1. Voyons d'apres cela comment ou peut reconnaitre

si un nombre complexe g-\-liy— 1 est premier ou non. Pour cela nous distin-

guerons deux cas selon cjue les deux termes g. h du nombre complexe sont

ou ne sont pas Fun et Fautre differents de zero. Le second de ces deux cas

semble se subdiviser: le terme subsistant pouvant etre reel ou le produit de

y— 1 et dun nombre reel. Mais il est tacile de voir que cela revient au meme.

car si /tV— 1 est premier. h Fest pareillement et reciproquement. Or. pour

qu'un nombre reel q, considere comfne complexe. soit premier, il faut d'abord

qu"il le soit aussi sous le point de vue ordinaire. Mais cela ne suffit pas: il

doit en outre, abstraction faite du signe, etre de la forme 4»-i-3; car s"il avait

la forme An-\-\ qui entraine toujours celle-ci: c^-\-d^, il serait decomposable

dans les facteurs c+ f/V— 1 et c^rfV— 1. Reciproquement. tout nombre

pi-emier reel q qui, abstraction faite du signe. est de la forme 4«-|-3, doit

etre aussi considere comme premier dans la tlidorie des nombres complexes;

car si Fon avait:

q = (e+,/y=l)(e+/-l/=l).

on aurait aussi:

et par consequent, en Miniti})liant:

equation impossible, q ne pouvant etre «liviseur de la soniiue de deux carres.
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Considerons, en second lieu, le cas oü aucun des deux terines de Texpression

g-\-hy— 1 iie s'evanouit. Pour qu'elle represente alors iin nombre premier

complexe, il est necessaire et süffisant que ff'-\-/r soit iin nombre premier

reel. Pour le faire voir. supposons g-hfiY—l decomposable dans les deux

facteurs c-hd^—l et c-hfV—l, fj
— hV—l sera le produit de c— dV^l et

de e—/V— 1, et l"on trouve:

c'est-ä-dire ;/'-hh' egal a un nombre compose. Reciproquement si g'-hh- est

un nombre reel compose, y-hh]/— 1 est im nombre complexe egalement com-

pose. La chose est evidente lorsque 'j, h ont un facteur commun; si un pa-

reil facteur n'existe pas, g'+ lr n'a que des diviseurs premiers reels 4/1 -hl.

Soit p = C'-hd'- un de ces diviseurs, on aura:

g^ ~ — h'\ c" ^ — (P (mocl. j))

et par suite. en multipliant et transposant:

(c(j~hd]i)(c(i—dh) = (mod. ;)),

d'oü Ton conclut que ' — , avec le signe convenable. est entier. On a
1

p
' D

d'un autre cöte:

l->{<f-hh') = (cg±dhy+{chz^dgy,

equation qui exige evidemment que
"*" '

soit entier en meme temps que

•' —
- , les signes superieurs et inferieurs se correspondant. Cela pose, il est

evident que le quotient:

g-hhy— 1 cffdzdh chzpdg /—

r

est un entier complexe et g-\-hV— 1 par consequent un nombre compose. 11

est donc prouve que, si g'-h/r est un nombre premier reel, g-i-hV— 1 est un

nombre premier complexe, et reciproquement.

II resulte de cette discussion qu'il y a des nombres premiers de deux

especes differentes. Ceux de la premiere espece se reduisent ä mi seul terme,

et ne sont autre chose, abstraction faite du signe ou du facteur zh]/— 1, que

G. Lejeuue Dirichlet's Werke. 26
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des noinbres premiers reels de la forme 4/;-|-3. Pour plus de simplicite, nous

les Slipposerons toiijours debarrasses du facteur V— 1.

Ceux de la seconde espece tirent leur origine des nombres premiers reels

composes de deux carres qiii, ä Texception de 2. sont tous de la forme 4 «-hl.

Si Ton designe par c-f-rfV— 1 un nombre premier de cette espece (ä Texcep-

tion de ±(l-\-V— 1), ±(1— V— 1) qui proviennent du nombre 2), il est evi-

dent que les entiers reels e, d sont Fun pair, Tautre impair. Cela pose,

nous considererons, pour plus d'aniformite, dans ce qui va suivre, d conime

pair, ce qui est permis, car si d est impair, on n'a qu"ä multiplier par V— 1,

ce qui donne le nombre — rf-hcV— 1, qui est egalement premier et tellement

lie au precedent qne la connaissance des proprietes de Tun suttit pour jnger de

Celles de Tautre.

Nous terminons ces preliminaires par la demonstration d'un theoreme,

dont nous aurons besoin dans la suite. Les termes reels ^4 et B du nombre

complexe A-\-By— 1 etant supposes premiers entre eux (ce qui exclut le cas

oü Tun d'eux serait nul) et //-t-Zi]/— 1 etant un nombre complexe quelconque,

je dis qu'il existe toujours un nombre s entier reel et tel qu'on ait:

s = f/-i-A|/^ (mod. yl+ßV—1).
En effet, la congruence en question revient ä cette equatiou:

s-ff-hY^l = (y+^y^x^+^V—̂ )

ou ä celles-ci:

s

—

(/ = A(f— Bi^f, — h = Aili-\-B(p.

La derniere est evidemment possible, A et ß n'ayant pas de diviseur conunun,

et il est egalement manifoste que la premiere donnera ensuite ime valeur

entiere pour s.

§.2.

Ces preliminaires poses, nous arrivons au veritable objet de ce memoire,

qui est de considerer les nombres complexes, en taut quils sont ou ne sont

pas residus quadratiques les uns des autres. D'apres la definition connue on

dit que le nombre ci-h/iV— 1 est ou n'est pas residu quadratique de A-hB]/^^,

Selon qu'il existe ou qu"il n'existe pas d'expression x-hyV— 1, teile que

(.r-HJ/V— !)— a— ß^—l soit divisible par /1-I-/^V— L Pour decider si lui
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nonibre complexe est ou n'est pas residii quadratiqiie crun nombre coniplexe

compose, il suffit. comme lorsqii'il s'agit de iionibres reels, de considerer les

difterents facteurs simples du diviseur. Nous siipposerons donc, dans ce qul

va siilvre, que le diviseur ou niodule A-|-i?V— 1 est un nonibre premier. Pour

coniniencer par le cas le plus simple, considerons un nombre premier q de pre-

miere espece, et proposons-nous de determiner si a-hßY— 1. expression que

nous supposons non-divisible par q et dans laquelle /i peut etre nul, est ou

n'est pas residu quadratique de q. Attrihuant dans Texpression (-{-uV— 1, a

chacune des lettres t et u, les valeurs 0, 1, 2, 3, ..., q — 1, et excluant la

combinaison 0, Ü, on aura q- — 1 nombres dont nous designerons l'ensemble

par (A). Cela pose. distinguons deux cas. selon que a-\-ßV— 1 est ou n'est

pas residu*) de q, et commenfons par I'examen du dernier. L'ensemble (A)

peut etre partage, dans ce cas. en groupes composes chacun de deux nombres

tels que lern- produit soit ^r<-hßV—l (ixiod. q). En effet. soit r-h^l/—

1

Tun quelconque des nombres (/.) et r'-j-s'y— 1 celui qui doit former un groupe

avec lui. II laut donc qu'on ait:

O'+sV— l)(r'+s'y^) = «-f-^V^ fmod. q),

c'est-a-dire

:

rr'— ss' ^ «, rs'-i-sr' ^ ß (mod. q).

On peut remplacer ces congruences par celles-ci:

(r'+s-)?-' ^ ar-i-ßs. (r-\-s^)s' ^ ßr—as (mod. q).

Comme r-hs- ne peut etre divisible par 5, qui est un nombre premier 4n 4- 3,

ces congruences sont possibles et leur resolution donnera pour ?' et s' un Systeme

unique de valeurs positives et moindres que q. II est evident d'ailleurs, par ce

qu'on a suppose, qu'on ne saurait avoir ä la fois ?' ^ 0, *' =0, m r = r.

s' = s. ce qui suffit pour montrer la possibilite de distribuer la suite (/:) en

groupes tels que nous les avons definis. Or ces groupes dont chacun est com-

pose de deux nombres tels que leur produit soit ^^^ct-hßV—l (mod. q),

etant evidemment au nombre de iC?"— 1), ü s'ensuit que le produit des nombres

(/r), que nous designerons par K, satisfait k la congruence:

(«+^V=1)'<'''" = A' (raod. q).

*) Comme les residus quadratiques ou du second degre sont les seuls dont il soit question dans

ce memoire, nous supprimerons, pour abreger, le mot quadratique.

23*
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Venons inaintenant au oas oü «-|-/?V— 1 est residu de q. II existe

alors dans la siiite (A) deux nombres tels qiie le carre de chacim d'eux soit

^ «+ /?V— 1 (mod. q). Si Ton designe run d'eux par r-f-^V— 1, Tautre sera

q — '-!-(?— s)y— i. Ayant ote ces deux nombres de la suite (/:), les nombres

restants pourront se partager en groupes, d'oü Ton conclut que leur produit est

^(ee-hßV— l^K«—3) (^mod. ^). Comme on a, d'im autre cöt^:

(,+sl/=I)(.;-.+(ry-.s)|/=l) = -0-+s]/-Ty = _(„+^y=l) (mod. q),

il viendra en multipliant:

(a+ßY-^f''''-'^ = —K (mod. q).

Les deux cas que nous venons de considerer, sont compris dans cet enonce:

-On a:

(a-hßY—'if'''''^ = q=A' (mod. q),

le signe superieur ou inferieur ayant Heu selon que «+ /iV— 1 est ou n'est

pas residu de </."

Le signe superieur devant evidemment etre choisi lorsque « = 1, ß ^= 0,

il s"ensuit qu'on a:

Ä' = — 1 (mod. q),

ce qui est analogue au theoreme de Wilson. On peiit, d"apres cela, reniplaeer

K par — 1 dans l'avant-derniere congruence ce qui donne cet enonce tres simple:

L ^On a:

(«-+-/JV—
1)*'''"'^ = -f-1 ou (a-^ßy^^lf''-'^ = —1 (mod. </)

Selon que «-F/iV— 1 est ou n'est pas residu de q.""

Si Ton designe par a'-h/i'V— 1 une seconde expression non-dlvisible

par q, on conclut innuediatement de ce theoreme que le produit:

(«+,51/=1)(«'+^' ]/=-!)

est residu de q, lorscjue chacun de ses deux t'acteurs est residu ou non-residu,

et qu'au contraire, ce produit est non-residu, lorsque ses facteurs sont Tun re-

sidu, l'autre non-residu de q. En etendant ce resultat ä un plus grand nombre

de facteurs, on trouve cette proposition:

II. _Le produit d'un nombre quelconque de facteurs est ou n'est pas

residu du nombre premier q, selon que parmi ces facteurs il y a un

nombi-e pair ou impair de nou-i'esidus de q\"
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Ce theoreme a egalement lieu pour les nombres premiers de seconde

espece, comnie on le verra plus loin.

II y a iin theoreme plus simple que le theoreme I et qui remplit

le meme objet. Pour l'etablir, considerons successivement les deux cas oü

tt+ßY—^ est et oü ce nombre n'est pas residu de q. Dans le preinier de

ces cas, on a:

et par consequent aussi:

a—ßY^ = {t—uY—iy (mod. q)

d'oü Ton conclut en multipHant et en elevant ensuite k la puissance \{q— \'):

((r+iJ-)"(«~'' = {t'+ u-yj--' = 1 (mod. q)

DU ce qui revient au meme, en se servant du signe tres commode employe par

M. Legendre:

(^)q

Supposons en second lieu que a-{-ß\~l soit non-residu de q. On
prendra alors deux nombres (reels) «' et ß' tels que «'-+ /i'-+ l soit divisible

par q. (L'existence de pareils nombres resulte d'un theoreme connu d'EuLER.

Theorie des nombres. 3""" edit. vol. I. pag. 213.)

Cela pose, on aura:

a"-\-ß''- ^ — 1 (mod. q),

et par consequent:

. (-±^)^-,.

On conclut de lä que tc'-hß'y— 1 est non-residu de q: car pour qu'il füt re-

sidu, il faudrait, d"apres ce qu'on a vu dans le premier cas, qu'on eüt:

Le produit:

(a-hßy—lXa'-Jrß'V^) = au'—ßß'-h(aß'+ßa')]/^

sera donc residu, et Ton aura:

^

(aa'-ßßy+(aß'+ßu'y \
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Or cette expression pouvant etre mise sous la forme:

on en conclut, en faisant attention a requation:

qu on a:

(^) - -
Les deux resultats que nous venons d'obtenir, peuvent se reunii" dans cet enonce:

III. ^L'expression a-hßV— l, qui est supposee n'etre pas divisible par le

nombre premier q (de premiere espece), est ou n'est pas residu de q,

Selon que Ton a:

(^)--' »- (^) = --
II resulte de lä comme corollaire, en faisant siiccessivement ß=0, « = 0,

que tout nombre reel et est residu de q, et qu'il en est de meme de toute ex-

pression imaginaire de la forme ß^— 1.

§.3.

Nous passons aux modules qui sont des nombres pi'emiers de seconde

espece. Designons par A-hB]/— 1 un pareil nombi'e (B etant pair), par

a-hßV— 1 un nombre quelconque non- divisible par A-\-B'\/— 1, et faisons

pour abreger:
,4-+ß^ = P.

P d^signant un nombre premier reel in -hl.

Comme d'apres la definition meme du residu quadratique, a-i-ßV—

1

est dit residu ou non-residu de A-hBV— 1, selon qu'il existe ou qu'il n'existe

pas d'expression t-huV— 1 teile que:

(t-huY—iy = «+,^|/—1 (mod. A-hBY^),

et comme, d'un autre cote, on peut toujours trouver un nombre reel s qui

satisfasse k la congruence:

s = t-hu]/'^l (mod. A^BY^),

on voit que, pour decider si a-\-ßy— 1 est ou n'est pas residu de A-hB]/— 1,
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tout se reduit a savoir si la congruence:

s= = a+jSy—1 (mod. J-f-ßV— 1),

adiiiet Ol) n'admet pas de Solution. Pour voir de quoi depend sa |jossibilite.

reiiiplaf'oiis-la par cette equation equivalente:

s'-u-ßY^~i = (^+ß|/=:i)(^+(/,y3i),

ou ee qui revient au meine, par celles-ei:

s-— a = A(f— Bip, —ß =^ Aip-\-B(f.

Miiltipliaiit ces dernieres par .4 et B et ajoutant, il viendra:

As''~Aa— Bß = P<f,

d'oü Ton conclut:

Oll peut demontrer reciproqiiement qiie. si la ooridition:

(^°5^) = (4)

a lieu. ci-^ßV— 1 est neeessaireinent residu de A-\-By— 1. En eft'et, il est

t'acile de voir que la condition supposee entraine cette equation:

As'—Aa—Bß = P(f = (A''j-B')(f*y

Or cette equation pouvant etre mise sous la forme:

A(s'—A(f—a) = B{B(f-\-ßl

et les nombres A, B n'ayant pas de diviseur commun. il faut que B(f-^ß soit

divisible par A. Faisons donc:

B^:+ß = —Alp.

Mettant ensuite cette expression dans la derniere equation, il viendra:

s^— ß = A(f— B\p.

On volt par la que les deux equations necessaires et süffisantes pour que

«+ /iV— 1 soit residu de ^4H-i?V— 1. resultent de la condition:

Ayant ainsi prouve que. si u-^ß^j— 1 est residu de A-\-B'\J— 1, on a:

*) Theorie des nombres vol. I. pag. -240.
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et que la reeiproque a egalenient Heu, noiis pouvons en ooncliire que ron a:

Selon que c(-^ß\ — l est ou n'est pas residu da A-\-BY^I.

Ce resultat peut se simplifier, si Ton remarque que Ton a toiijours:

(4)--
Poiir s'en convaincre. on considerera requation:

P = A'+B\

et Ton decomposera ..4 en ses facteurs simples, en posant:

A = y-g'-g"- •,

les lettres g, g', g", . . . designant des nonibres premiers reels impairs, positifs

ou neo-atifs. II resulte immediatement de l'eqiiation precedente qu'on a;

d'oü Ton conolat, en appliquant un theoreme connu et en se rappelant que F
est de la forme 4 « -l- 1

:

On a pareillement

:

(^) = i. (4^) = :....,

et l'on tire de la en multipliant:

ce qu'il s'agissait de prouver. En profitant de cette remarque, on peut modi-

fier le resultat obtenu plus haut comme il suit:

IV. „Le nomhre «-h/^V— 1 etant sappose n'etre pas divisible par le nombre

premier de seconde espece A-hßV— 1, si Ton pose:

A'-^B' = P,

je dis que «-1-/^1'— 1 sera ou ne sera pas residu de A-hBv— 1,

solon que Ton a:
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Si Ton pose:

£ sera cfapres ce theoreme -f- 1 oii —1, selon que ci-h/iY—l est ou n'est pas

residu de A+ BV—l, et *' aura la ineme sigiiilication par rapport ä ri' -^- ß' ]/— 1

.

Multipliaut ces expressions eiitre elles, reinpla(,"ant i)- par P— A- et faisant at-

tention qu'on a:

(4)

il viendra:

^^, _ rA(aa'-ßß')+B(aß'+ßa') \

Or eette derniere exprossion corresjjondant au prodiiit:

(a+ ß]^~^Xa'-i-ß' y—i) = aa'—ßß'-i-(aß'-hßa')y—T,

on voit facilement que le theoreme II subsiste egalement pour les nombres

premiers de seconde espece.

§4.

Apres avoir fixe, dans ce qui precede, les conditions qui doivent avoir

lieu pour qu'un nonibre complexe soit ou ne soit pas residu quadratique d'un

nombre premier quelconque, nous allons faire voir comment on peut en deduire

l'expression la plus simple des caracteres distinctifs des nombres premiers dont

un nombre complexe donne est residu. Mais auparavant nous ferons remarquer

qu'il est permis de se borner au cas oii le nombre donne est premier: car s'il

est compose, il resulte du theoremeil demontre plus haut que sa relation a

un nombre premier quelconque, dejiend de Celles de ses facteurs simples k ce

meme nombre premier.

Nous commencons jiar le nombre premier 1 -I- 1^— 1. D'apres le theo-

reme III, ce nombre sera ou ne sera pas residu d'un nomlire premier de pre-

miere espeee q, selon que Ton a:

(f)- » (!)-
On sait d'un autre cote que le premier ou le second de ces cas aura lieu, selon

que q, pris positivement, a la forme 8ii-\-7 ou celle-ci: 8»-f-3. Donc l-f-]/^^

G. Lejeune Dirichlet's Werke. 24
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Sera residu de tout nombre premier de la forme 8/^-1-7. non-resklu au contraire

des iiüinl)res premiers de la forme 8« -1-3. Fassons aux nombres premiers de

seconde espece. Pour decider si l-f-V— 1 est ou n'est pas residu d\in pareil

nombre A-hB]/— 1, il suffit, d'apres le theorenie IV, de savoir si Ton a:

( A-^B\ ^
_ M+ ß\ 1

( p"j = +l ou ^--^—j = -l,

oü l'on a fait, coinme plus haut:

P = A'-hB\

Multip]iant par 2 les deux membres de cette equatit)n, il viendra celle-ci:

2P = (A-hBy-h(A-By.

Decomposons le nombre impair .4-t-^ en facteurs simples positifs ou negatifs

g, (j'
,
g", . . . de sorte que:

A-i-B = g.<j'.(j"....

On aura evidemment:

et par suite, en vertu de la loi de reciprocite:

D'un autre cöte, il residte (Fun tlieoreme connu que le premier membre est

-1-1 ou —1, Selon que g a la forme 8h±1 ou celle-ci: 8 «±3. On a pa-

reillement:

Faisant le produit. on obtient Fequation:

(-'-'/-) = (-1^)--.
Oll le signe superieur ou inf»'rieur doit etre pris selon que parmi les facteurs

ih ff': n"i . . . il y en a un nombre pair ou impair de la forme 8/i±3. Or il

est evident que le produit:

A+ B = y.g'.g"...

aura la forme 8/(±l ou celle-ci: 8?i±3, selon que ce nombre est pair ou im-

paii-. De Ik et de ce (pfon a vu plus haut, resulte ce theoreme:

.I-t-V— 1 est residu ou non-residu quadratique du nombre premier

yl-f-i^V— 1 Selon (jue Ton a A^B^±\ ou ,4-H-ß = ±3 (mod. 8)."
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Oll peilt reniarquer qiie cet enotice oomprend ce quo iioiis avous troiive plus

haut sur la rolatioii de l-t-V— 1 aux nonibres preuiiers de premiere espece.

(.^iiant a la relation de 1 — V—l aux differeuts noinbi-e^; premiers, eile se deduit

imiuediateinent du theoreme preeedent.

Apres avoir tenuiue re qui regarde le iiombre IrbV

—

I. nous alloiis

iious occuper des autres nonibres premiers. Designons par a-{-/iV—l un noml)re

preniier de seconde espece (ß etant pair) et par A-\-By—l un autre noinbre

premier de la meine espece (B etant egalement pair), et proposons-nous de

fixer la relation que le preniier a au second.

Cette relation se determine par un theoreme tres simple et qui coii-

siste en ce que le premier est ou n'est pas residu du second. selon (pie le

second est ou n'est pas residu du ])remier. Pour demontrer ce theoreme, t'aisons

pour abreger:

II resulte du theoreme IV que a-^/iY— 1 est ou n'est pas residu de A-\-By— 1,

Selon que Ton a:

p]n echangeant les nombres «+ /:?V— 1 et A+ BY— i entre eux, ce qui ne

change pars l'expression Aa-hBß. on conclut de la meme proposition que

A-hBy— 1 est ou n'est pas residu de a-i-ßV—l, selon que l'on a:

On voit par la que la demonstration du theoreme enonce plus haut se reduit

ä faire voir que requation:

f
Aa-hBß\ ^ f Aa-hBß \

a toujours lieu. Pour cela on fait le produit de 2> et de P, on trouve ainsi:

(Aa-hBßy+(Aß— Bay = pP.

Comme, par hypothese, A et a sont impairs, B et ß pairs, Aa-hBß sera un

nombre inipair. Designant par g. ;/', ;/", ... ses facteurs simples, on a:

Aa-hBß = g.g'.g".. .

et i'equation pjreeedente donne immediatement:

24*
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d'oü Ion conclut. en vertu d\in theoreme connii:

(f)-(i)-
Ou a pareillement:

ä'oh l'on tire en multipliant:

ce qu'il s'agissait de prouver.

11 existe une reciprocite analogue, lorsque les deux nonibres premiers

irappartiennent pas l'iin et rautre ä Ja seconde espece. Pour le faire voir.

soienl q et A-i-B} — 1 deux nombres premiers qui sont respectivement de pre-

miere et de seconde espece. D'apres le theoreme III le second sera ou ne sera

pas residu du premier, selon que Ton a:

(^^)-(f)-- «" (;^-¥^) = (|)—
II resulte. d"un autre cote, du theoreme IV que le premier sera ou ne sera

pas residu du second. selon que:

Ces deux resultats combines avec l'egalite:

(f) = (*)
qui derive d'un theoreme coimu, suffisent pour etablir la reciprocite enoncee

j)lus haut. II ne reste plus a considerer que le cas de deux nombres premiers

de premiere espece. Dans ce troisieme cas, la reciprocite est evidente puisque

noiis avons vu plus haut qu'un nombre reel quelconque est toujours residu de

tont nombre j^remier de premiere espece. Les trois cas que nous venons d'exa-

miner conduisant au meme resultat, nous pouvons enoncer le theoreme suivant

(jui est celui dont il a ete question dans le preambule de ce memoire.

„Designant par «+ /?l/^^ et A-hBY^^l (ß et B etant pairs et pou-

vant se reduire a zero) deux nombres premiers complexes, le premier sera ou

ne sera pas residu quadrati(jue du second, selon que le second est ou n'est pas

residu quadratiqne du premier."

Kerlin. au mois de septembre 1832.
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DEMONSTRATION DU THEOREME DE FERMAT POUR LE CAS
DES U"'^"^^ PUISSANCES.

S'il existe des noinbres entiers t, h, v propres ä satisfaii-e a requation:

(1) t" = n"-he'\

il est manifeste que tont facteiir comimin ()' de deiix d'entre eux, divisera ne-

cessaireinent aussi le troisieme. On pourra doiic diviser chacun d'eux par «J",

ce qui ne changera en rien la forme de requation: d'oü Ton conclut. qii'il est

permis, pour prouver l'impossibilite de l'equation (1), d'y considerer les entiers

t, u, V, pris deux h deux, comme libres de tout facteur comniun. Cela pose,

ces entiers devront evidemment etre supposes Tun pair, les autres impairs, et

le nombre pair sera Tim de ceux que renferme le second membre. On voit

aussi que si parini ces nombres il y en a un divisible par 7, ce ne saurait

etre t, puisque 7 ne peut jamais diviser la somme de deux carres preraiers

entre eux. L'equation etant symetrique par rapport a u et a i>, nous pourrons

supposer que, si parmi ces nombres il y a un multiple de 7, u se trouve dans

ce cas. Transposant le terme en n, l'equation se changera en celle-ci:

(2) t'*—u'* = ü"

qu'on peut mettre sous cette autre forme:

(3) (t'—u'')[(t'—u'y-^lt'u\t*—t'u-+u*y] = v'*.

Les nombres t, u ayant ete supposes premiers entre eux, f— ?r et tu sont

aussi sans diviseur commun: il en est de meme de f— u? et t*— ?-«^-t-»*, car

tout nombi'e premier divieeur commun de ceux-ci diviserait:

t*— t/'u--irio^—(t''—uy = fu^,

et par consequent aussi tu. Les nombres tu et t'-
— u- auraient donc ce meme

diviseur commun, ce qui ne s'accorde pas avec ce qu'on vient de prouver.

II resulte de la, si Ton fait pour abr^ger:

t^—u'' =
(f,

tu(t*— t-u''->ru') = Xp,
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que
(f

et y. qui sont evideinnieiit lun pair, l'autre iiupair. n'ont pas de divi-

seur comniun, et Ton aura:

(4) ,
y((y^)=+ 7^r) = r".

Noiis distingiions inainteiiant deiix cas, selon que v est ou nVst pas divisible

par 7. Si Ton suppose en premier lieu r non-divisible par 7,
(f

ne le sera pas

iion plus. II suit de lä et de ce que
(f

et yp soiit preiniers entre eux, que

les deux facteurs du premier meuibre sont aussi premiers eutre eux et par eon-

sequent egaux Tun et Tautre u des 14'*''"«'' puissances. D'uu autre cöte, Ton

conclut d'un theoreiue coiuni que la racine de la 14'"""" puissanee impaire

(y)'*)--(- 7 (/' a la menie fonne. r/--)-7/i'-, et Ton prouve facilement*) que les entiers

(j, h satisfont ä requation:

oü il fallt egaler separement les parties reelles et les coefficients de V— 7. Sans

developper cette expression, il est evident que la valeur qu'elle donne pour x^i

est divisible par 7. Mais i/» etant egal a:

ne peut etre divisible par 7, k moins que t ou « ne le soit, ce qui serait

contraire k la supposition faite plus haut. II est donc prouve que le cas oü

l'on suppose r non-divisible par 7, en nienie temps que t et u, ne saurait avoir

lieu. Reste ä faire voir que l'equation (2) ne peut pas subsister non plus, si

Ton eonsidere r comme un multiple de 7. En y faisant:

r = 7 >r

eile deviendra:

C'— u'' = T'Vr".

C'est requation dont il s'agit de prouver rimpossibilite. Sans complicpier la

marclie de la demonstration, nous pouvons, au lieu de requation precedente,

traiter l'equation plus generale:

') Pour prouver ce dont il s'agit, on peut s"y premlre u peu pres de la miMne inaiiii're duut uuus

avons demontre un theorcme analogue (Vol. HI de ee Journal, page 359, 360). Les tlieoremes I (page 3.5.'))

et III (page .^58) ainsi (pie leurs demonstrations subsisteut ogalement, lorsque a est negatif. Supposant donc

a= — 7, la demonstration s'acheve comme a Pendroit cite: eile est meme plus simple en ce qu'elle n'est

pas compliquee de la cousideration des solutious, en nomlire intiiii, de l'eipiation ('

—

au- = 1 qui n'eu a

qu'unc lorsque a est negatif.
')

') Von den citirtcn Stelleu findet sich die cräte auf S. 28, 29, die zweite auf .S. 24, ilio dritte auf .S. 27 dieser Ausfalle vun

O. I^Jeune Dirichlet's Werken. K.
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les nombres ^ ii etant toujours supposes sans diviseiu- cominun, et m, ii de-

signant des entiers positifs (sans excepter zero).

En conservant toutes les denominations precedentes, requation pourra

etre mise sous cette forme:

Comme eile exige evidemment qiie (p soit divisihle par 7. faisous ip ^=1 y^\

nous aurons ainsi:

II est facile de voir que les deux faeteurs 7'-/ et V^~^(7^/0^ ^ont le second

est impair, n'ont pas de diviseiir couimuu. II resulte de Ui que l'equation pre-

cedente ne peut subsister ä moins que (/' -4-7(7-/')- et Vx ne soient le premier

une 14'"""' puissauce. le second le produit d'une pareille jjuissance par 2"'7'-^.

Quant ä la premiere de ces conditions, eile exige. d'apres ce qu'on a vii plus

haut, qu'on ait:

V'-t-T^z^/^T = O'-l-sl/^T)",

c"est-ä-dire:

T;^ = 0-+3l/-7)"-(r-s]/=7)"
^

21/-7

oü les entiers ?•, .* sont premiers entre eux. Tun pair, Tautre impair et le

premier de plus non-divisible par 7. On peut faire subir a cette expression

une transformation semblable k celle ' que nous avons effectuee sur le premier

membre de Tequation (2). II suftit pour cela de remplacer dans le premier

membre de requation (3), t et n respectivement par r-t-^'V— 7 et r— s^— 7.

En operant ainsi et en faisant pour abreger:

(;---i-Ts-)(r*— 2.7-r=s^-|-T-s') = R.

on obtient:

Vx' = 2.7.r«[ß^— (7.4^r's0-]

ou. ce qui revient au meme, en multipliant les deux membres par 7*:

T'x' = 2.7^;-s(fi+ 7(4rs)')(ß-7(4;-sy).

II est facile de faire voir que les trois faeteurs '2.Trs, i?-t-7(4r.^)\ R— 7(4r*')',

pris deux ä deux. n'ont pas de diviseur comnmn. II est d'abord evident que

s'il y a un diviseur commun, ce ne peut etre ni 2 ni 7, car les deux derniers

des nombres en question sont impairs et non-divisibles par 7. Soit en second

Heu p un nombre pi'emier impair different de 7 , et supposons qu'il soit divi-

G. Lejeune Diriclilet's Werke. 25
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seur commiin de deux des expressions dont il s'agit. On s'aperyoit, ä leur

seale inspection. que p sera facteur couinuin de rs et R. et en faisant ensuite

attention ä la maniere dont l'expression R est composee en r et s, il est evident

qu"il est necessaire que p divise a la fois r et s, ce qui est absurde, r et s

etant preniiers entre eux. Nous avons vu plus haut que 7"/ devait etre une
2^i=me pnisgance multipliee par 2'" 7'+": le premier niembre V/^ ^'^ ^^ derniere

equation sera donc le produit d'une puissance du meme degre et de 2'"' 7'"''^".

II resulte de la et de ce que les trois facteurs du second membre sont premiers

entre eux, que les deux derniers sont des 14'«°'«' puissances, et que le premier

est le produit d'une pareille puissance et de 2'''" 7''''"^". On aura donc:

2..r,-s = 2'""
f-^^"v'^\ R-hlC^rsy" = t''\ /?- 7(4^«)' = «'".

II est facile de voir qu'^on peut mettre le second membre de la premiere de

ces equations sous la forme 2''*"'T^"'v'^*, oü n' designe un entier positii" ou zero.

Lorsque n differe de zero, la chose est evidente; dans le cas oü ii = 0, il fout,

pour que le second membre puisse etre egal au premier membre, qui est divi-

sible par 7', que v' soit un multiple de 7. Mettant en consequence 7 v' ä la

place de v', le second membre prendra encore la forme supposee. Nous pouvons

donc remplacer la premiere des equations precedentes par celle-ci:

1 o'l'n+l -1+"' '14

Prenant ensuite la difierence des deux dernieres. comparant et posant pour

abreger f''' = «•'. il viendi-a:

Cette e((nation dans laquelle f et «' nont pas de diviseur commun, est entiere-

ment semblable ä l'equation (5) dont eile derive. Seulement, les entiers t', u'

qui y entrent, sont beaucoup plus petits que leurs analogiies t, n dans l'equa-

tion (5). On est en droit de conclure de lii, :i la maniere ordiiiaire, que l'equa-

tion (.')), et par consequent aussi l'equation (1) ne saurait avoir lieu.

Berlin, an mois doctobre 1832.
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U\TERSTirHTINftF\

ÜBER DIE THEOEIE DER ÜUADRATLSCHEN FORMEN.
[Gelesen in der Akademie der Wissenschaften am 15. August 1833.]

Unter den von Fermat entfleckten, ohne Beweis überlieferten Eigen-

schaften der Zahlen ist besonders der Zusammenhang gewisser Formen des

ersten und des zweiten Grades merkwürdig, indem die darüber von ihm auf-

gestellten Sätze die hauptsächlichste Veranlassung zu der Ausbildung der Theorie

der Zahlen geworden sind. Es scheint eine Eigenthümlichkeit dieses Theils

der Mathematik zu sein, dass darin grosse Fortschritte fast immer durch die

Bemühungen hervorgerufen werden, wodurch man sich von der Richtigkeit ein-

zelner auf dem Wege der Induction gefundener Sätze zu überzeugen sucht,

während in allen andern Zweigen der Analysis bedeutende Resultate eine Folge

neuer Gesichtspunkte zu sein pflegen, auf welche die Erfinder weit seltner durch

das Bestreben, zerstreute Sätze zu concentriren , als durch das Bedürfniss ge-

stellt werden, welches ihnen bei der Behandlung von Fragen fühlbar wird, die

den bekannten Mitteln nicht mehr zugänglich sind. In diesem Sinne ist Fermat

durch die zahlreichen von ihm gefundenen Sätze der Schöpfer der Theorie der

Zahlen geworden, obgleich von seinen Beweisen fast gar nichts auf die Nach-

welt gekommen ist. Die grossen Schwierigkeiten, womit die Mathematiker zu

kämpfen hatten, welche die FERMAx'schen Sätze zu beweisen versuchten, haben

die zuweilen geäusserte Vermuthung veranlasst, Fermat könne sich getäuscht

haben, als er wiederholt und ausdrücklich erklärte, dass er für seine Sätze

höchst einfache Beweise besitze. Ohne auf eine nähere Untersuchung über den

Grad der Wahi'scheinlichkeit dieser Vermuthung einzugehn, möchte ich nur

darauf aufmerksam machen, dass eine solche Selbsttäuschung bei einem Mathe-

matiker von Fermat's unbestreitbarer Tiefe in einem Jahrhundert, welches noch

ganz an die Strenge gewöhnt war, die sich die Griechen in arithmetischen

Untersuchungen eben so sehr als in der Geometrie zur Pflicht gemacht hatten,

viel schwerer zu erklären ist als in einer spätem Zeit, wo die Leichtigkeit und

Einfürmitikeit der neuen analytischen Methoden die Behandlung mathematischer
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Gegenstände zuweilen in einen Mechaiiisuiiis ausarten Hess, dem man mit der

grössten Zuversicht folgte, ohne aucli nur an die Möglichkeit zu denken, dass

die erhaltenen Resultate irgend einer Beschränkimg unterworfen sein könnten.

In jedem Falle ist es für die Wissenschaft ein Vortheil gewesen . dass

Fermat seine Sätze nicht bloss als durch Induction gefunden, sondern als mit

strengen Beweisen versehen dargestellt hatte, indem es dadurch für die Mathe-

matiker des vol'igen Jahrhunderts zu einer Art von Ehrensache wurde, in diesem

Punkte nicht hinter einem Vorgänger zurückzubleiben, seit dessen Auftreten

alle übrigen Theile der Wissenschaft einen so grossen Aufschwung genomnien

hatten. Euler, welcher zuerst nach Fermat seine Aufmerksamkeit auf die

Eigenschaften der Zahlen richtete, beschäftigte sich besonders mit dem oben

erwähnten Zusammenhang, welcher zwischen Formen des ersten und zweiten

Grades stattfindet, und wovon der einfachste Fall in dem Satze ausgesprochen

ist, dass jede Primzahl von der Form 4»+ !. d. h. welche bei der Division

durch 4 die Einheit zum Reste lässt, die Summe von zwei Quadraten oder, was

dasselbe ist. in dei- Form ^--f- >r enthalten ist. Seinen Bemühungen verdanken

wir den Beweis des angeführten schönen Satzes und der demselben hinzu-

iiefüüten Bestimmung, dass jede Primzahl von der erwähnten Linearform nur

auf eine Weise in zwei Quadrate zerlegt werden könne. Aehnlichen Erfolg

hatten die unermüdlichen Anstrengungen dieses grossen Forschers für mehrere

dem genannten verwandte FERMAT'sche Sätze, deren Anzahl er ausserdem auf

dem Wege der Induction bedeutend vermehrte.

Lagrange, der sich bald nach Euler mit demselben Gegenstande be-

schäftigte, wusste der von diesem begonnenen Untersuchung einen neuen eben

so einfachen als fruchtbaren Gesichtspunkt abzugewinnen, von wo aus sich bald

alles zu einer umfassenden Theorie gestaltete. Das Wesen der von ihm ge-

schaflFenen Methode besteht in der Betrachtung der einfachen Divisoren der

quadratischen Form t--i-cn'\ in welcher c eine gegebene positive oder negative

ganze Zahl, t und 7t aber unbestimmte ganze Zahlen bezeichnen. Jeder Divisor

einer solchen Form ist in einer dreigliedrigen Form:

enthalten, deren Coefticienten g, 2 h und k mit c in der durch die Gleichung

gk— /r ^ c ausgedrückten Beziehung stehen*). Diese Abhängigkeit der Coef-

•) Theorie des Nomlnes no. 138. (Troisit-iiie edition.]
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ficienten. wie sie sich iimnittell);u- aus der Voraussetzung ergiebt, dass die eine

Form durch die andere nuniei-isch theilbar sei. lässt hei einem bestimmten

Werthe von c unendlich viele Formen für den Divisor zu. Diese Formen aber

sind nicht alle wesentlich von einander verschieden, sondern gehen durch die

Einführung anderer unbestimmter Zahlen, welche an die Stelle von f und «

treten, wobei der Grad ihrer Allgemeinheit ganz ungeändert bleibt, theilweise

in einander ülier und reduciren sich solcherweise auf eine endliche Anzahl von

Formen, die nicht nur nicht in einander transformirt werden können, sondern

von denen auch keine eine Primzahl enthält, die durch eine der andern dar-

gestellt werden kann. Diese Reduction der dreigliedrigen Formen oder quadra-

tischen Divisoren auf eine endliche Anzahl wesentlich von einander verschiedener

ist besonders, wenn c eine negative Zahl bedeutet, ein sehr schwieriges Prol)lem,

dessen vollständige Lösung die Anwendung einer schon früher von L.\gr.\N(;e

bei einem verwandten Gegenstande gebrauchten Analyse erforderte. Eine wei-

tere Untersuchung der reducirten quadratischen Formen zeigte, dass denselben

gewisse Ausdrücke des ersten Grades entsprechen, so dass jeder in einer qua-

dratischen Form enthaltenen Primzahl eine der entsprechenden Linearformen

zukommt. Dass aber umgekehrt jede in einer der Linearformen enthaltene

Primzahl eine der entsprechenden quadratischen Formen annehmen könne, geht

aus dieser Betrachtungsweise nicht hervor, und es bedarf zum Beweise dieses

umgekehrten Satzes der NachWeisung, dass eine solche Primzahl wirklich ein

Divisor der Formel t--{-cu' ist. Für die Primzahlen von der Form ^-ix+ o

liess sich die Sache ziemlich leicht erledigen, indem von solchen gezeigt -wurde,

dass sie immer einer der beiden Formen:

t'-\-cu-, f-— cir,

aber auch nur einer derselben, als Divisoren angehören, woraus folgt, dass man

sich in diesem Falle nur zu überzeugen hat, dass eine solche Primzahl von den

Linearformen für die Divisoren der einen ausgeschlossen ist, um daraus folgern

zu köimen, dass sie der andern als Divisor angehört. Für die Primzahlen der

Form 4?i-f-l bot die Frage bedeutende Schwierigkeiten dar, die es Lagrange

nur in speciellen Fällen zu beseitigen gelang. Ich führe seine eignen Worte

über diesen Punkt hier an, die für die Geschichte der Wissenschaft interessant

sind, weil daraus hervorgeht, dass er den umgekehrten Satz in seinem ganzen

I7mfang als richtig erkannt hatte, wenngleich seine Methode zu einer voll-

ständioen Beweisführuna' nicht ausreichte.
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,0/' quoiqite Vinduction paraisse prourer qtie les nombres premiers

des formes qui convienuent mix diviseurs de t-±air, peuvent toitjours etre

effectivement des diviseurs de pareils nomhres, cette proposition ne peut etre

prouvee rigouretisement par rapport aux nombres premiers 4 «4-1 que pour

im tres petit no)itbre de cas: du rnoms tontes les tentatives que j'ai faites

pour en veuir a bout out ete jusquä prescnt iuutUes: de sorte que je me

boriierai ici ii rapporter les resultats de nies recherches dans quelques cas

particuhers oii j'ai reussi ä trouver la deinonstration de la proposition dont

il s'agit."*)

So fehlte also der grossen Entdeckung von Lagrange noch ein wesent-

liches Moment, um die Reihe der von Fermat aufgestellten Sätze zu vervoll-

ständigen oder vielmehr ins Unbestimmte zu verlängern.

Legendre, der einige Jahre später die Untersuchungen von Lagrange

wieder aufnahm, zeigte, dass der eben erwähnte Satz von einem andern ab-

hängig sei, der durch seine Einfachheit und Fruchtbarkeit gleich merkwiu'dig

seitdem unter dem Namen des Reciprocitätsgesetzes berühmt geworden ist.

Aber trotz seiner Einfachheit standen doch dem Beweise desselben sehr grosse

Schwierigkeiten im Wege , die Legendre durch die scharfsinnigsten Betrach-

tungen nur theilweise zu heben vermochte, bis endlich Gauss in seinen 1801

erschienenen -disquisitiones arithmeticae- zwei Beweise desselben mittheilte.

Spätere Abhandlungen dieses grossen Mathematikers enthalten noch mehrere

andere, von denen namentlich zwei, die übrigens von demselben Princip aus-

gehen, so einfach sind, dass jetzt sogar für die Darstellung dieser Theorie wie

sie für ein Elementenbuch passt, gar nichts mehr zu wünschen bleibt.

Auf diese Weise vervollständigt und in gewissem Sinne abgeschlossen,

bietet die von Fermat und Euler vorbereitete, von Lagrange in ihrem ganzen

Umfang erkannte Theorie der quadratischen Formen und der entsprechenden

Linearformen der durch sie darstellbaren Zahlen noch mehrere Fragen dar, von

denen ich eine in der Abhandlung, welche ich der Akademie vorzulegen die

Ehre habe, zu behandeln versuche.

Um den Gegenstand dieser Frage näher zu bezeichnen, ist es nöthig

einige specielle Resultate anzugeben, welche aus der Theorie hervorgehen, deren

allmähliche geschichtliche Entwickelunü; ich so eben angedeutet habe. Ich werde

') Miinoires de CAcnUinie de Berlin. .AiiiR'e 17(.j p. .'i,jU.
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mich dabei auf den Fall beschränken, wo die vorher c genannte Zahl eine Prim-

zahl ist, weil fih- diesen Fall die Frage sich in ihrer einfachsten Gestalt dar-

stellt. Unter dieser Voraussetzung bilden die Linearformen, welche den ein-

fachen Divisoren von t--\rcu^ zukommen, eine oder zwei Gruppen, je nachdem

c mit seinem Zeichen genommen, bei der Division durch 4 die Einheit negativ

oder positiv genommen, zum Reste lässt. Wenn nun im ersteren Falle diesen

Linearformen oder im letzteren Falle einer oder jeder der beiden Gruppen der-

selben, die sich dadurch von einander unterscheiden, dass die eine nur Prim-

zahlen der Form 4;(-|-l, die andere nur solche der Form 4 »-+-3 enthält, meh-

rere quadratische Formen entsprechen, so liegt in der erwähnten Theorie eine

UnVollständigkeit, indem sie zwar zeigt, dass eine Primzahl, sobald sie in einer

der Linearformen enthalten ist, nothwendig eine der entsprechenden quadra-

tischen Formen annehmen könne, allein durchaus kein Mittel angiebt a priori

zu entscheiden , welche der quadratischen Formen ihr zukommt. Lässt man

sich von der Analogie leiten, so geräth man leicht auf die Vermuthung, es

könne die Gesammtheit der Linearformen einer Gruppe, der mehrere rpiadra-

tische Formen entsprechen, in mehrere Unterabtheilungen zerfallen, von denen

jede nur einer cjuadratisehen Form angehöre. Allein diese Vermuthung be-

stätigt sich nicht, denn man findet bald, dass jede C|uadratische Form Prim-

zahlen von jeder einzelnen Linearform darstellt. Es erhellt hieraus, dass die

charakteristischen Eigenschaften der einzelnen zu einer Gruppe gehörigen qua-

dratischen Formen nicht durch die den Primzahlen, welche sie enthalten, zu-

kommenden Linearformen ausgedrückt werden können, sondern nothwendig von

einem andern bisher in dieser Theorie nicht vorhandenen Elemente abhängig

sein müssen. Eine schon vor mehreren Jahren unternommene Untersuchung,

dei'en Gegenstand mit der vorher aufgeworfenen Frage in gar keinem Zusammen-

hange zu stehen scheint, hat mich auf einige Sätze geführt, welche für einzelne

Fälle die charakteristischen Eigenschaften der in den verschiedenen cjuadratischen

Formen enthaltenen Primzahlen kennen lehren, und zugleich den Weg be-

zeichnen, auf welchem sich die Liduetion zu allgemeineren Sätzen zu erheben hat.

Obgleich die von mir gefundenen Resultate sich nicht auf den Fall beschränken,

wo die oben mit c bezeichnete Zahl eine Primzahl ist. so soll doch dieser Fall,

als der einfachere, in dieser Abhandlung ausschliesslich betrachtet werden.*)

'; Die im Folgenden entwickelte Methode Meilit fa-^t ohne Moditieation anwendbar, wenn a eine

znsammengesetzte Zahl ist.

G. I, ejeuue Dirichlet".s Werke. -b
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§• 1-

Wir werden uns häufig eines von Legendre eingeführten Zeichens be-

dienen, dessen Bedeutung also vor allen Dingen festzustellen ist. Ist p eine

ungerade Primzahl und k irgend eine nicht durch p theilbare Zahl, so lässt

k ^ den Rest -H 1 oder — 1 bei der Division durch /) , und zwar findet das

erstere oder letztere bekanntlich statt, je nachdem k quadratischer Rest oder

Nichtrest von p ist. Diesen Rest ±1 nun werden wir mit Legendre durch:

(})

bezeichnen. Es ist nach der Bedeutung dieses Zeichens klar, dass:

ist, wo / wie k eine nicht durch p theilbare Zahl bezeichnet. Auch folgt aus

bekannten Sätzen*), dass 1—1 = 1, wenn p von der Form 8/;±l, dass hingegen

1 "i = — 1, wenn /> in der Form 8»±5 enthalten ist. Das Reciprocitäts-

gesetz, welches zwischen irgend zwei ungeraden Primzahlen stattfindet**), lässt

sich vermittelst dieses Zeichens sehr einfach ausdrücken. Denkt man sich näm-

lich unter k ebenfalls eine ungerade Primzahl, so ist dasselbe in der Gleichung:

(})--(f)
enthalten, in welcher das untere Zeichen zu nehmen ist, wenn die ungeraden

Primzahlen beide von der Form 4?i+3 sind, das obere Zeichen dagegen, wenn

jede oder auch nur eine die Form 4«-|-l hat. Dies vorausgesetzt wenden wir

uns zu den in der Einleituno; angekündigten Betrachtuno;en.

§•2-

Es sei a eine Primzahl der Form 8?H-1 und p, q zwei andere Prim-

zahlen von der Form 4m-)-1, von solcher Beschaffenheit, dass:

(7)-' - (;)=>•

') Theorie drs Nombres. no. löO.

'*) Theorie des Nombres, no. 166.
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Die Zahl p ist vermöge dieser Bedingungen in einem der quadratischen Divi-

soren 4»-f-l*) von der Formel t--{-ciir, und als Primzahl auch nur in einem

derselben enthalten**). Dasselbe gilt von der Zahl q. Wir machen nun die

neue Annahme, dass beide Primzahlen j), q durch denselben quadratischen Di-

visor ausgedrückt werden, woraus nach einem bekannten Satze***) folgt, dass

das Product pq in der Formel t--hai(^ selbst enthalten ist. "Wir haben also

folgende Gleichung;

(1) t--han" = pq,

in welcher offenbar die Zahlen t, u keinen gemeinschaftlichen Factor haben.

Auch ist klar, dass von diesen Zahlen die eine gerade, die andere laigerade

sein wird. Wir unterscheiden jetzt zwei Fälle, je nachdem jh 9? '^'on denen

jede bei der Division durch 8 den Rest 1 oder den Rest 5 lassen kann, gleiche

oder verschiedene Reste geben.

Erster Fall. Die Primzahlen p und q sind entweder beide von

der Form 8n+l, oder beide von der Form 8»-i-5, d.h. ihr Product p 9

hat die Form 8/i+l.

Wir wollen bei diesem ersten Falle zwei Unterabtheilungen eintreten

lassen, je nachdem t oder tt ungerade ist. Ist t ungerade, also ?f gerade, so

setze man:

f = (/(/'(/' ... ?< = 2 hh'h" .

.

.,

wo g, (j , fi" , .... /(, h', h", . . . ungerade Primzahlen bezeichnen. Die Gleichung (1)

giebt unmittelbar:

(;) = (f)-(f)(f)-
und wenn man das Reciprocitätsgesetz anwendet, indem a. p, g Primzahlen der

Form 4n-|-l sind:

(f) = (f)(f)-
Bildet man ähnliche Gleichungen für g', g", . . . und multiplicirt, so erhält man:

(^^) = (^)(^).
*) Wir bedienen uns zur Abkürzung dieses Ausdrucks, um einen quadratischen Divisor zu be-

zeichnen, der keine andern ungeraden Zahlen als solche von der Form 4n + l darstellt.

'*) Thiorie des Nombres, no. '234.

***) Theorie des Nombres, no. 233.

26*
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oder

:

(;X7)(t)-
Ebenso folgt aus der Gleichung fl):

Multiplicirt man diese Gleichung mit den ähnlichen für li. h". . . . und mit

der Gleichung ("~)("^)= I5 ^^'^ ^"S ("^)'^(~) f'^lgtj so erhält man:

Nimmt man, um zu der andern Unterabtheilung überzugehen, t gerade, u un-

gerade an, und setzt:

t = '2"'gg'y".
. ., n = hh'h". . .,

wo (]. r/'. g". . . . und h. h\ h". . . . wieder ungerade Primzahlen bezeichnen, so

erhält man leicht aus (1):

(f) = (f)(f)
und durch Multiplication dieser Gleichung mit den analogen für (j, fj".

. . . und

mit der aus den über a. p, q, gemachten Voraussetzungen leicht folgenden

(?)-(f)(f)^

(:)=(7)(f)- _
j

Ebenso findet man. dass die Gleichunji rS") eben- 1was mit (2) zusananenfällt. Ebenso findet man, dass die Gleichung (3) eben-

falls stattfindet.

Zweiter Fall. Von den Primzahlen p, q hat die eine die Form

8/i-f-l, die andere die Form 8/i+ 5, d. h. pq ist von der Form 8h-|-ö.

Da a und jedes ungerade Quadrat von der Form Sn-f-l ist, so folgt

aus der Gleichung (1), deren zweite Seite die Form 8n-{-b hat, dass das auf der

ereten Seite vorkommende gerade Glied nicht durch 8 theilbar sein kann. Es

ist also diejenige der Zahlen /, u, welche gerade ist, bloss durch 2, nicht aber

durch 4 theilbar. Betrachten wir zunächst t als ungerade, so haben wir:

t = (ly'g". . ., u = 2hh'h". . .,

wo wieder y, g', g", .... h. h'. h'\ . . . ungerade Primzahlen sind. Die Glei-
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chimg (1) giebt wieder iinmittelhar:

(7)-(f)-(';)(f)'
woraus nach ilem Reciprocitätsgesetze fol^t:

Diese (Tk'icluing mit den ähnlichen für //',
ff",

. . . geltenden niultiplicirt giebt

wie oben:

Aehnlicherweise folgt aus (1):

'=(7)=(-i)(i). * (})(!)=•.

woraus wieder dui'ch Multiplication in die analogen h', h", . . . enthaltenden

Gleichungen die Relation:

hervorgeht. Berücksichtigt man nun, dass, da von den Pi'imzahlen p und q

die eine von der Form 8ft+ l. die andere von der Form 8n-\-b ist, von den

Ausdrücken i-j und {-~\ der eine den Werth +1, der andere den Werth

— 1 und also ihr Product (
—

)(
—

)
clen Werth —1 hat, so folgt, wenn man

abermals multiplicirt

:

Betrachtet man nun jetzt t als gerade und setzt:

t ^2<ig'g" ..., u ^ hh'h"...,

so ergiebt die Gleichung (1) mit Anwendung des Reciprocitätsgesetzes

:

woraus unter Berücksichtigung, dass I— j
^ 1 und I

—
J(^^J

= — 1 ist, die

Gleichung:
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folot. Ebenso erhält man leicht die Relation:

Fasst man das Vorhergehende zusammen, so sieht man, dass, wenn die Prim-

zahlen j) und q beide die Form 8?i-|-l, oder beide die Form 8«+ 5 haben,

die beiden Gleichunii-en;

stattfinden, dass hingegen, wenn von diesen Zahlen die eine in der Form

8»H-1, die andere in der Form 8 »4-5 enthalten ist. entweder gleichzeitig:

(-.9-(i)(i) - im-'
oder gleichzeitic:

^

a) = -(7)(7) - (7)(f) = -'

ist. Man erhält ein einfacheres Resultat, wenn man die zusammengehörigen

Gleichungen in einander multiplicirt.

Es ist nämlich offenbar:

(i)(y)(i)-(7)(i) »- (i)(7)(7)-(7)(7)-
je nachdem p und q bei der Division durch 8 gleiche oder verschiedene Reste

geben, oder in blossen Zeichen ausgedrückt:

§.3.

Kehren wir jetzt zu der Gleichung (1) zurück, so giel)t dieselbe unmittelbar:

t' ^ — air (mod. p),

und durch Erhebuns; zur Potenz -——

:

4

p—\ 7>— 1 p~\

t
'^ ^ (— a) •* u " (mod. p).

Man erhält auf ganz gleiche Weise:

t ^ ^ (

—

a) * u '^ (mod. 7).
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Setzt man zur Abkürzung:

« * ^ £ (mod. /)),

wo « den Werth +1 oder —1 hat, je nachdem a biquadratischer Rest oder

Nichtrest von p ist, und eben so:

a * ^ t' (mod.
(f),

SO lassen sich die beiden vorhergehenden Congruenzen mit folgenden Glei-

chungen vertauschen

:

woraus durch Multiplication und Vergleichung mit (4) folgt:

(^) (I) = "
Auf der andern Seite erhält man auch leicht aus (1):

g-l g— 1 g—

1

t - ^ p * q * (mod. fl).

Setzt man zur Abkürzung:

p * ^ d (mod. «),

wo wieder d' = -hl oder = — 1 ,
je nachdem p biquadratischer Rest oder Nicht-

rest von a ist, und ebenso:

«—

1

)j
* ^6' (mod. a),

so lässt sich die obige Congruenz in die Form:

(l)
= 6d'

bringen, woraus sich endlich durch Vergleichung mit (5) folgendes Resultat

ergiebt

:

(6) et' = dd'.

Erinnert man sich, dass s, «', <)', d', abgesehen vom Zeichen, der Einheit gleich

sind, so sieht man gleich, dass entweder gleichzeitig:

£ = (J und t' = 6',

oder gleichzeitig:

£ = — 6 und «' = — 6'
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ist. Die Gleichung * = <)' bedeutet nach Obigem, dass entweder zugleich (/ In-

quadratischer Rest von p und p biquadratischer Rest von a ist, oder zugleich

a biquadratischer Nichtrest von p und p biquadratischer Nichtrest von a ist.

Nennt man ein solches Verhalten der Primzahlen p und a zu einander biqua-

dratische Reciprocität. und das umgekehrte durch die Gleichung « ^ — (f aus-

gedrückte Verhältniss. wenn nämlich von den beiden Primzahlen die eine lii-

quadratischer Rest von der andern ist. während diese biquadratischer Nicht-

rest von jener ist, biquadratische Nichtreciprocität. so lässt sich das Resultat (6)

in folgender Art aussprechen:

„Die Primzahlen jj und q stehen entweder l)eide zu a in biquadra-

tischer Reci}irocität oder beide in biquadratischer Nichtreciprocität."

Bedenkt man jetzt, dass nach den im §. 2 gemachten Voraussetzungen

]> und q irgend zwei Primzahlen 4»-|-l bezeichnen, die durch denselben qua-

dratischen Divisor von t'--{-air dargestellt werden können, so ist das eben er-

haltene Resultat ganz gleichbedeutend mit folgendem Satze:

,.Bezeichnet a eine Primzahl der Form 8«-f-l. so haben alle in

demselben quadratischen Divisor 4?i-|-l von t'--\-(iu' enthaltenen Primzahlen

entweder zu a ein biquadratisches Reciprocitätsverhältniss oder alle das

entgegengesetzte Verhältniss. ''

Es zerfallen also hiernach die quadratischen Divisoren 4»-|-l der

Form /--f-rt?r (wo a eine Primzahl 8»+l) in zwei Klassen, von denen die

eine — wir werden sie in der Folge die erste nennen — aus lauter quadra-

tischen Formen besteht, die nur Primzahlen darstellen, welche mit <i in biqua-

dratischer Reciprocität stehen, wähi'end die Fornicn der zweiten Klasse nur

Primzahlen von entgegengesetzter Beschaffenheit ausdrücken.

§ 4.

Nehmen wir als Beispiel den Fall wo o = 17. Es giebt für diesen Fall

folgende zwei quadratische Divisoren 4»-i-l*):

f--\-llu-, 2f--{-2tu-\-9u-.

Jeder derselben bildet eine Klasse, und man sieht leicht, wenn man besondere

AVerthe für f und u setzt, z. B. in der ersten Form ^=6, ?/ = 1 und in der

zweiten ;= 1, n = } , wodurch man die Primzahlen öS und 13 erhält, die

*) Theorie des Xomhres, Tab. IV.
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respeotive mit 17 in hiquadratischer Reciprocität und Xichtreciprocität stehen.

dass in diesem besondern Falle die erste und zweite Klasse sich respective auf

die Formen ^--f- 17//- und 2t--h2tu-\-9u- reduciren. Bemerkt man zugleich, dass-

2(2t--h2tu+du-) = (2t+uy-hHu-

ist, d. h. dass die zweite Form, mit 2 multiplicirt. mit der ersten zusammen-

fällt, so kann man das Resultat einfach so aussprechen:

^Jede Primzahl von der Form 4h +1, welche in der Formel /--f-lT»'

aufgeht*), ist einfach oder doppelt genommen in derselben Form /--|-17»"-

enthalten, je nachdem sie zu 17 in biquadratischer Reciprocität oder Xicht-

reciprocität steht."

In allen diesem Beispiel ähnlichen Fällen, wo nämlich nur zwei qua-

dratische Divisoren 472-1-1 vorhanden sind, die alsdann jeder eine Klasse für

sich bilden, giebt der obige Satz die charakteristischen Eigenschaften der in

jedem derselben enthaltenen Primzahlen.

Besteht aber eine Klasse aus zwei oder mehr Formen, so geht au> un-

serm Satz nicht hervor, wodurch sich die in einer jeden derselben enthaltenen"

Primzahlen von den Primzahlen unterscheiden, welche durch die übrigen dar-

gestellt werden.

Ohne die Behandlung dieser gewiss sehr schwierigen Frage zu versuchen,

wollen wir in den folgenden Paragraphen bloss noch einige Untersuchungen

dariiber anstellen, wie sich sämmtliche quadratische Divisoren 4n-l-l unter die

oben festgestellten zwei Klassen vertheilen.

§. 5.

Die Gesammtheit der quadratischen Divisoren von t--\-au- (wo a wie

vorher eine Primzahl der Form 8«-l-l bezeichnet) lässt sich am übersichtlichsten

darstellen, wenn man jeden Divisor in die Form bringt:

2at--h2ßtu-j-yu\

wo ci. ji, y ungerade positive Zahlen sind, die der Gleichung:

a = 2ay— ß"

und ausserdem den Ungleichheiten:

a^ ß und 7 ^ ß

*) Diese doppelte Bedingung ist gleichbedeutend mit der, in einer der Linearformen (iSn+l, 9,

13, 21, 25, 33, 49. .")3 enthalten zu sein. Theorie des Nombres, Tal). IV.

G. Lejeune Diriclilet's Werke. 27
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genügen*). Alle Formen, welche diese Bedingungen erfüllen, sind wesentlich

von einander verschieden und entsprechen einander vermöge der symmetrischen

Art, wie diese Bedingungen « und ;' enthalten, paarweise wie die folgenden:

•2ttt--\-2ßtu-\-yu% af--{-2ßtu-\-'2yu^,

die wir conjugirte Divisoren nennen wollen, und die offenbar die Eigenschaft

haben, dass jede durch eine von ihnen darstellbare angerade Zahl doppelt ge-

nommen in der andern enthalten ist. Da die erste Foi'm die ungei'ade Zahl /,

und die zweite a ausdrückt, und da a und ;' nach <ler Gleichung:

a = 2aY— ß',

in welcher a und ß- von der Form 8«+ l sind, entweder beide in der Form

4«H-1 oder beide in der Form 4«+ 3 enthalten sind, so sieht man. dass beiden

conjugirten Divisoren entweder die Form 4»-|-l oder die Form 4)i-\-o zu-

kommt. Man kann die Frage aufwerfen, ob ein Divisor sich seilest conjugirt

sein könne. Die Bedingungen für ilie Existenz eines solchen Divisors bestehen

nach Obigem darin, dass sowohl a = 2 a- — ß- als ct^ ß sein muss. Bekannt-

lich lässt diese Gleichung unendlich viele Auflösungen zu, allein man über-

zeugt sich leicht, dass nur die in den kleinsten Zahlen ausgedrückte die Be-

dingung cc > ß ei'füllt . während für alle übrigen ß> cc ist. Es giebt also

immer einen und nur einen sich selbst conjugirten Divisor, dem die Form

4/;-)-l oder 4«-|-3 zukommen wird, je nachdem die durch ihn darstellbare

Zahl a von der einen oder der andern dieser Formen ist.

§.6.

Unter den quadratischen Divisoren 4»H-1 der Form t--\-(ni- befindet

sich immer t'-hair selbst. Nach der im vorhergehenden Paragraphen festge-

stellten Art die quadratischen Divisoren darzustellen, müssten wir eigentlich da-

für die modificirte Form:

t--i-2tic-\-(a-\-l)u'-

einführen: doch behalten wir der Einfachheit wegen in diesem besondern Falle

(--hau- bei. Was nun diesen quadratischen Divisor betrifft, so lässt sich leicht

zeigen, dass derselbe innner zur ersten Klasse gehört.

•) Theorie des Nomhre.i, no. '2\~, "J18.
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Um dies zu beweisen, betrachten wir die Gleichuno-:

(T) t"-\-mr = p.

in der p eine Primzahl 4)i-hl bezeichnet. Nimmt man zuerst t imgerade und

folglieh >i gerade an. und setzt:

f = f/f/':/"- ... ?/= 2'/ih'/i". . .,

so kommt:

(7) = (f) »- (f) = (f).

woraus durch Multiplication in die ähnlichen Gleichungen für
f/',

(/". . . . die

Eelation

:

^«
_ Gf)-(f)

hei-vorgeht. Ebenso erhält man:

und hieraus folgt:

CS, ^ (^^) = .-

Ist
i)

von der Form 8»-f-l. so hat man bekanntlich (— j^ 1 und also

auch (-^^) = 1. Hat aber p die Form 8«+ 5. so folgt aus der Gleichung (7),

dass II nur durch die erste Potenz von 2 theilbar ist, d. h. dass ß = l ist.

Auf der andern Seite hat man bekanntlich in diesem Falle
(— ) = — 1. oder

was dasselbe ist, (
—

-
|
= — 1. Beide Fälle sind in der Formel:

(f)-c-.)^P
enthalten, die mit der Gleichung (8*) multiplicirt das Resultat giebt:

(9) Cf) - (-'^-

Eine ähnliche Untersuchung des Falls, wo f gerade und u ungerade ist, ergiebt

statt der Gleichungen (8) und (9) die beiden folgenden:

(i) = (~)(-»'' - (y)--
27*
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Verbindet man diese Gleichunijen und e1)enso die beiden Gleichungen (8) und

(9) mit einander, so erliält man ein beiden Fällen gemeinschaftliches Resultat:

<-) (l) = (7)(7)(-«-

Aus (7) folgt leicht:

p—

1

p— 1 p—

1

t - ^ (

—

a) * u - (mod. /'),

odc

WO wieder s dieselbe Bedeutung wie oben hat. Ebenso erhält man:

n—

1

(1—1

t - ^ p * (mod. a)

oder

:

( ,0
- '

Multiplicirt man diese Ausdrücke für ( — j und! 1 in einander und vergleicht

mit (10), so ergiebt sich:

J = E,

welche Gleichung die aufgestellte Behauptung, dass die Form /-+ </»- zur

ersten Klasse gehört, rechtfertigt.

§•7.

Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung der conjugirten Divisoren, um
zu untei'suchen, wann solche zu derselben und wann sie zu entgegengesetzten

Klassen gehören. Es seien zu diesem Ende p und q zwei Pi-imzahlen 4«-f-l,

die respective durch zwei" einander conjugirte Divisoren dargestellt werden können.

Nach der oben bemerkten Eigenschaft solcher Divisoren werden p und

2q demselben Divisor angehören, und mithin wird ihr Product 2pq in der Form

t--^aii' enthalten sein. Wir haben daher folgende Gleichung:

(11) t'+ air = 2pq,

in der / und ii ungerade sind.

Zerlegt mau t und u in Primzahlen und setzt:

t = ffff't/". . ., M ^ hh'li" . . .,
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SO hat man leicht aus (11):

(7)-(^f)-(f)(f)(f)-
Die Anwendung des Keciprocitätsgesetzes und eines andern bekannten

Satzes giebt:

(f)--(f)(f).
wo das obere oder untei-e Zeichen zn nehmen ist, je nachdem g die Form
S«±l oder die Form 8 «±5 hat. Multiplicirt man diese Gleichung mit den

analogen für g ,
g" , . . ., so kommt:

wo das obere oder das untere Zeichen gilt, je nachdem sich unter den ein-

fachen Factoren von t eine gerade oder ungerade Anzahl von solchen befindet,

die von der Form 8nzh5 sind, oder was dasselbe ist, je nachdem ( die Form

8«±1 oder die Form 8«±5 hat. Bemerkt man, dass 8«±1 und 8n±b
quadrirt respective die Form lOrn-hl und IG^i-i-O annehmen, so lässt sich das

doppelte Zeichen durch (— 1)
* ausdrücken, und man hat also:

Auf ganz ähnliche Weise erhtUt man aus (11):

Verbindet man diese Gleichungen durch Multiplication, so kommt:

Auf der andern Seite folgt aus (11):

f,'' ^ — au' (mod. pq),

und hieraus:

p-\ p—l p—l 7—1 ?-' 9—1

t - =(—«)* M (mod./)), t- = (— a) ^ ti ' (mod. q).

(y)(f)-
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Führt man wieder * und t'. wie oben, zur Abkürzung- ein. so dass:

y—

1

7-1

a * ^ t (mod. 2)), " ^ ^ f' C™0'1- '/)'

so lassen sieh diese Congruenzen wie tblot als Gleichungen schreiben:

Auch schliesst man leicht aus (11):

a-J a-l n—l o—

1

t- ^ 2pq, t - ^ 2 • p •
(^

* (mod. (')•

Setzt man wie früher:

o—

1

«-1

p * ^ <5, 2 ^ ^ (5' (mod. a),

und in ähnlichem Sinne:
n—

1

2 * ^ e (mod. ff),

so wird die vorige Congruenz:

(I) = '''^-

Substituirt man diesen Ausdruck für (— | und die Ausdrücke (13) für I—
j

und 1

I
in (12), so kommt:

66'q = ei'(—l)~^~'^ 8

Zur Vereinfachung dieser Gleichung bemerke man. dass man zum Exponenten

die offenbar gerade Zahl:

P-\lzr± oder Pl-^ _P^^__l^zL
2 2 4 4 4

addiren darf. Man hat also auch:

P7-1 f-+«'-2

oder, wenn man nach (11):

f' = 'Ijjq— tni"'

sul)stituirt

:

ää'Q = ff'(-l) =* *<

,
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oder endlich, da ^~L— gerade und u- ungerade ist:

a-l

SS'q = ee'(— 1) * .

Diese Gleichung, aus welcher folgt, dass entweder gleichzeitig:

1—1

d(]' = ff' uikI q(— 1) ^ ^ 1,

oder gleichzeitig:

.1—1

dd' = — ff imd q(— 1) * = —

1

ist, zeigt, dass die beiden conjugirten Formen zu derselben oder zu verschie-

denen Klassen gehören, je nachdem:

(j(— Ip" = 1 oder q(— 1)~ = — 1

ist. Erinnert man sich, dass p = -i- 1 oder p= —
1, je nachdem 2 biquadra-

tischer Rest oder Nichtrest von (t ist. so hängt die Entscheidung hauptsächlich

davon ab, ob 2 biquadratischer Rest oder Niehtrest von a ist. Niui gilt aber

für jede Primzahl a der Form 8n+l folgender Satz:

.Setzt man a = (p--\-ip^ (wo ip als gerade angenommen ist), so ist

2 biquadratischer Rest oder Niehtrest von «, je nachdem ip in der Form

8?i oder in der Form 8«-|-4 enthalten ist."*)

Vermöge dieses Satzes hat man also ? = (— 1)^" oder auch, da if un-

gerade ist, Q^{— 1)'^'''^. Setzt man diesen Ausdruck und a = (p--hip' in das

zuletzt erhaltene Resultat, so findet man, dass conjugirte Formen zu derselben

oder zu entgegengesetzten Klassen gehören, je nachdem:

(<r+v>T—i fif+uy'-i

(—1) » =+1, oder (—1) « =—1,

oder was dasselbe ist, je nachdem ——~ gerade oder ungerade ist. Be-

merkt man jetzt, dass (f-\->p als ungerade Zahl in einer der Formen 8h ±1
und 8«± 5 enthalten ist. die quadrirt respective in 16»-|-1 und 16nH-9 über-

gehen, und substituirt diese successive in den Ausdruck -^—^ , so ge-

lanot man zu folgendem Satz:

*) Theoria residuorum biquudratkorum auct. C. F. (taiss. ComiiieiH. prima (irt. '2'd. I, oder Crelle

Journal Bd. III pag. 41 ')

') S. 70 dieser Ausgabe von G. Lejeune Dirichlet's Werken. K.
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„Setzt man a ^
(f- -h i).>- . so gdioren irgend zwei oonjugirte Divi-

soren 4:»-f-l der Form f--\-a>r zu derselben Klasse oder zu entgegen-

gesetzten Klassen, je nachdem </-hil' in der Form 8;iitl oder in der

Form 8?)±5 enthalten ist.-

§.8.

Schliesslich wollen wir noch ein Kriterium dafür aufsuchen, ob der sich

selbst conjugirte Divisor:

af--{-2ßtu-{-2au''

der Form 4« + l oder der Form 4n+ 3 angehört. In dem Falle, wo con-

jugirte Formen zu verschiedenen Klassen gehören, bietet die Frage nicht die

geringste Schwierigkeit dar. Es ist klar, dass alsdann der sich selbst conjugirte

Divisor die Form 4?<-|-3 haben muss, indem derselbe, wenn er in der Form

4»+ l enthalten sein sollte, widersprechende Eigenschaften in sich vereinigen

müsste. Wenn aber conjugirte Divisoren in derselben Klasse vereinigt sind, so

erfordert die Sache eine besondere Untersuchung. Um für dieselbe einen Aus-

gangspvmkt zu gewinnen. I>emerken wir. dass in jedem Falle nach dem am

Ende des §. 5 Gesagten Alles darauf ankonnnt, ob a in der Gleichung:

(14) 2cr— ,r = a

die Form 4//+ 1 oder 4«-l-o hat.

Setzt man:

a = gg'g".... ß = hJi'h". . ..

wo </, f/, .... //. h'. . . . ungei'ade Primzahlen sind, so hat man zunächst:

(7)-(^)
und hieraus nach bekannten Sätzen

ii) = ±1.

wo das obere oder das untere Zeichen gilt, je nachdem g die Form 4»-f-l

oder 4?n-3 hat. Multiplicirt man alle ähnlichen Gleichungen in einander,

so kommt:

(") = -
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WO das obere oder das untere Zeichen gilt, je nachdem unter den Primfactoren

g, g , ... von tt sich eine gerade oder ungerade Anzahl in der Form 4?^^-3

enthaltener befindet, oder je nachdem « selbst die Form 4n-i- 1 oder 4n+ 3

hat. Nach dem vorher Bemerkten läuft also unsere Frage auf die Bestimmung

von ( — I hinaus.

Kehren wir zur Gleichung (14) zurück, so ergiebt dieselbe auch:

wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem h in der Form 8n=hl

oder 8»±5 enthalten ist. Durch Multiplication erhält man wie in früheren

ähnlichen Fällen:

Auch folgt leicht aus (14):

g-l «—

1

g-l

2 * « 2 = (5
2 (mod. a),

g-l a-1

oder wenn man auf beiden Seiten mit 2 * multiplicirt, wie früher = 2 *

(mod. a) setzt und sich erinnert, dass ("|= 1 ist:

oder für ( — I seinen Werth gesetzt

:

--) = .(-.)-

Die Substitution von ß-^'icc— a aus (14) giebt:

n-l

a?— 1
oder M^as dasselbe ist, da —-.— gerade ist:

G. Lejeune Dirit-Iilet's Werke. 28
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Dieser Werth für (— 1 fällt ganz mit dem Ausdruck zusammen, von dem

im §. 7 die Entscheidung abhing, ob conjugirte Divisoren derselben oder ver-

schiedenen Hassen angehören. Wir können also das dort aus der weiteren

Betrachtung dieses Ausdrucks abgeleitete Ki-iterium auf unsere jetzige Frage

anwenden und erhalten alsdann folgenden neuen Satz:

„Setzt man (/ = y)- -f- i/r (wo <t eine Primzahl 8»-i-l). so gehört

der sich selbst conjugirte quadratische Divisor von t--^au^ der Form

4nH-l oder 4?«-)-3 an, je nachdem (f-i-xp in der Form 8n±l oder in

der Form 8/;±5 enthalten ist."
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EINIGE NEUE SÄTZE ÜBER UNBESTIMMTE GLEICHUNGEN.
[delesen in ilor Akademie der Wissenschaften am 19. Juni ].s:U.]

Obgleich die Methoden zur Auflösung der unbestininiten (Tleichuugeu

des zweiten Grades mit zwei Unbekannten, welche man Lagrange verdankt,

nichts zu wünschen übrig lassen, wenn eine solche Gleichung mit numerisch

gegebenen Coet'ficienten wirklich aufgelöst werden soll, mag man nun fih- die

Unbekannten liloss Rationalzahlen verlangen oder die beschränkendere Bedingung

hinzufügen, dass dieselben ganze Zahlen werden sollen, so findet doch zwischen

diesen beiden Fällen ein wesentlicher Unterschied statt, wenn mau, olnie die

Auflösung wii'klich darzustellen, bloss entscheiden will, ob die vorgelegte Glei-

chung eine solche zulässt oder nicht. Im ersten Falle, wo die Unbekannten

nur rationale Werthe zu erhalten brauchen, sind die Transformationen, welche

die wirkliche Auflösung der Gleichung erfordert, von so einfacher Art. dass

man aus der genauen Betrachtung derselben einen Satz hat ableiten können,

welcher die Möglichkeit der Gleichung unmittelbar aus den Coefficienten zu be-

urtheilen erlaubt. Werden hingegen ganze Zahlen für die Unbekannten verlangt,

so ist zur Entscheidung über die Möglichkeit der Gleichung, wenn ihre Coef-

ficienten nicht etwa von solcher Beschaffenheit sind, dass sie nicht einmal einer

Auflösung in blossen Rationalzahlen fähig ist, die Ausführung aller Rechnungen

nöthig, welche zm- wirklichen Auflösung erfordert werden.

Man wird dies wenig befremdend finden, wenn man Ijedenkt, dass in

diesem Falle unter den vorgeschriebenen Operationen die Verwandlung der

Wurzel einer quadratischen Gleichung in einen Kettenbruch vorkommt, und

dass man über den Zusammenhang der Glieder eines solchen Bruchs mit flen

Coefficienten der Gleichung, aus der er hervorgegangen, noch ziendicli im

Dunkeln ist. Doch hat man für einige Gleichungen von specieller Form Kri-

terien, um über ihre Möglichkeit zu entscheiden, ohne die ganze Reihe der durch

die allgemeine Auflösungsmethode voi'geschriebenen Transformationen zu durch-
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lauten. Zu den wenigen bekannten Sätzen, die diese Erleichterung gvwähivn,

habe ich Gelegenheit gehabt, einige hinzuzufügen, welche ich der Akademie in

dieser Abhandlung vorzulegen die Ehre habe.

Die eben erwähnten Sätze stehen im innigsten Zusammenhang mit der

Gleichung:

f-— Au- = 1.

welche in der Theorie der unbestinnnten Gleichimgen des zweiten Grades eine

so wichtige Rolle spielt. Von Fermat nach der damaligen Mode den englischen

Mathematikern vorgelegt, beschäftigte dieselbe namentlich Pell und Lord

Brounker, deren Auflösungen in die Lehrbücher der x\lgel)i'a von Wallis und

Eller übergingen. Ihre eigentliche Wichtigkeit erhielt jeduch diese Gleichung

erst durch die von Euler gemachte Bemerkung, dass mit Hiilfe dersellien aus

einer bekannten Auflösung einer Gleichung des zweiten Grades neue Auflösungen

in imendlicher Anzahl abgeleitet werden können. Diese Eigenschaft (die aller

Wahrscheinlichkeit nach schon Fermat liekannt war, und durch die er vielleicht

auf die Gleichung selbst geführt worden war) machte es fi'n- die weitere Aus-

bildung dieses Theils der Analysis nothwendig, streng nachzuweisen, was man

l)is dahin stillschweigend vorausgesetzt hatte, dass die obige Gleichung für jeden

nicht quadratischen Werth von A eine Auflösung zulässt: denn, wenngleich

die BROüNKER'sche und PsLL'sche Methode in jedem besondern Falle zur Auf-

l()sung führte, imd. wie wir jetzt wissen, nothwendig führen musste (da sie von

der jetzt gebräuchlichen Methode nicht wesentlich verschieden ist), so ging doch

diese Nothwendigkeit nicht unmittelbar aus der Natur der Methode selbst her-

vor, und es konnte mit Recht gezweifelt werden, ob die Gleichung unter der

oben ausgesprochenen Beschränkung immer möglich sei. Lagrange hob jeden

Zweifel, indem er die Theorie der Kettenbrüche auf diese Frage anwandte, und

legte so den Grund zu der vollständigen Behandlung der unbestimmten Glei-

chungen des zweiten Grades.

Was nun die früher erwähnten Kriterien l)etriflt, welche Legendre aus

der fiir jedes A stattfindenden Lösbarkeit der FERMAx'schen Gleichung abge-

leitet hat, so geben dieselben unter andern auch über die für einige Unter-

suchungen wichtige Frage, für welche Werthe von A die Gleichung:

f-'—Au' = — 1

eine Auflösunir zulässt, in mehreren Fällen Aufschluss. Laguange hatte in
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seiner ersten Abhandlung ül)er tnibestininite Gleiciumoen*), von einer nicht weit

genug fortgesetzten Induction verleitet, die Verinuthung ausgesprochen, dass die

vorhergehende Gleichung stets möglich sei, wenn .4 keine anderen ungeraden

Priinfactoren enthält als solche von der Form 4/<-f-l. Diese Bedingung ist

nöthig, indem sonst A kein Divisor von ^"'-1-1 sein könnte, wie es die (xlei-

chung erfordert, allein sie reicht nicht hin und ist z. B. für .4 = 5.41 erfüllt,

ohne dass deshalb die Gleichung eine Auflösung zulässt. Man kann zwar meh-

rere Bedingungen auffinden, welche die Auflösbarkeit der Gleichung zur Folge

haben, aber sie erschöpfen nicht alle Fälle, und es scheint eine sehr schwierige

Aufgabe zu sein, das vollständige Merkmal anzugeben, woran sich alle Werthe

von .4 erkennen lassen, für welche die Gleichung möglich ist.

§• 1-

Wir beginnen mit einer kui-zen Darstellung der LEGENDRE'schen Me-

thode**). Es bezeichne ^4 eine gegebene positive Zahl ohne quadratischen

Factor, d. h. deren Prhnfactoren alle von einander verschieden sind, und es

seien p und q die kleinsten Werthe (p = 1 und </ = ausgenommen), welche

der bekanntlich immer lösbaren Gleichung:

(1) ir-Aq' = 1

genügen. Bringt man dieselbe in die Form (/^-Hl)(^J— 1) ^ Aq-, und bemerkt

man, dass y>-t-l und p— 1 relative Primzahlen sind oder bloss den gemein-

schaftlichen Factor 2 haben, je nachdem p gerade oder ungerade ist, so sieht

man gleich, dass die Gleichung (1) im ersten Falle die folgenden nach sich zieht:

j,-i-l = ^Jr', p^l = Ns\ A = MN, q = rs,

und ebenso im zweiten:

jj-hl = 2Mr-, p— 1^2i\\^-, A = MN, q = 2rs,

wo M, N und mithin /•, •> durch p völlig bestimmt sind. Es sind nämlich

M, -tV im ersten Falle respective die grössten gemeinschaftlichen Theiler von

.4. ^-»+ 1 und .4. j>—l. im andern dagegen von A, ^—=^— und A, ^^~ Aus

diesen Gleichungen folgt resp. für den ersten und zweiten Fall:

(2) Mr'—^s' = 2, Mr—Ns' = 1.

*) M^langes de Tarin. Tome IV, seconde partie, p. !

**) Theorie des Nomhres, premiere pariie, §. VII.
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Hat mau die CTleichung (1) nicht wirklicli aufgelöj-t, und i^t also^v nirlit

bekannt, so weiss man bloss, dass eine diesev Gleichungen stattfinden muss,

und da unter dieser Voraussetzung M und i\" nicht einzeln gegeben sind, so

enthält jede der (-rleichungen (2) mehrere besondere Gleichungen, die man er-

liäU. indem man successive für M alle Factoren von A (1 und .1 mit einge-

A
schlössen) nimmt und N= -jj setzt. Das LEGENDRE'sche Verfahren besteht

nun darin, eine oder mehrere dieser Gleichungen als unmöglich nachzuweisen.

Bleibt nach dieser Ausschliessung nur eine übrig, so ist die Lösbarkeit derselben

dargethan: im anderen Falle ist nicht entschieden, welche unter den nicht aus-

geschlossenen stattfindet*). Es lässt sich immer allgemein, d. h. für Jedes A.

eine Gleichung angeben, welche ausgeschlossen werden muss. diejenige nämlich,

welche die zweite Gleichung (2) für den Fall darstellt, wo man AI^ 1 setzt;

denn, da diese der Form nach mit (1) zusannnentallt. und da ?• und s offenbar

resp. kleiner als p und q sind, so wüi-de aus derselben gegen die gemachte Vor-

aussetzung folgen, dass man nicht von der in den kleinsten Zahlen ausgedrückten

Auflösung der Gleichung (1) ausgegangen ist.

§•2.

Es sei nun, um das eben angedeutete Verfahren anzuwenden, A zunächst

eine ungerade Primzahl. Die Gleichungen (2) redueiren sich alsdann auf die

folgenden

:

r-—A .s- = 2. A r-s- = 2. A r—s" = 1.

Hat A die Form 4«H-1. so sind die beiden ersten unmöjflich. ila in

"0 Es geht aus dem Gesagten bloss hervor, dass vou sämuitlicheu (ileichungeii (2) (welche mau

ilunh alle möglichen Zerfällungen von A in zwei Factoreu M und K erhält) immer nur eine aus (1) folgt.

Jlau könnte daher vermutheu, dass von allen diesen Gleichungen, wenn man vou ihrem Ursprung aus (1)

alistrahirt, d. h. r und s in denselben als ganz unbestimmte Zahlen betrachtet, mehrere möglich werden

können. In diesem Falle müssten diese möglichen Gleichungen nach .Anwendung irgend einer Aus-

schliessungsmethode übrig bleiben, insofern nämlich dabei die Gleichungen ebenfalls an und für sich be-

trachtet würden. Allein es ist leicht. Jede Ungewissheit zu heben, denn man kann beweisen (man sehe das

Ende der Abhandlung), dass von den Gleichungen (2), wenn man auch r und .« in denselben ganz unbe-

stimmt lässt, ausser der immer darunter hetindlichen )-— /1«"=1, die nun nicht mehr auszuschliessen ist,

nur noch eine einzige möglich ist. Wenn daher das LEOEsiiRK'sche Verfahren und die im Folgenden ent-

wickelte Methode ausser dieser nocli mehr als eine Gleichung ül>rig lassen, so liegt die dadurch entstehende

rnbestimnitheif nicht in der Natur der Sache, und es sind neue Kriterien erforderlich, um unter diesen

Gleichungen diejenige zu erkennen, welche allein eine Auflösung zulässt.
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beiden die erste Seite oftenbar nicht gerade sein kann, ohne durch 4 theilbar

zu werden. Die dritte bleibt also allein übrig, und man erhält den Satz:

^Fnr jede Primzahl .4 der Form 4» -t- 1 ist die Gleichung f— A?r' = — 1

möglich.'-

Ist A von der Form 4y;-j-3. welche in die beiden Unterabtheilungen

8?« -1-3, 8»-f-7 zerfällt, so ist die dritte nicht zulässig, da nach derselben A
ein Theiler von s'-'-f-l sein müsste, welche Eigenschaft keiner Primzahl dieser

Form zukommt. Zugleich ist klar, dass, da in den beiden ersten r und .< un-

gerade vorausgesetzt werden müssen und jedes ungerade Quadrat in der Form

8)/-|-l enthalten ist. die ersten Seiten derselben resp. die Formen 8?*-i-(),

8n-i-2 oder die Formen 8«-|-2, 8?i-f-6 annehmen werden, je nachdem .4 in

der Form 8?^-^-3 oder in der Form 8n-f-7 enthalten ist. Vergleicht mau

diese Formen mit dem Werthe der zweiten Seite, so ergiebt sich der Satz:

,.Fiir jede Primzahl .4 der Form Sii -+- 7 ist die Gleichung (^— Av^ = 2,

für jede Primzahl A der Form 8 «4-3 hingegen die Gleichung f^— Air ^ —

2

möglich."

Man sieht also, dass man nie ungewiss ist, welche Gleichung stattfindet,

wenn A eine Primzahl ist. Anders stellt sich die Sache, wenn A mehrere ein-

fache Factoren enthält. Setzt man .4 := 2a, wo a irgend eine ungerade Prim-

zahl bezeichnet, so ist p ungerade, und man erhält aus der zweiten Gleichung (2)

die folgenden:

2r-— «s* = 1. «»••'— 2s'' = 1, 2(tr''— ,s' = 1.

Hat <' die Form 4:ii-h3. so ist wieder die letzte auszuschliessen , weil

a kein Theiler von s--\-l sein kann. Ist a = S7i-\-3. so ist auch die erste

nicht möglich, da die erste Seite, wenn sie ungerade sein soll, nur eine der

Formen 8»-i-5, 8?j-f-7 annehmen kann. Ganz ähnlicherweise ist iüv a = 8n-h7

die zweite auszuschliessen. Es folgt also der Satz:

..Die Gleichung 2t'^— cm'^ ^= 1 gilt für jede Primzahl (/ der Form

8« -1-7. die Gleichung 2t^— air = — 1 hingegen für jede Primzahl a der

Form 8«-t-3.-

Tntersucht man jetzt den Fall, wo a = 4;/-t-l. so kann die dritte nicht

mehr ausgeschlossen werden. Hat a die speciellere Form 8 »-(-5. .so sind die

beiden ersten nicht möglich, denn in jeder derselben kann die ei'ste Seite, wenn

sie ungerade bleibensoll. nur eine der Formen 8?<-[-3, 8 ?«-i- 5 annehmen. Wir

haben also den Satz:

G. Lejeuue Diiiclilet's Werke. 29
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_Ist (I. eine Primzahl der Form Hn-\-h. so rimlet die Gleichimg

t'-
— 2(iir = — 1 immer statt."

Für den Fall hingegen, wo man a die Form 8m-i-1 beilegt, ergiebt

diese Ausschliessungsmethode gar kein Resultat, und es bleibt völlig unent-

schieden, welche der drei Gleichungen stattfinden muss. Auf diesen Fall wollen

wir nun die Methode anwenden, welche den eigentlichen Gegenstand (üeser

Abhandlung ausmacht. Wir werden zeigen, dass, sobald ii gewisse Bedingungen

erfüllt, die beiden ersten der zu untersuchenden (Tleichuiigen, welche wir zu

leichterer Uebersicht in der Doppelgleichung:

•It'—au- = ±1

vereinigen, nicht stattfinden köimen. Wir nehmen zunächst das obere Zeichen

und haben also die Gleichung:

(3) If'—an'' = 1

zu untersuchen. Zerlegt man «, welches offenbar ungerade ist, in seine ein-

fachen Factoren h, li . h". .... so dass if = hh'h". . ., so ergiebt diese Glei-

chung auf der Stelle, weim man sich des von Le(;exdre eingeführten Zeichens

bedient:

(!)- «)-. (W-.
Jede der Pi-imzahlen h, li, h", ist also nach bekannten Sätzen in einer der

Formen 8;H-1. ^n— 1 enthalten, und dasselbe gilt also auch von ihrem

Product n.

Aus der für x gefundenen Form 8»±1 folgt für ir die Form 16« -1-1,

luid da f offenbar ungerade. '2t- mithin in der Form 16»-|-2 enthalten ist, so

ergiebt sich gleich, dass ilie erste Seite von (3) entweder die Form 16 »-+-1

oder 16M-h9 hat, je nachdem (i = 16u-i-l oder = 16^4-9. Im letzten

Falle ist daher die Gleichung (3) nicht möglich.

Nehmen wir jetzt das untere Zeichen, so haben wir folgende (Gleichung

zu betracliten:

(4) 2t'—air = —1, •
.

in der t gerade angenonnnen werden muss. Setzt man t = 2'(j</i/'. . .. wo

(j. (/, (/', . . . ungerade Primzahlen liezeichnen, so folgt aus (4):

C) 1,

<J

'
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und hieraus vermöge des Reciprocitätsgesetzes, da a =: 4n-hi:

(f)
= '•

und ebenso:

Zugleich ist, (hi <i die Form 8y;+ l hat, (
"

j = 1. Mau erhält also durch

Multiplication:

(i)
=

Aus (4) ergieht sich, wenn man zur Potenz — .
— erlieht und herück-

,1—1 »-1

sichtigt. dass a von der Form 8«-f-l ist, 2*1" " l (mod. a), oder dmx-h

Vergleichung mit dem oben gefundenen Resultate:

g-l

2 * = 1 (mod. «).
«—

1

Ist daher 2*^—1 (mod. ^'), so kann die (Trleicliung (4) nicht statttindeu.

Sind die beiden Bedingungen, welche respective die Unmöglichkeit von

(3) und (4) nach sich ziehen, vereinigt, so bleibt bloss die erste Gleichung

übrig, und wir erhalten so den folgenden Satz:

,.Ist <i eine Primzahl der Form 16» -f- 9, und ist zugleich
«-1

2 * ^^^ — l (mod. c/). so ist die Gleichung t-— 2(nt'^ = — 1 stets auflösbar."
n-l

Die Entscheidung des Zeichens in 2 * Ez^dzi (mod. (i) kann nach einem

bekannten Satz durch Zerlegung von a in zwei Quadrate geschehen. Setzt man

a ^
(f'''

-\- ip- (wo (/' gerade angenonnnen wird), so findet das obere oder untere

Zeichen statt, je nachdem t/' die Form 8// oder die Form 8??-|-4 hat.

Es sei z. R.:

a = 761 = 16.47+9 = lc)--t-2Ö-.

Die Gleichung /'- — 1522;r'^ — 1 ist also möglich.

Die beiden Bedingungen sind jedoch nicht nothwendig zur Möglichkeit

der Gleichung t'-— 2aii^ = — 1, und diese kann eine Auflösung zulassen, ohne

dass auch nur eine derselben erfüllt ist. Es ist z.B. 15'- — 2.113.1-'= —
1,m—

1

und doch ist 113 von der Form Ifi/z+l und zugleich 2 ^ ^e=; 1 (mod. 113).

Für die Primzahlen 8«-f-I, die nicht beiden Bedingungen zugleich genügen,

29*
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sind also neue Kriterien ert'orderlich, zu «leren Entdeckung" das hier gebrauchte

Verfahren nicht o-eei^iiet seheint.

Wir behandeln jetzt den Fall, wo .4 das Product von zwei ungeraden

Primzahlen a. h ist. die entweder beide die Form 4/;+ ! oder beide die Form

4« -1-3 haben: die (xleichungen werden für diesen Fall:

('

—

abs'^'2, (ir^— bs" ^ 2. hr"— us'^2, abr'— .s- ^= 2,

«;•'"

—

bs' = 1, bi--— as' = 1. abr''— s' == 1.

Die vier ersten sind nicht zulässig, da nach den gemachten Voraus-

setzungen in jeder derselVien die erste Seite, wenn sie gerade sein soll, durch

4 theilbar wird. Siml a und h lieide 4a-ho. so ist auch abr^— *" = 1 aus-

zuschliessen. und es entscheidet sich gleich, welche der beiden anderen statt-

lindet. denn die Existenz der ei'sten erfordert die Bedingung (y)^ I- 'm^l

ebenso die der zweiten (- .-'
1 = 1. oder was dasselbe ist, (-^-1 = —1.

Es gilt also folgender Satz:

-Sind (i und h zwei Primzahlen 4/i-|-o, so ist die Gleichung

af- — btr = ±1 immer möglich, wo das Zeichen mit dem des Ausdrucks

:1 übereinstimmt.-
(^)
Haben a und b die Form 4** -hl. so ist die letzte Gleichung nicht

mehr auszuschliessen. Soll die erste statttinden, so müssen die Bedingungen

l~j=l und (
)
=^ (— ) "^ ^ erfüllt sein. Nach dem Reciprocitätsgesetz

rednciren sich dieselben auf eine von beiden, da immer für Primzahlen der

genannten Form (''|=. ( 'j ist. Dieselbe Bedingung ( ,
)
=" (~) ^ ^ ^*^

zur Möglichkeit <ler zweiten (xleichung erforderlich. Es folgt also hieraus

der Satz:

-Sind (( und b zwei Primzahlen 4/i-f-l und hat man zugleich

(
" 1^ — 1, so ist die Gleichung f-— ab>r = —1 innner möglich."'

Ist hingegen I
"

i = (— ) = Ij so bleibt es auf diese Weise unentschieden,

welche der drei übriü' bleibenden Gleichungen eine Auflösung zulässt. l'ui für
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diesen Fall Kriterien zu ßnden, wenden wir das vorher gel)i"iuchte Verfahren

auf die beiden ersten dieser Gleichungen an, und ziehen dieselben zu grösserer

Gleichförmigkeit der Bezeichnung in die folgende zusammen:

af}—hu'' = ±1.

(4ilt zunächst das obei-e Zeichen, haben wir also die Gleichung:

(5) ai'—hrr = 1

ZU untersuchen, so müssen t und u. respective ungerade und gerade angenommen
werden. Man setze n = 'i'hh'li' . . ., wo /(, h', h", ... ungerade Primzahlen

bezeichnen. Aus (5) folgt leicht:

und hieraus mit Hülfe des Reci]>i'ocitätsgesetzes:

Multiplicirt man diese (jleichimti und die ähnlichen für h'. h" so kommt-

Die Zahl a hat eine der beiden Formen 8;<+l, 8«+ 5. Im ersten Falle ist

(
—

I
= l und also auch ( -^^j = 1. Für (i. = Sn-hb hat nt'- dieselbe Form

(da f- = Sn-f-l). und man sieht leicht aus (5), dass u nicht durch 4 theilbar

ist. Man hat also (
"') ==(")== "~^- Beide Resultate sind in der Formel:

enthalten, und man erhält durch Multiplication mit der oben gefundenen:

Andrerseits folgt ans (5). wenn man zur Potenz —
j
— erhebt:

..-1 «-1 "-1

odei-, wenn man hiermit das eben erhaltene Resultat (6) vergleicht:

.1—1

i ^ ^1 (mod. (7).
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Diese Bedinoung imiss also erfüllt sein, wenn die Gleichimg (5) müglieli

n—

1

sein soll. Hat man daht-r h ^ ^ — 1 (uiod. (/). so ist diese Gleichung auszu-

sohliessen. Ebensf) tindet man (ohne alle neue Rechnung durch blosse Ver-

tauschung von a und />). dass die Gleichung al' — hn'- ^ — 1 unmöglich ist,

wenn a * ^^ — 1 (mod. li). Man erhält also, wenn man beide Bedingungen

als gleichzeitig stattfindend voraussetzt, folgenden Satz*):

^Sind (I und A zwei Primzahlen 4?(+ l. für welche l-^l = 1. und

zugleich l-^l = — 1. I

I
= — 1. so ist die Gleichung t'- — ahir ^ —

l

immer auflösbar."

Setzt man z. B. <i = 5. b = 8!), so sind alle Bedingimgen erfüllt. Die

Gleichung /— 5.89?/-= — 1 lässt also eine Auflösung zu. und man findet in

der That für die kleinsten Werthe von / und >i

:

f = 46(;-_'. H = -221.

Es gilt übrigens hier wieder die schon friiher gemachte Bemerkung, dass

die Gleichung sehr wohl möglich sein kann, wenngleich von den Bedingungen

( 1- j = — 1 und ( — I = — 1 keine oder nur eine erfüllt ist.

P:s ist z. B. für a = i), A = .^21,
( J^]

= 1 und (J) =1. und doch

ist die Gleichung t-— 5.521??"^^ — 1 auflösbar, denn man findet z' = ()()402.

11 = 1301. Ein zweites Beispiel liefert die Gleichung:

1Ü4U-617.1753.r^ = -l. {^/fi~\ =1.von li

§•4.

Wir überlassen dem Leser die Entwicklung des Falles, wo A = ab. und

von den Zahlen a und /> die eine die Form 4»+ l, die andere die Form 4;/-i-3

hat, so wie des Falles, wo A = 2 ab. und c. b ungerade Primzahlen bezeichnen.

und wählen als letztes Beispiel der Anwendiuig unserer Methode den Fall, wenn

•) Zur Abkürzung hediene ich mich liier und im Knlgeudcn ciiu'> dem LKGEN'DRKscheu ganz ähn-

lichen Zeichens. Es sei c Irgend eine Primzahl 4n-t-l und / eine nicht dnrcli r theilhare Zahl, für welche

(
'

) = I. (1. h. i-
^ ~ 1 (mod. (). s(, ist entweder A-

* — +1 oder k* = — 1 (mod. f). Diesen Uest

+ 1 oder — I werde ich durch ( — ) liezeichuen.
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A das Product von «Irei Primzahlen <i, h. c ist, die alle drei in der Form

4«+ l enthalten sind. Von den Gleichungen (2) sind alsdann diejenigen, deren

zweite Seite 2 ist, anszusehliessen. da in denselben die erste Seite, wenn sie

gerade sein soll, offenbar den Factor 4 enthält, und die übrigen lassen sich wie

folgt schreiben:

j((<-

—

b<Ar^=±\, ht'— «c»«' ==±1,
^*^ {ct'—uf)u' = ztl, f-— a/)ru' = —-l.

Hat von den «h-ei Ansdrückeii:

(t)-(^). ("-) = (!). (^)-(l).

keiner oder nur einer den Werth -|-1. so sind alle drei Doppelgleichungen un-

möglich. Aus (-7 )
^

( )
= — 1 z. B. folgt die Unmöglichkeit der ersten und

zweiten, ebenso aus I
— 1^| 1^ — 1 die der dritten.

.,Sind a, h, c Primzahlen der Form -in -hl. und ist zugleich von

den Resten I-t^I,
( , )? ( )) keiner oder nur einer +1, so ist die Glei-

chung t'-
— abcii? ^ — 1 immer möglich."

Für die beiden anderen Fälle, wo die Reste (-7-), \~], \^^] sämmtlich

oder zwei derselben den Werth n- 1 haben, ist also eine neue Untersuchung

nöthig. Wh' beginnen mit dem zweiten, d. h. wir gehen von folgenden Vor-

aussetzungen aus:

Die zweite und di-itte Doppelgleichung kami dann offenbar nicht statttinden,

und es bleibt bloss die erste zu untersuchen. Nimmt man zunächst das obere

Zeichen, so dass:

(>K) tit-— hcir = 1

ist, so müssen t und 11 respective ungerade und gerade angenommen werden.

Setzt man n. = 2''hh'h". . ., wo wieder h. h', h". . . . ungerade Primzahlen

bezeichnen, so folgt aus (8):

(I)
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und mit Hülfe des Reeiprocitätsoesetzes:

Multiplicirt man diese Gleichiino- in die älnilichen für /('. /;" so kommt:

Hat die Primzahl ^' die Form 8 ;; -f- 1 . so ist (—1=1 und also aneh ("-1^1;

ist hingegen a = Hu -i-b. so hat man ("1= — l. In diesem Falle erhellt

aus (8), dass u nicht durch 4 theilbar sein kann. Es ist also ;/ = 1 , d.h.

1— ) = (
—)^ — ^- Beide Fälle vereinigt der Ausdruck:

und man erhält, wenn man denselben in das vorhergehende Resultat multiplicirt:

(-;r)
= (-')^'

Aus (8) folgt durch Erhebung zur Potenz

und folglich:

(':).-
Diese Bedingung muss also nothwendig erfüllt sein, wenn die Glei-

chung (8) möglich sein soll, und diese Grleichung ist auszuschliessen, sobald

(—^j = — 1. oder was dasselbe ist, (— 1 ^ ~( )•

Lässt man jetzt das andere Zeichen gelten, so ist die zu untersuchende

(iieichung:

(9) ot-—l,cu' = —1.

wo / und II respective gerade und ungerade anzunehmen sind. Man setze:

f = ^"f/f/f/"....

so erhält man gleich:

(y)-e)(;)-
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und nach dem ReciprocIt;lts<iesetz:

Diese Gleichung, mit den ähnlichen für //'. //". . . . multiplicirt. führt zn dem

Resultate:

Hallen die Zahlen h und c lieide die Form 8?(-|-l oder beide die Foi-m

Sii-h-K SO ist (7)1":) = 1< ""fl aIi5o aucli (
"".

)(".-) = 1- Ist aber eine der-

selben von der Form 8/^4-1, während die andere von der Form 8?«+ 5 ist, so

hat man (y")!-^) = — 1- Zugleich ist aus (9) klar, dass alsdann fi = 1 ist.

Man hat also für diesen Fall ("V)(^^) = — 1- Multiplicirt man die Formel:

(t)(t) = c->,-

welche beide Resultate vereinigt, in die vorher gefundene, so findet man:

Auf der andern Seite folgt leicht aus (9). wenn man zur Potenz —j
—

und — erhebt:

0,(4) =(-"^. 0,(1) -(-)-

Vergleicht man das Product dieser Ausdrücke mit dem vorher erhal-

tenen, so gelangt man zu der für die Möglichkeit der Clleichung (9) nothwen-

digen Bedingung:

(f).(:-).-'-

Man weiss also, dass die Gleichung (9) nicht zulässig ist. sobald

l-pl ( — 1 = — 1. Combinirt man diese Resultate, so erhält man den Satz:

„Sind a, b. c Primzahlen 4H-t-l von solcher Beschaffenheit, dass:

(-:-)=(v)=^(9-->-
G. Uejeuiie Di rieh i et 's Werke. oO
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und zusleioh:

so ist die Gleichung t'— abcir = — 1 auflösbar."

Sämintliche Bedinguntren sind ei-füUt. wenn man <t = 5. /y = 41. c = 109

annimmt, denn man hat:

(•).-. m.-^- («-).— (.»).-
Die Gleichung t'-

—
').41. 109»-' ^ — 1 ist also auflösbar. Dassel! >e gilt von der

Gleichung <-'— .ö . 29 . 1 1 ir = — 1.

Der andere Fall, wo nämlich die Reste [j^j- \.]^ {'
]

alle drei -f-

1

sind, ist einer ähnlichen Behandlung fähig. Die beiden alsdann hinzutretenden

Doppelgleichungen aus (7) sind von derselben Form wie die eben untersuchte,

und man erhält, wenn man die vorher gefundenen Resultate durch blosse Ver-

tauschung von a, h. c auf dieselben überträgt, einen Satz, der sich, wie folgt,

aussprechen lässt:

.,Sind II. h. ( Primzahlen 4«-j-l. welche die Bedinüuntivn:

(f)=(4)=(:)='-

(4^),=(T).=(4).=(U("),-(-i).(4),=(-a(^).--
erfüllen, so ist die Gleichung t"— ahcir ^ — 1 innner möglich.''

So ist z. B. die Gleichung t'-— 5.41.409(r' = — 1 auflösbar, denn man hat:

'(4)=m=(f)--
und:

(a^--- (*u=>- (&).=-

lüs bleibt uns die oben in der Note zu §. 1 ausgesprochene Behauptung

zu rechtfertigen. Zu diesem Zwecke bemerke man, dass die Anwendung des

in dem genannten Paragraphen gebrauchten Verfahrens nicht auf die in den
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kleinsten Zahlen ausgedrückte AiiHösnng der Glek-hung (1) beschränkt ist. sondern

dass man ebenso gut von irgend einer anderen Auflösung ausgehen kann. Es

seien P. Q irgend zwei Wertlie. die der (Tleicliung genügen, .«o dass also:

(10) l"~AQ' = 1.

während man j>. (j wie früher zur tiezeichnung der kleinsten Werthe beibehält,

so folgt ganz auf dieselbe Weise aus (10) eine der (Gleichungen:

(11) M'R-—N'S- = -2.

(12) M'R'—N'S' = 1.

wo M'. X' mit Accenten versehen sind, um sie \(»n M, X in (2) zu unter-

scheiden. Es ist immer MX' = A. und die erste oder zweite Gleichung gilt,

je nachdem P gei'ade oder ungerade ist. Die Zahlen 21'. X' sind im ei"sten

Falle die grössten gemeinschaftlichen Theiler von P+l. A und l'—l. A, im
P-\-l

^ p 1

andern von —^^— . .4 und ^ . A. rmgekehrt führt jede Autlösung einer

der Gleichungen (11) und (12) zu einer Auflösung von (lU): denn rindet (11)

statt, so darf man nur P ^= M' R-— 1 und (^ = RS setzen. Findet hingegen

(12) statt, so setze mau /-" = 2 J/'/?-— 1. und Q = 2RS.

Es geht hieraus hervor, dass man alle Auflösungen sowohl der Glei-

chungen von der Form (11) als derjenigen von der Form (12) erhalten wird,

wenn man nach einander alle Werthe P, Q betrachtet, die (10) genügen. Will

man. ohne alle diese Auflösungen darzustellen, bloss entscheiden, welche der in

(11) und (12) enthaltenen Gleichungen auflösbar sind, so hat man nur zu unter-

suchen, ob jP gerade oder ungerade ist. und M' zu bestimmen. Je nachdem

P gerade oder ungerade ist. gehört die entsprechende Gleichung zu (11) oder

(12). und der grösste gemeinschaftliche Divisor von .4 und P-f-l iui ersten

Falle und der von .4 und ^ im zweiten giebt den \Vei-th von 4/'. Um
nun sämmtliche Auflösungen von (10) auf eimnal zli umfassen, eriimere man

sich, dass alle Werthe von P durch die Gleichung:

2

gegeben werden, in der ii irgend eine ganze Zahl bezeichnet.

Entwickelt man. so erhalten alle Glieder mit .\usnahme des ei'sten. p'\ den

Factor .4; man hat also:

(13) /' = /)" (niod. A).

Denkt man sich zunächst // ungerade, so wird, wie leicht zu sehen, P
30*
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gerade oder ungerade sein . je nachdem p gerade oder ungerade ist. Fih- ein

gerades p folgt aus §. 1

:

p = —l (motl. .1/), j> = 1 (mod. .V)

und also:

]>' = — 1 (mod. M), p" = 1 (mod. .V),

oder wenn man die Congruenz (lo) und die Gleichung A = MN bei'ücksiohtigt:

P=—l (müd. J/), P=l (mod. A'),

d.h. P-4-1 ist ein Vielfaches von M. und /*— 1 ein Vielfaches von X. Es

muss also, da P-f- 1 und F— 1 relative Primzahlen sind und ihr Product durch

M'N' = i/iV theilbar ist, M' = M und N' = N sein. Die aus (10) folgende

Gleichung ist also für diesen Fall MR-— N8^ = 2, ä. h. sie hat dieselben Coef-

ficienten 31, — N. 2, wie die aus (1) abgeleitete.

Ist /* ungerade, so hat man nach §. 1

:

j> = 1 (mod. -IM), p = 1 (mod. iN)

und folglich:

p" = —1 (mod. 2.17), ;/' = 1 (mod. 2.V).

woraus sich mit Berücksichtigung der Congruenz (13) ergiebt. dass --._, ein Viel-

p j

faches von M und —;,— ein Vielfaches von N ist. Man schliesst dann wie vorher

M' = M, N' = N, so dass die aus (10) abgeleitete Gleichung MR'-—NS'- = 1

dieselbe Form hat. wie die aus (1) folgende. Man sieht also, dass, wenn man

von irgend einer Auflösung von (10) ausgeht, die einem ungeraden /i entspricht,

die sich ergebende Gleichung (11) oder (12) der Form nach mit der aus (1)

abgeleiteten in (2) zusammenfällt. Es bliebe nun noch iibrig, die einem geraden

n entsprechenden Auflösungen von (10) zu betrachten. Allein, ohne ims bei

diesem Falle aufzuhalten, bemerken wir nur. dass sich durch ähnliche Betrach-

tungen oder noch directer aus dem allgemeinen Ausdruck für P leicht zeigen

lässt, dass man alsdann als abgeleitete Gleichimg die folgende R-— ,lS'-= 1

erhält, welche dieselbe Form wie (10) hat. l'^s ist somit bewiesen, dass in dem

System von Gleichungen (2), wenn man darin M und N fler Bedingung A = MN
imterwirft und untei- /' und s unbestimmte ganze Zahlen versteht, ausser der

immer darin vorkommenden, /•''— .4.r = 1. nur noch eine einzige eine Auflösinig

zulässt.
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ÜBER EINE NEUE ANWENDUNG BESTIMMTER INTEGRALE
AUF DIE SUMMATION ENDLICHER ODER UNT:NDLICHER REIHEN.

[Gelesen in der Akademie der Wissenschaften am 2'). Juni 1835.]

Unter den zahlreichen und überraschenden Folgerungen, welche Gauss

aus senier Methode zur Auflösung der zweigliedrigen Gleichungen . oder wie

man sie mit Rücksicht auf ihre geometrische Anwendung zu nennen pfleot.

seiner Theorie der Kreistheilung gezogen hat, ist besonders die Bestimmung ge-

wisser endlicher Reihen wegen der eigenthümlichen dabei zum Vorschein kom-

menden Schwierigkeiten merkwürdig. Bezeichnet man mit p irgend eine Prim-

zahl und mit n wie gewöhnlich den halben Kreisumfang für den Radius 1, so

lässt sich, je nachdem p die Form 4/tH-l oder die Form 4,«-i-3 hat. die

Summe der Reihe:

der die der Reihe

"2,71 '2i7t l2>T
osO' hcosl" |-cos2" h-

P P P

eihe *
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der Reihe 7,11111 Theil positiv, zum Theil negativ sind, und sich im Alliiemeinen

nicht übersehen lässt. ob die einen oder die andern überwiegen. Für besondere

Werthe von p ist die Frage natürhcli. vermittelst der ans den Tafeln zu ent-

nehmenden Werthe der trigonometrischen Functionen, leicht zu entscheiden, und

man findet so. dass jedesmal das positive Zeichen genommen werden muss.

Für die allgemeine Frage ist jedoch dadurch wenig gewonnen, und die Theorie

der Kreistheilung scheint kein Mittel darzubieten, das auf dem Wege der In-

duction gefundene Resultat fiir alle Fälle festzustellen. Gauss ist in seinen

Disquisitiones arithmeticae auf die Bestimmung des Zeichens nicht eingegangen

sondern hat dieselbe später zum Gegenstande einer besondern Abhandlung ge-

macht*). Das darin befolgte Verfahren, welches der Idee nach ebenso einfach

als in der Ausführung scharfsinnig ist. besteht darin, die obigen Reihen oder

vielmehr die allgemeinen Ausdrücke von derselben Form, in denen irgend eine

ganze Zahl n an die Stelle der Primzahl p getreten ist, in ein Product von

Sinus zu verwandeln, deren Bogen in arithmetischer Progression fortschreiten,

nach welcher Umformung sich das Zeichen sogleich bestimmen lässt, indem

man findet, dass die negativen Factoren in gerader Anzahl vorhanden sind. Die

Schwierigkeit, a priori, d. h. vor Durchführung aller Rechnungen, klar zu über-

sehen, warum der von dem grossen Geometer eingeschlagene Weg zu einer so

merkwürdigen Umformung führt, hat den Wunsch in mir erregt, die Frage auf

eine andere vielleicht übersichtlichere Weise zu behandeln, und ich glaube, das

Resultat meiner Bemühungen der Akademie vorlegen zu dürfen, da die Erfah-

rung vielfältig bewiesen hat. dass bei so schwierigen Untersuchungen (rewinn

für die Wissenschaft daraus entspringen kann, wenn man dasselbe Problem

unter sehr verschiedenen Gesichtspunkten betrachtet.

Eine neue Auflösung der oben erwähnten Aufgabe wird um so eher

einiges Interesse darbieten können, als die schöne, von Gauss gegebene Ana-

lyse bis jetzt die einzige ist. dui'ch welche die eigenthümliche. durch das dop-

pelte Zeichen hervorgebrachte l'nbestimmtheit gehoben wird. Zwar hat sich

auch LiBRi mit der Summation dieser Reihen beschäftigt, allein seine Methode,

wie scharfsinnig sie auch sei, scheint nicht geeignet, die eben bezeichnete Schwie-

rigkeit zu heben, indem sie. wie die Kreistheilung. auf eine quadratische Glei-

*) Summatio quarumdani serieiuui singulaiium. Commeiit. lecent. Societ. (iottg. Tora. I. ')

') Gauss' Werke, Baiiil IT, S. 9. K-
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chung führt. Zur Bestimmung des Zeichens ist der Vei-fasser genüthigt. die in

ein Sinusprodiict vei'\A'andelte Reihe zu Hülfe zu nehmen, ohne jedoch auf

irgend eine Weise anzugeben, wie man sich von der Gleichheit dieser beiden

Ausdriicke überzeugen könne*). Aber gerade in diesem Uebergange liegt, wie

schon bemerkt worden, die eigentliche Schwierigkeit der Frage, und ist derselbe

erst bewerkstelligt, so wird jede andei-e Betrachtung überflüssig, indem das

Product. zu welchem man durch die Transformation gelangt, zu den längst be-

kainiten geli(>rt. welche sdion Euler in seiner Introducfio in ana/t/siii uißt)itoniin

auf eine höchst einfache Weise bestimmt hat.

§• 1-

Die in dieser Abhandlung enthaltenen Untersuchimgen beruhen auf fol-

genden zwei Sätzen, auf welche man durch die Betrachtung der Reihen geführt

wird, die nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen einer Veränderlichen fort-

schreiten un<l für ein gewisses Intervall eine beliebig gegebene Function dieser

Veränderlichen darstellen.

„Bezeichnet c eine Oonstante. welche die doppelte Bedingimg 0<Cc^-ö-

erfüllt. und ist /'(/?) eine von ß = bis ß ^= c continuirlich bleibende Func-

tion von /y, so nähert sich das Integral:

der Grenze ^/(O). wenn die dai-in enthaltene positive ganze Zahl /: unend-

lich wird."

«Sind h und c Constanten von solcher Beschaffenheit, dass 0<C^<c^-^,

und bleibt die Function /'(/y) continuirlich von ß^h bis ß ^ c. so nähert sich

das Integral:

.' • '^^ SUl/j

bei unaufhörlichem Wachsen von /; der Grenze Null."

*) Journal für Matheiaatik von Grelle, Buml IX, S. 187.

G. I.c'jeune Dirichlet's Werke. 31
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In früheren Abhandlungen über rlie Theorie der vorher erwähnten Reihen*)

habe ich gezeigt, wie sich diese beiden Sätze auf eine ebenso einfache als strenge

Weise begründen lassen, wenn man zunächst annimmt, dass die Function ./'(/^)

innerhalb der Grenzen der Integration, welcher sie unterworfen ist, nicht vom

Abnehmen ins Zunehmen oder umgekelirt übergeht. Um von diesem beson-

deren Falle zu dem allgemeineren iiberzugehen. wo die Function zwischen den

Integrationsgrenzen eine beliebige Anzahl Maxima und Minima hat. braucht

man nur die Integrale in andere zu zerlegen, deren Gi-enzen durch ilie Werthe

von ß gegeben werden, für welche ein Maximum oder Minimum stattfindet.

Um dies für den ersten Satz zu zeigen, so seien r,, r.,. .... e,, der

Grösse nach geordnet die zwischen und c liegenden Werthe von (i, welchen

ein Maximum oder Minimum von ,/'(/^) entspricht. Zerlegt man nun das

Integral:

J ^^ s\nß

in h-hi andere, deren Grenzen und r, . e, und e.,. .... e,, und c sind, so

sind auf diese neuen Integrale die obigen für den erwähnten speciellen Fall als

erwiesen vorausgesetzten Sätze anwendbar, und man sieht, dass alle diese In-

tegrale mit Ausnahme des ei'sten für / =: oo verschwinden, während das erste

in demselben Falle den Werth
.^ ,/(0) anninunt. welcher Werth also auch die

Grenze des Integrals:

J »mß

für das imaufhörliche Wachsen von / ist. Auf ganz ähnliche Weise wird der

Beweis des zweiten Satzes geführt.

Vermittelst der obigen Sätze ist es leicht, die Grenze des Integrals:

für A- = oo zu bestimmen, wenn jetzt c irgend eine positive Constante bezeichnet.

Bezeichnet /n das anisste in c enthaltene Vielfache von n, so zerlege man das

*) Journal ffir Matlipiiiatik von Crki.i.k, Band IV, S. 157, oder Kepertorium der Physik von Dove

und Mohbr').

') S. 117 imil KW dii-scr .Vuseabe von IJ. I.cjeuiie Diiiclilet » Werken. K.
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vorige Integral in die beiden folgenden:

(7

Das; erste kann in 2/ zwischen den Grenzen:

iiud y, '^ und 2-~, 2-^- und 3 •

[^ , .... (2/— ^)^ ""*1 -'' V

genommene Integrale zerlegt wei'den. welche, wenn man <ler Reihe nach statt

/y in denselben:

ß, Tt— ß, 71+ ß. -iTT— ß. .... (/— 1).-!— ji, (l—l)7T+ ß. l TT— ß

schreibt nnd nachher auf das 2'% 4'% (>'% . . . die Gleichuno;

I
W/?)^//:? = - \\{ß)dß

anwendet, sich alle von /i = bis /y= .^
erstrecken. Sie können daher in ein

Integral vereinigt werden, welches, da k eine ganze Zahl ist, offenbar die

Form hat:

und nach dem ersten Satz für /; = oc den Werth

:

•T(i/(0)+/(rr))H \-f{(l-l)7t)-^yXl7i))

annimmt.

Was das andere Integral:

^••- ^in(2A^f^
J sin/J

betrifft, so ist dasselbe Null, wenn c = Li ist. Für alle andern Fälle bringe

man dasselbe in die Form:

indem man In-hß für ji setzt. Ist nun c— In nicht grösser als -^, so folgt

aus dem ersten Satz, dass sich das Integral für k = oa in ^fQn) verwandelt.

Liejxt hingegen c

—

In zwischen ~ und n. so zerlege man es in zwei andere,

31*
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deren Grenzen und .,-. ^ und c— In ^ind. Das erste nimmt für h ^ x>

den Werth ^f(Jn) an. während das andere, welches dadurch, dass man n— ji

für li schreibt, in:

iihergeht. nach dem zweiten Satz für Ä' = oo verschwindet.

Fasst man das Vorhergehende zusanniien. so ergiebt sich, dass das

Integral

:

wenn die darin enthaltene ganze positi\"e Zahl k unaufhörlich wächst, sich

immer der Grenze:

- s=l

nähert, wo / das ü;rösste in — enthaltene Ganze bezeichnet, mit Ausnahme des
n

einzigen Falles, wo c ein Vielfaches von n ist, in welchem Falle das letzte

Glied nf(Jn) der vorigen Summe nur halb zu nehmen ist.

§2.

Man betrachte die beiden Inteorale:

I cos («)(/« ^ ('. ( sin(«-)(y« ^ /'*).

*) Man behauptet zuweilen, dass Integrale, welche zwischen den (iieuzen —30 und oo genommen

sind, nothwendig immer unbestimmt werden, weuu die Function unter dem Zeichen an diesen Grenzen nicht

verschwindet. Die hier betrachteten Integrale erfüllen diese Bedingung nicht und haben dennoch ganz be-

stimmte Werthe, wie sogleich erhellt, wenn man sie in die Form:

J
'Ä'*

J n

sin;J

lirinjt. .ledos der Integrale:

J^-os («)'/".
J

"sin («-) rf.=

-p —P ,

nähert sich also einer bestimmten (irenze, wenn man die positive Grösse;) ius Unendliche wachsen lässt,

mag nun dieses Wachsen continuirlich oder, wie im Folgenden, nach irgend eiueui beliebigen Gesetze

sprungweise geschehen.
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Obgleich schon seit Euler bekannt ist, dass (Ue Constanten a und b beide den

Werth l/^- haben, so brauchen wir dies nicht vorauszusetzen, da sich diese

Werthe aus unserer Analyse von selbst ergeben.

Setzt man:

wo ß eine neue Veränderliche und n eine positive ganze Zahl bezeichnet, so

erhält man:

''' in ''^ = -'' IV- J ^'" ^8^ ''^ = ^* )

Wir denken uns diese beiden Integrale zunächst von — (2^-1-1).^ bis (2/r-l-l)7r

genommen, wo k eine positive ganze Zahl bezeichnet, und setzen nach-

her k = 00. Zerlegt man jedes der beiden Integrale in 2Ä"-i-l neue, deren

Grenzen

:

— (2^+ 1)77 und —(2X— 1)/T. —(2/— 1)7T und — (2/— 3)7r. . . .

. . .. (2k—'i)n und (2^— l);r. {U—l)n uud (2.k-{-l)n

sind, und schreibt in diesen neuen Integralen der Reihe nach statt ß:

— 2kn+Y- —2{k—\)n^r 2(/-— l),T+y, ikn+y,

SO erhalten alle die Grenzen — n und -\-ti, und man rindet:

dy 2: cos ö— C)'+2Ä ny, I cly Z sin q— {y^-2hn)\
_ h= -ic on •'_ h = -i r>n

Die Zahl n kann eine der folgenden vier Formen: 4,«, 4,a-|-l, 4^-1-2, 4^-1-3

haben. Findet zunächst die erst^? statt, d. h. ist n din-ch 4 theilbar, so kann

man ^H'n als ein Vielfaches von 2n unter dem trigonometrischen Zeichen

weolassen, und man hat:

Z coü ^(y-{-2hny = Z co.s ^-+--~^ .

,= -k on l, = -k V OTT i J

ll—k

h= -k O/l l, = -k

wofür man auch schreiben kann, indem man die Glieder, die entgegengesetzten

Werthen von h entsprechen, vereinigt und sich einer bekannten Suramations-

formel bedient:



246 ÜBER EINE NEUE ANWENDUNG BESTIMMTER INTEGRALE

"/'
, ''S* r ( ^y"

.
finY\ ( ny- hnyW

( -
.''^* li-ny \ ny'

, sin(2/+])^
ny 4

cos
Stt . ny

sin—/-
4

Man findet auf dieselbe Weise für die im zweiten Liteüral enthaltene Sinnnie:

.. .siu(2A.+ l)^ny 4

871 . nysm—7—
4

Setzt man diese Werthe ein und fiihrt eine neue durch die (Tleichung = ß
bestimmte Veränderliche ß ein. so erhalten die Integrale die Form:

M J V nn ) sm/J « J V rnt ) sin/J
"^

T r

Da die Functionen miter dein Integralzeichen für ß und — ß denselben Werth

haben, so kann man auch von /? = bis ß= -. integriren und die Resultate

doppelt nehmen. Man erhält so:

8 ^^^/^
I

^in(2^^ 8 /•

;.^ ^^^ >du(2Ä;+10^

« .' \ nn J sma '^ w ^' V nn J sm/S
"^

Nach Obigem werden diese Ausdrücke für k =^ <x respective:

• n ' n

Andrerseits ergeben sich aber auch die der Annahme k = oo entsprechenden

Werthe unmittelbar aus dem am Ende des vorigen Paragraphen aufgestellten

Satze, bei dessen Anwendung man nicht übersehen ilarf. dass der dort er-

wähnte Ausnahmefall hier stattfindet, indem j eine ganze Zahl ist. Man ge-

langt so durch Vergleichung zu den Resultaten:

^.. '2n ^, 2n in A' 2n , / n\-2n a , n
^+,osl^-- +C0.S2-— +...-4-cos(^-lj^-f-ico.s(-jj^-= ^]^

.,,271 . „, 27r (n ^V2n , . [ny2n b .1 n
»mV hsin2- 1 h-sin ^ 1 t-isml^ =^ \ ~.

—
n n \ 4 ) n V 4 y m 2 ' 27i
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Giebt niair. um die Coiüstaiiten <i. h zu bestimmen, n einen besondern Werth,

z. B. 4, so kommt:

und folglich:

Setzt u)an diesen Werth für (/ in die erste Gleichung und transformirt die

Glieder derselben, mit Ausnahme des ersten und letzten, nach der aus der Vor-

aussetzuuii' // ^ 4« evidenten Formel:

5 271 , „ 2/T , ( n \ 2n
COSS'' = i-COSS l-TCOsl-ti s)

n n \ 2 J n

so wird dieselbe:

_„ 2/T ,„ 2ti ( n ,V 27r
,
,,

l-Hcosl^ |-cos2-
1

l-cosl^ — 1 = \yn,
n n \2 J n ^ t ^

oder wenn man ^-I-tCosI-^I ^^— für das erste Glied 1 schreibt und die übrigen

mit
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Setzt man in der vorher erhaltenen Gleichung:

I
cos(fr)(/« = 1 -^

« ^= ß-k-g. wo ß eine neue Veränderliche und </ eine reelle Constante be-

zeichnet, so erhält man:

oder wenn man entwickelt:

(cos(ß'+g-)cos2ffßdß^ Csin(,S-4-i/'')sin2.9/9<//J = j/y-

Das zweite Integral ist offenbar Null, und die Gleichung lässt sich in folgende

Form bringen:

co<i(g-)j cos(ß-)co9,2ffßdß—am(g'')jsm(ß-)cos'2<;ßdß = |/^ .

Aus der Gleichung:

sin(a")f/« ^ 1/ -^

i'olgt auf dieselbe Weise:

sin(fy^)
I
cos(ß-)cos2ffßdß-hcos(g-) j

sm(ß-)cos2c/ßdß = ]/ ;, ,

und durch Combinjation mit dem vorigen Resultat erhält man sogleich die be-

kannten (ileichungen:

j cos(ß"-)coii2gßdß = ]/y (oos(^-')+sin(5r^)),

( sin (^Ocos 2,9 /?</(? = y-^(co.s(9")— sin(_(7-)).

Setzt man:

wo « eine neue Veränderliche und n. i positive Constanten bezeichnen, die im
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Folgenden als ganze Zahlen gelten sollen, so kommt:

/"'
f na' \ . , 'In f 2p7i: . '2P7t\

I cosl-p;— )co.s»«fl« = ^- I cos hsiu •),J\ OTT / ym V 71 n J

/". ( 7ia' \ . , 2tI ( 2P7T . 2i''7T\
I sin I -js— I cos lacla = —;^ 1 cos sin 1

J \ Htt / l/n ^ '* n J

Es sei jetzt:

( 1

)

F(u) = i„+ 6, cos ä+ /)., cos 2 « H = 2b. cos ia

eine beliebige endliche oder unendliche Reihe, deren Coeffieienten von a unab-

hängio- sind. Es soll im letzteren Falle nur vorausoesetzt werden, dass die

Reihe convergii't und die Function von «, welche sie darstellt, continuirlich ist.

Multiplicirt man die vorigen Gleichungen mit /*, und summirt von ? =
bis zu derselben Grenze wie in (1). so erhält man:

(2)

r* na'' „, , , 2n ^^, ( 2i'7i . 2Pn \ 2n ,f, ^,,
cos -„- F(a\}a = —_ 2 /a cos hsin = — {G+ H),

J_^ ^TT y-n '\ n n ) ]/„

J"".

«« »,, , , 2n „, ( 2i''n . 2t'7i \ 2n ,„ ^,.
sin -jr -f («)'fe = ~F=-- 2b. cos — siu = --- (G— H),

_ Stt ' ^
-j/n 'V n n ) |/„

wenn man zur Ar)Kui'ziuig:Abküi

2b cm— = G und .5^ sin ^= U
' n ' n

setzt. Um diese beiden Integrale zu finden, denken wir uns dieselben zunächst

von — (4A'4-l)7r bis (4/-f-l)7i, wo /c eine positive ganze Zahl bezeichnet, ge-

nommen, und lassen nachher k unendlich werden. Zerlegt man jedes dieser

Integrale in 4Ä-I-1 andere, deren Grenzen durch die beiden Ausdrücke (2/i — l)7r

und (2/i-hl)n gegeben werden, wenn man /* alle ganzen Werthe von — 2k

bis 2/, incl. beilegt, und führt in diese Integrale eine für jedes durch die Glei-

chung a = Y-h2hn bestimmte neue Veränderliche y ein, so werden die Grenzen

für alle — n und -hn. und man erhält mit Berücksichtigung, dass nach (1),

offenbar F(r-i-2/in}= F(r) ist:

fdYF(Y)2cos-~^(Y+ 2/,7Ty.
J

dyF(y)2,m ^'-^-(Y+2hfry.

wo sich die Summationeii von h = — 2/' bis // = 2/- erstrecken. W-reinigt

man die Glieder, welche entgegengesetzten Werthen von h ents|*recheii, so er«*-

G. Lejeune Diriehlet's Werke. 32
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hält man fni- die im ersten Integral enthaltene Summe:

= cos -^-^ -I- 2^ cos -^— (y'+4/r.-T')i'0s V- •

OTT ;, = 1 n.T 1

Der Factor:

cos-Q— (y +4/rrr-) oder cos \n ir ^- -h -^
—

I

unter dem Summenzeichen hat nur zwei verschiedene Werthe imd ist offenbar:

cos-^^ oder cos(^ + -g—j,

je nachdem h gerade oder ungerade ist. Trennt man daher die Glieder, die

einem geraden li entsprechen, von denen, welche zu einem ungeraden h gehören,

so findet man:

cos -5— (1+2 cos «/+ 2 cos2 « y-\ h-2 cos^wy)
OTT

f nn wy"W, nv , 'Hny -, ,^. ,. ny\
-t-cosl-^-l--^j(2cos :/ +2cos -.^H i-2cos(2/.-— 1)-/- ),

oder wenn man für die beiden Reihen ihre bekannten Werthe:

siu(2/;-hl) ^ siii(4/t-M) '2^ sin(2/.+ l) '^^

substituirt:

My
sin -.-

4

»»y ;.,Ai/. , 1^ »»y

^ ^4
/ tiTi nv \ 24 f nn wy'\

'^-
-^ 2 { ny' f nn wy"\\

. ny \ l «-T / . ny
sin j

Ganz auf ilieselbe Weise ergiebt sich für die im zweiten Integrale enthaltene

Sinnrae der Werth:

sin(4^4-l)^ . ,, ,siu(2/t+l) '!^ , ..
' ...

4 . 1 nji ny \ 2 1. ny . { nn «y \\
' : ny

^'"("2-^-
8^j

+
-7-ny k'''in-'<-2--^L)y

sin —

,

sin -^

Die vorhergehenden Ausdrücke l)leiben ungeändert, wemi / in — / verwandelt

wird: dasselbe gilt nach (1) von /''(;'). Man kaim dabei' die Integrale von / = Ü
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bis y ^ 71 iK'hiuen iiiid dtMi Factor '2 vorsetzen. Man erhält so:

'lin(2/>-M)7

- «4'?-i')nrt.',+2 -^ (».£- -Cf+£)) ^fr)*

Setzt mau ini-_e4-steu und dritten Integral /y= . im zweiten und vierten

7iy

li^ ^ . so gehen diese beiden Ausdrücke über in:

nn rnr

8j^.in(4(^^^.^ /«. 2^-) /4A
nJ sinjS V2 nnj \nj '^ nJ »mß \ 2n7T ^2 •Inn') \ n / '^'

nJ sinjS ' 2 w,t ' v vi ^ nJ siii^ \ ^nn ^2 2?j/t// V » / '^

Die Grenzen, welchen sich diese Ausdrücke nähern, wenn die darin enthaltene

ganze Zahl / wachsend gedacht wird, ergeben sich anf der Stelle aus dem im

ersten Paragraphen bewiesenen Satze. Man hat daher, wenn man. wie früher,

die in (2) enthaltenen Reihen zur Abkürzung mit G und H bezeichnet und

auf beiden Seiten mit ~ multiplicirt:

2 ^[ s'-TT i' nn «''.t: \\ ^f2sn\

j/m 2 ^ ' y„ V 2 n J \ n J

2 ^( . s'TC . f nn s^n\\„f2sn\

\ on den beiden in jeder dieser (ileiclunigvu enthaltenen Sununationen

erstreckt sich die erste von .y = 1 bis zu der grössten in ^, die zweite von

,« ^ 1 bis zu der gTössten in ^ enthaltenen ganzen Zahl, und es ist zugleich
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ZU bemerken, «las? das letzte Gliefl der zweiten Snnnne niu- halb zn nehmen

ist, wenn ^ ein (xanzes ist. imd dasselbe gilt vom letzten Gliede der ersten,

wenn auch j- ein Ganzes ist.

Di^ eben gefundenen Gleichungen, welche die Bestimmung der endlichen

oder unendlichen Reihen G und H auf die von andern endlichen Reihen zurück-

führen, enthalten als specielle Fälle die in der Einleitung erwähnten Smnma-

tionen. Redncirt man nämlich die Reihe (1) auf n Glieder und setzt alle ihre

Coefficienten der Kinlieit gleich, so ist:

sin(2w— l)y
F{a)^ l-|-cos(f+ cos2nH hfOs(H— 1)« =: ^h-^—

:

^^,

sin -|

nnd man hat offenbar F{ '-'-
1 = 0. für jede nicht durch ii theilbare ganze

Zahl t. Alle Glieder der obigen Summen verschwinden daher durch die Fac-

toren F{ '"
i. i*M-"*^). und da F(0) ^ « ist, so konnnt ganz einfach:

G+H = (l+ cos "- j ]//*, G-H = sin ^~ yn

imd folglich:

G = -\ ( l-l-cos ^^ -t-sin —^- I ]/w, Ä = 1 1 l+cos -^ sm -^ I j/w.

Legt man der ganzen Zahl /; nach einander die 4 Formen 4//, 4// + 1. 4,«-|-2,

4/^+ 3 bei imd führt die durch G nnd H bezeichneten Reihen wieder ein. so

erhält man:

^ 2rr7
2^cos

n
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Zum Schliiss wollen wir nach Gauss noch zeigen, wie man aus den

eben erhaltenen Snmmenausdrücken den Fundamentalsatz der Theorie der qua-

<lratischen Reste auf eine höchst einfache Weise ableiten kann.

Bezeichnet p eine ungerade Primzahl, so ist der Rest irgend eines nicht

durch p theilbaren Quadrats bei der Division durch /; offenbar unter denen

enthalten, welche die Reihe W 2'. '?>'

\ ^ö— ) l'*?tei"t- "'i'' iiii<" beweist

leicht, dass diese Reste, welche in irgend einer Ordnung mit:

(I.) "l. «.... «:!. . . ., «,,_,

bezeichnet werden .sollen, alle von einander verschieden sind. Es seien ferner:

(11.) b„ ö,, 0,, . . ., b,_^

diejenigen Zahlen der Reihe 1. 2. o. . p — 1. welche in (I.) nicht vor-

kommen. Dies vorausgesetzt, sagt man bekanntlich von einer durch p nicht

theilbaren Zahl q. sie sei quadratischer Rest oder Nichtrest von p. je nachdem

der Rest, den q bei der Division durch p lässt. zu (I.) oder zu (II.) gehört,

und man beweist ohne Schwierigkeit, dass, je nachdem der erste oder der zweite

Fall stattfindet, die Reste von V-q. 2''q. S-q. .... {^-^— jq. wenn man von

der Ordnung absieht, mit (I.) oder (II.) zusammenfallen*).

Man betrachte die Summe:

M = 2: e " ,

wo e wie gewöhnlich die Basis der natürlichen Logarithmen bezeichnet. Trennt

man das Glied, welches .9 = entspricht, von den übrigen, und vereinigt diese

paarweise mit Berücksichtigung der evidenten Gleichung:

e p = e '^
,

so kommt:

M = 1+2 ^ e ' ,

oder wenn man statt der Zahlen l"^, 2-q, .... [^—.^— ) </ die Reste setzt,

*) Disquisitiones arithineticae. Sect. IV.
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welche sie hei der Division durch p lassen, welche Veränderiniij keine andere

Folge hat als die, dass man im Exponenten Vielfache von 2nY--\ wei>lässt.

so erhält man:

M= 1+2 Z /'"^'"'.
oder M= 14-2 Z /'^*'~',

je nachdem nämlich q quadratischer Rest oder Nichtrest von p ist. Da
otfenbar:

.,=ti .<= ti ,

ist. so lässt sich die im letztern Falle stattfindende Gleichung auch so schreiben:

p-t

M = —1— 2 Z f "
s= l

Beide Fälle sind daher in der Gleichung:

Z e f = ^(1+2 ^ ^'^ p' )
.1=0 ..= 1

vereinigt, wenn man unter ä die positiv oder negativ genommene Einheit ver-

steht, je nachdem q quadratischer Rest oder Nichtrest von p ist. Die Glei-

chung gilt für jede nicht diu"ch p theilbare Zahl q: um den von q unabhän-

gigen, zwischen den Klammern enthaltenen Ausdruck zu erhalten, setze man

(^ ^ 1 : es ist alsdann d' = 1 und folglich:

,=" —
•'=p-i »••— )'-1

'
2 „"-^i'-i

Z e P = 1-1-2 Z e' P
.

Der Werth der ersten Seite ergiebt sich sogleich aus den Ausdrücken des vo-

rigen Paragi'aphen und ist, da p ungerade. Yp oder VpV--^, je nachdem p die

Form 4,a-(-l oder die Form 4,m-|-3 hat. Beide Werthe sind in dem Aus-

drucke Vp^V— 1) " enthalten, und es ist also:

i-f-2 2: ''"''' =Vp(V-i:)irr
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Die obige Gleichung wird so:

Nimmt man jetzt an, q sei ebenfalls eine imgerade Primzahl, so erhält man

durch eine blosse Vertauschung:

WO « = -4-1 oder — l, je nachdem p quadi-atischer Rest oder Nichtrest von

(/ ist. Werden beide Gleichungen in einander multiplicirt. so kommt:

2: z "" ""'>">' ' = öt}jj>(i{}i—\f--
>^\-^'\

oder was ganz dasselbe ist, indem man 4.s"^-Ty— 1 zum Exponenten von p

addirt

:

1= 5=

Dei- Ausdruck qs-hpt lässt offenbar bei der Division durch pq innerhalb der

Sunnnationsgrenzen nicht zweimal denselben Rest; w^ären nämlich die Reste, welche

qs-\-pt und qs-\-pt' entsprechen, einander gleich, so wäre q(s^s')-\-p(t—t')

durch pq und folglich, da p und q von einander verschiedene Primzahlen be-

zeichnen, s— .s-' durch jt. und f— t' durch q theilbar, was wegen der Grenzen,

in welche *", s', sowie f. l' eingeschlossen sind, nur stattfinden kann, wenn zu-

gleich .V = .s' und t = t' ist. Die Reste von qs-\-pt in Bezug auf den Divisor

pq sind also U. 1. 2. pq — 1, und man kann diese Reste an die Stelle

der Werthe setzen, welche qx-\-pt bei der doppelten Summation successive

amiimmt, indem durch diese Veränderung bloss Vielfache von ^n^— 1 im Ex-

ponenten weggeworfen werden. Man erhält so:

z >' '' = äf}^pc](y-^iy- -^ J^\ ^ \

oder wenn man fiir die erste Seite ihren aus dem vorigen Paragraphen sich

t-rgebenden Werth VpqiV— 1)^ " ^ setzt und den gemeinschaftlichen Factor

ypq weglässt:

_ (P^Y-C-^y-C—Y
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Der Exponent von V— 1 lässt sich in die Form:

bringen, wo der zweite Theil als durt-h 4 theilbar weggelassen werden kann.

Es ist also:

de = (-1) =' '
.

Diese Gleichung enthält das oben erwähnte Reciproeitätsgesetz: denn es folgt

aus derselben, dass, wenn p und q beide die Form 4.«-hS haben. ()" = — t. in

allen andern Fällen aber c) = * ist.
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SUß L'USAGE DES INTEGRALES DEFIMES
DANS LA SOMMATION DES SEßlES FINIES OU INFINIES.

[Lu a rAcademie des Sciences de Berlin le •25 Juin 183;").]

(Extrait.)

Parmi les consequences nonibrenses et inattendaes que M. Gauss a tirees

de sa belle theoi'ie des eqiiatioiis binomes. il y eii a mie qui presente une sin-

giilarite tres remarqiiable. La lettre jj designant un nombre preinier 4Hi-|-l.

et q un nombre premier 4?/t-i-3. il resulte de cette theorie que les dcux ex-

pressions:

s^ ^ cos , t^ ^ sin
p ,-=ü q

sunt donnees par ces deux equations du seeond degre: s'- =p. f' = q. On

conclut de la .s- ^ ±y/>, f = zt}q. oü il ne s"agit plus qne de fixer le signe

(|ul doit etre unique dans Tun et rautre cas. les sommes precedentes etant

conipleteinent determinees. En attribuant des valeurs particulieres aux nonibres

j) et q. on trouve toujours qne c'est le signe superieur (jui doit avoir lieu.

mais il est tres diflicile de pronver la generalite de ce resultat indique par l'in-

duction. Dans ses ..Di-sqii/'sifio/ies anlhmeticae~ M. Gauss ne s'etait pas attache

a lever eette difficulte singuliere. mais il y est revenu dans un Memoire parti-

eulier*) que les geometres regardent comme une des plus belles productions de

ce profond analyste. La methode dont il y tait usage, consiste a transformer

les sommes precedentes. ou plntöt les expressions plus generales qui s'en de-

duisent. en y rem[)laoant les nonibres premiers p et q par un entier quelconque

n. en prodnits de siiius d'arcs equidifterents, produits cpii sont tres faciles h

evaluer et cjui ne presenteiit plus aucune ambigui't^ de signe. La difficulte de

se rendre bien compte ;i ([uoi tient le succes des considerations delicates par

~) Siimmatio quaniiiHUini sr-iieniin singulaviiim. Cominent. rerent. societ. Gottiiig. Tom. 1..')

') r.niiss Werke, Baml 11, S. i). K.

33*
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lescjiielles rilliistre auteiir opere cette ingeniense transibrmation , ni'ayant fait

rechercher, si on ne pourrait pas resoudre la meme question sans y recourir.

je suis parvenii au theoreme suivant qiii couipreiid les sonnuations precedentes

:

_La soimue de la serie finie oii infiiiie:

F(j:i) = (•„ -\- c\ cos ((

+

(„ cos "2 <t H

etant coiinue, on peut toiijours expriiner. au luoyeii de la fonction F{ci), les

iiouvelles series;

^ 'Itt „ 2rr
^(.-f-Ci co.sl"-

"
hc.,cos2°-

"

1 ,

n - n

c, siul'- ——|-<?.,siu2"-
—'-—

1

.

n ' n

qui ont les meines coefficients qne*la precedente."

Je nie Hatte que cette nouvelle maniere de parvenir aux resultats si

remarquables de M. Gai'SS pourra avoir quelque interet. Thistoire de la theorie

des nombres nous montrant par de nombreux exeniples. que c"est surtout dans

cette partie de la science quil y a de Tavantage ä envisager la meme question

sous des points de vue tres differents. La methode de M. Gauss etait jusqu'ä

present le seul moyen de vaincre la difficulte indicjuee et qui consiste dans

l'ambigu'ite du signe. Celle que M. Libri a donnee, quoique tres ingeniense,

ne pai-ait pas propre ä resoudre cette difficulte puisqu'elle fait dependre les

sommes cherchees d'une equation du second degre. Pour faire disparaitre l'ambi-

gui'te que cette circonstance fait naitre*), le savant auteur a recoui-s a Tex-

jn-ession transformee en produit. sans indiquer aucun moyen de parvenir ;i cette

transforniee. Mais ce passage de la somme au produit est a lui seul la question

tout entiere, puisqu'une fois effectue, il dispense de tonte autre analyse, Tex-

pression en produit etant du nombre de ceux iprEuLER a deterinines depuis

longtemps par les considerations les plus simples.

L'analyse dont nous ferons usage, repose sur ces deux theoremes:

„La coiistante c remplissänt la double condition <Z c ^ ^n, et

la fonction f(ß) etant continue depuis /i = jusqiva /i = c, l'integrale

*) Voyez le tomc IX ilu Jounial de Ckkllk, p. IST.



KAN.S LA SOMMATION DES SERIES FINIES OU INFINIES. 261

J
'

—

^^ f(ß)dß convergera vers la limite -g^^/(0) pour des valeiirs inde-

riniinent croissantes de l'entier positif k."

„Les constantes 6 et c etant telles qii'oii alt <:i b <i c^ j^n, et la

lonction /'(/j') etant supposee eontinue depiiis ß=b jusqu'ä ß = c, l'inteoTale

j
~— n f(.ß)dß convergera dans la meine eirconstance vers la limite zero."

Ces theoi-emes se deniontrent lacilement, comme je Tai fait voir dans

un precedent Memoire*), lorsqu'on suppose d'abord la fonction /(/?) toiijours

croissante, oii toiijoiirs decroissante entre les limites de rintegration. Pour

passer ensuite au cas general oü cette fonction presente plusieurs maxima et

minima entre ces limites, il suffit de decomposer les integrales en d'autres entre

les limites desquelles la fonction /(/?) n'est plus alternativement croissante et

decroissante.

All moyen de ces theoremes on deternilne facilement la limite vers la-

([uelle converge Fintegrale:

(I designant une constante positive quelconque, et la fonction f(ß) etant eon-

tinue depuis ß = jusqu'h ß = a. Soit In le plus grand multiple de tt con-

tenu dans a. l'integrale precedente sera la somme de celles-ci:

psin(2^_l)^ r sin(2k+l)ß

J sinÄ •'^^•' ^' J sin5
•' ^^'^ ^

u (n
'^

La premiere etant decomposee en 2/ autres prises entre les limites:

et irTt., ^71 et 2.^;t, 2.^7r et S-^rr, . . ., {2l—\).\n et 21. ^n,

si dans ces nouvelles integrales l'on ecrit au lieu de ß:

ß, TT— ß, 7T-\-ß, 2n— ß, . . ., In— (3,

et si l'on transforme ensuite les integrales dont le rang est un nombre pair.

') Voyez le Journal de Grelle tome IV p. 157 ou le „Repertoniun der Physik von Dove und Moser",

la nieme deinonstration est simplifiee ä quelques egards. ')

') S. 117 und 133 dieser AusgHbe von G. Lejeuuc Diriclilefs Werken. K.
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d'apres la formale:

toiites ces integrales s'etendroiit depuis ß^O jusqirä ß = }yn. Eii les reuiiis-

sant donc et ayant egai-d ;i ce qae k est un eiitier, il viendra:

f^''[/(<S)+/'0'r-;3)+/-(^+,5)+ - • •+/((/- l).T+^)+ /'(/.T-^)]^^ -1)^

sin,S
^'

expressioii qui. d'apres le preinier des theoreines precedents, convergera pour

des valeurs croissantes de k vers cette liniite:

La seeonde integrale:

J siUjS

evidemnient nulle lorsque a = In. devient generalenieiit:

"''-"' sin(2/,--f-l)^/"
siuj3

^f(ln^ß)dß.

en y remplacant ji par Jn-^-ji. Lorsque ^/ — In ne surpasse pas \n. il resulte

du premier theorenie qu'elle eonverge vers la limite \nf(j7i)-. dans le cas oii

a— In est compris entre ^n et ti. on decomposera l'integrale precedente en deux

autres prises l'une depuis [i = U jusquä ß = \n. Fautre depuis ß = ^n jusqu'ä

ß^a— In. La premiere deviendra toujoui-s \nf(In) pour A: = cc, tandis quc

la seeonde qui. par le changenient de ß en n— ß, prend la foinne:

'i^ sin(2Ä-|-l)^

/
(l+\)n-o ^

/(C/+l).T-i5)-/,5.

eonverge vers la liniite zero en vertu du second theorenie.

En reunissant ce qui precede, on voit que Tintegrale

"" sin(2Ä--4-l)iS/
-Aßyß,

i rentier positif k qu'elle renferine

i'aleur

:

lorsque Tentier positif k qu'elle renferine devient infini. preud toujours cette

s=l

In d^signant le plus grand multiple de n contenu dans <>. II n'y a d'exception

que lorsque a est un multiple exact de n. le dernier terme nf\In) devant,

dans ce cas, etre reduit ä la nioitie de sa valeur.



DANS LA S0JI5IATI0N DES SERIES FINIES OU INFINIES. 263

§ 2.

Considerons les deiix integrales:

J
cos(«-)(/ff = <i.

1 ain(a')da = b*).

Quoiqiron sache qiron a a = y^7i, h = ]/^n, nous navons pas besoin

de sLipposer connues les valears de ces deux constantes qui se presentent d'elles-

memes dans Tanalyse qiie nous allons developper. Si Ton pose dans la pre-

raie.re integrale a = ß-hfj, ß designant une nouvelle varialile et (j etant une

constante reelle quelconque, il viendra:

j c(is{ß -Jr cj)- dß = j cos(ß''-\-(/'')cos2(jß.dß— j >im(ß--{-(r)si\i2(/ß.dß = a.

La seconde integrale etant evidemment nulle, cette equation prendra la forme:

cos((/-)j coi^(ß^)cos2(/ß.dß— siü((/'')j s'm(ß')cos2</ß.dß = a.

On trouve d"une maniere toute semblable:

sin(f/')
I

cos(ß-)cOi^2(fß.dß-{-ccya((/-)
j

>i\ü(ß')cos2(/ß.dß = h.

En eliminant successivement chacune de ces deux integrales, on aura ces equa-

tions connues:

I cos(ß-)cos2(/ß.dß = acos((/-)-\-bsin(<j-),

I
sin(ß-')cos2(/ß.dß = bcQs(g-)— asiu(<?^).

') II n'est peut-etre pas inutile de preveiiir une difticulte que l'emploi de ces deux integrales pour-

rait faire naitre. Quelques auteurs ont enonce qu'une integrale prise eutre des liinites infinies devient ne-

cessairement indeterminee, lorsque la fonction sous le signe ne s'evanouit pas ä ces deux limites. Les inte-

grales que nous considerons ne satisfont pas ä cette condition et sont neauinoins completement deterrainees,

comme on le voit sur le champ en les mettant sous cette autre forme:

,"'' cos

3

/"' siniJ ,

II ü

11 resulte de la que les integrales /cos («^)(/«, /shi{n^dr<, prises depuis «^

—

p jusqu'a a ^ p, convergent

l'une et l'autre vers une limite fixe, lorsque la quantite positive p croit indefiniment, seit que cette augmen-
tation se fasse d'une maniere continue, seit qu'elle ait lieu, comme dans ce qui va suivre, par sauts et suivant

une loi quelcouque. II n'en serait pas de meme pour lintegrale ycos « d«, qu'on suppose quelquefois egale ä

zero, et qui est essentielleraent indeterminee, du moins taut qu'on la considere en elle-meme.
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Si Ton pose:

ß etant une nouvelle variable, et » et «' designant des constantes positives que

Ton considerera comme des entiei's dans ce qui va suivre. il viendra:

r fna'\ .

'.
„i/'2^ f 2r7T , . 2r7i\

I cosl-pr

—

icosiada^Il lacos h'^sin 1.
.'^ V 8 TT / f 71 \ n n J

f° . f na-\ .
, oi/27r f, 2i-n , 2i-n\-

.sin I -5— co.s/«a« = 2 1/ 6cos «sin .

.' \ bn J ' ?i \ n n )

Cela pose, seit:

(1

)

-f'C") = '-',1+ '", cos « -f- ('., cos 2 «H = 2'r, cos ia

une Serie de cosinus iinie ou intinie. On suppose seulement que loreque la

serie se prolonge ä liiifini, eile est convergente et exprime une Ibnction con-

tinue de «. Les equations precedentes etant nniltipliees par c,. si Ton somme

ensnite entre les memes liniites que dans l'equation (1). on am-a:

/'cos-||i /•(«)./« = 2^'^{aG+bH).,

J
sin~ F(u) da = 2 } ^(l>G— aH%

oü j'ai i'ait puur alireger:

^«v „ 2Pti „ „ . 2i'n ,,
(3) Jocüs = G. ^r-,sm = //.

n V

Pour obtenir les integrales precedentes. on les sujtposera dahord prises depuis

tc ^ — (4/1 -j-l).T jusqu'ii « = (4A:+1).T, k designant un nombre entier positif

quelconqne que Ton considerera ensuite comme inlini. Chacune de ces deux

integrales etant decomposee en 4^-t-l nouvelles integrales dont les liiiiites re-

sultent des expressions (2/; — 1)77 et (2/; -+-1)77, en attribuant a. h toutes les va-

leurs entieres depuis /t = — 2k jusqu'ä h = 2k, si l'on pose ensuite ß^2Jm+ y

dans chacune de ces nouvelles integrales, en observant quon a, d'apres l'equa-

tion (1), F(2hn-\-y) = F(y'). il viendra:

I ^^dYF(Y)^cos -''- (j+2hn)\
|

' 'jYF(y)Ism ," 0-+ 2Ä 7t)\
J ö /T * o ff

(2)
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les sommations s'etendant depiüs /; = — 2Ä: jusqu'ä h = 2k. En reunissant les

terraes de la preiniere somme qui correspondent a des valeurs opposees de h,

cette somme preiidra cette autre forme:

cos-^ + Z cos -ß-' (y+SA 7r)'-Hcos ,,— (y— 2/) nf
OTT /,= i \ 871 »TT /

= cos-^^ 1-2^ cos^3— ()'-+4Ä'7^')co.s^=5-^•

Le facteur cos g--(^--l-4/r7i^) ii'a evidemment que deiix valeurs differentes,

f nf \ ( ny'' im \

Selon que h est pair ou impair. puisque h^, dans le jireuiier cas, a la forme

4,M et. dans le second, celle-ci: 4,«-f-l. II viendra donc en reunissant sepa-

rement les terines pour lesquels h est pair et ceux od h est impair:

cos "ö— (l+2cosM)'4-2cos2w)'H |-2cos^w7)

+ cos^^?/7r-i--^-^j[2cos|-7i)'4-2cos3(f«)')-| h2cos(2/! — l)(| ?*)')].

En substituant pour ces deux series les expressions connues:

sin{2k-\-\)^nY sin(Ak->r \)\ny sin(2^-+ l)^wy

sin^wy '

?\n\ny sin^ny
'

il viendra:

i\n{Ak-\-l)\ny ( iiy" \ »in(2k+ \)\7iy \ ny" / ny"- \'\
^'-^—,-^ ~ cos UMTT-f- -^^ H cosV cos iM7r+ -^-

La somme que la seconde integrale renferme, est pareillement:

s'm(4k-\-l)yiy .
/ wyM siü('2k-\-l)hiy f. ?iy- . f nv" W

Ces expressions ayant la meme valeur poiu- / et pour — /, et la meme cir-

constance ayant lieu pour F{j) en vertu de Tequation (1). il est permis de

n'etendre les integrations que depuis j' = jusqu'ä ;' ^ tt, et de doubler les

resultats. On trouve ainsi ces deux expressions:

(t. Lejeune Dirichlet's Werke. 34
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2 ^ —,

^^
COS U w71+-^ ^(y)^/^

+ 2 V ^^ ' cos-^ cosU«?r+-V- K()')<^y.

2 —^-r sin U M?i+ -~— F(y)dy
*

J sin 4 MV L Stt \ Sn Jj ^^

Si l'on pose jny^/)' <laiis la premiere et dans la troisieme integrale, et jiiy = ß
dans la seconde et la quatrieine, ces expi-essions prennent la forme:

n J Hmß \^ nn ) \ n ) ^

,
4 /•^ sm(2A-+l)(J r

^^
/^, ^ /J'

"il zr/' 2^^
"i ^.

w J smß L 2«n V 2«ri /J \ w /

n J sin/S L 2«;i \ zwn yj \ n J '^
'^

Les limites de ces expressions correspondant a ^ = oo i-esultent imine-

diatement du theoreme enonce a la fin du premier paragraphe: en siibstituant

ces valeurs dans les equations (2) et nuiltipliant par v}i>— > •' viendra:

,^ ,, -.In. nn r-,_. . i/ tt „. f nn 2s'n\„f4sTi\*^-«^^= y^-'" 2^^(0)+4|/-^.-sin(^ +-^JF(^

Dans chacune de ces deux equations la premiere somme s'etend depuis ä = 1

jusqu'au plus grand entier coiitenu dans ^n, la secunde depuis s ^ \. jusqu'au
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plus grand entier contenii rlans ^n, le dernier tenne de la seconde somme

devant etre reduit k moitie lorsque ^n est un nombre entier. et la meme chose

ayant üeii pour la premiere lorsque ^n est aussi un entier.

Pour deduire de ces equations les sonjmations dont il a ete question

dans le preambule de ce Memoire, supposons la serie (1) composee de n termes

et tous ses coef'ticients eüaux a l'unite. On aura alors:

!((() = l+ cos«-(-cos2rtH hcos(?<— 1)« = --H :^^^

—

^^—
,

et la foiK'tion Fy "
j sera evidemnieiit nulle, lorsque t est un nombre entier

>toii-(lin'sif)/e |)ar ii. 11 i-esiilte de lä, en ayant egard aux limites des sommay

tions precedentes. (pie tous leurs termes disparaissent, et comme on a aussi

f^0) = /^ il viendra simplement:

Poiir determiiier les deiix quaiitites a et b, independantes de n, il suffira de

donner :i ii uue valeur particuliere. Posant par exemple n=l, on aura

G=^l. 11=0. et les equations precedentes deviendront d^'^^n, b^]/^n.
Ou a doiK' Lieueraleuieiit. qiiel que soit n:

G-i-JI = (1+cos^/m)- j/«. G—H = sminn-]/7i,

et par consequent:

G = ^(l-\~(:osl)i7i-\-s\i\l)iTr)]/)i, //= :^(l-i-cos|wiT— siniwrr)]/«.

En attribuant successiveiuent a n ces 4 tbrmes: 4//, 4,m-|-1. 4,M-t-2, 4,M-t-3,

et reniettant pour (i et // les series que ces lettres representent d'apres les

equations (3). on aura:

2'c(is
" = 1 «. .5'tiin = Vn, n = in.

f 2rn ,, .^ . 2("?r „
— COS ^\/ii. .jsin ^ U, 7j = 4/(-|-l,

2/''7T 21' TT.

Z'cos - - =0, ^-sin -^ = ü, n = 4,« +2,
II n

.3c'0s^ -= u. .^sin
" ^ }/n. n = 4 h -1-3,

II n

les sonunations s'etendant dc})uis / = jusqu'a i=n— 1.

34*
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§• 3.

Je ne terminerai pas cet extrait, sans avoir rappele les considerations

extremement simples par lesquelles M. Gauss, dans le Memoire dejä cite. a

dediiit des expressions precedentes, la loi de r^eiprocite qui existe entre deux

noinbves preiiiiers impairs quelconques.

Le iiombre premier impair p etant considere conime diviseur, le reste

provenant d'un carre quelconque non-divisible par p. sera evidemment coinpris

panni eeux que donne la serie:

.=, -. s: . . ., (^1)':

et Foir prdiive facilement que res i'estes que je designerai par:

(I) ai, «._>, a3, .... (ip-\,

pris dans un ordre quelconque, sont tous differents entre eux. Soient eiicore:

(II) Ji, b,, 63, . • ., Vi

ceux des nombres 1. "2. 3, . . .. p — 1 que la serie (I) ne renferme pas. Cela

pose. le nombre quelconque q non-divisible par p. est dit residu ou non-residu

quadratique par rapport au diviseur j}, selon que le reste de q appartient a la

serie (I) ou a la serie (11). et Ton s"assure facilement que les restes de:

r.q, 2\(j. y.q, . . .,
y
^\^

J
q,

abstraction faite de Tordre. coTncident avec (I) ou (II), selon que le premier

ou le second de ces deux cas a lieu*).

s=p-i ,, !iy—

1

Considerons la sonime ^ e ' p
, dans laquelle e designe ä 1 ordinaire

,1=0

la base des logarithmes neperiens. Comme p est impair, il resulte des ex-

pressions du paragraphe precedent que cette somme est V/j ou Yp.y—l selon

que p a la forme 4/<-f-r ou celle-ci: 4,u-4-3. Cette double valeur etant donnee

par la fornuile uiiique V/'(V— 1) " , on aura:

Si Ton met a part le premier terme et que Ion reunisse deux ä. deux les

termes correspondant a .v et a p— .y, en ayant egard k Tequation evidente:

.-yV- = e<^-'r-T'^\

^

*) Disquisiliones arithmeticae. Sccf. IV.
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il viendra:

1+2 £ e"-T^' = y?(y-i/^'''

,

OU ce qui revient an meme, en rejetant les multiples de 2ti\— 1 dans Texposant:

s= \

On a pareillement:

et comme les restes de la serie V.q, 2-.q, o'.q, . . ., \^—^— 1
-(7, coi'ncident

avec (I) OU (II), selon que q est ou n'est pas residu quadratique par rapport

h p, on a respectivement dans ees deux cas. en negligeant toiijoars les mul-

tiples de 271]/— 1 dans Texposant:

P=l+2, y e''''-f^-' OU P=l+ 2 ^' e'''-V^\

expressions dont la seconde, en vertu de Tequation evidente:

S= l S=l 5=1

se change en:

P= —1-2 y'
e''-'-T*'^'.

S=I

Si donc Ton designe par d' l'unite prise positivement ou negativement selon que

q est ou n'est pas residu quadratique par rapport ä p, on aura l'equation qui

comprend les deux cas:

_p--i
s=p—l , 27n, — /

'^2
2;T,,— \ _ __ /•J>-'N-

s= \ s=l '

Si Ion suppose que q est aussi un nombre premier impair, on aura par une

simple permutation

:

t= q—l , 2pn,, /<l— '^\-

t=()

oü 4= +1 ou = — 1. selon que p est ou n'est pas residu quadratique de q.
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En miiltipliant les equations precedentes entre elles, il viendra:

f= s=

ou ce qui est la meme chose, en ajoutant 4:SinY— 1 a l'exposant:

II est facile de voir qu'entre les limites de la double sommation qs-\-pt ne

saurait donner deux fois le meme reste par rapport au^diviseur i^q: car si les

restes provenant de qs-hpf et de qs'-\-pt' etaient egaux, q(s— s')-\-p(t— f')

serait divisible pai* pq, ce qui exige, s, s' etant compris entre et ^^— 1, et

f, t' entre et q— 1, qu'on ait ä la fois s = s', t = t'. Ces restes seront donc

0, 1, 2, . . ., pq — 1, et Ton pourra les mettre ä la place de la serie de va-

leui-s fournies par l'expression qs-\-pt, ce changement consistant evidemment ä

negliger des multiples de 2nV—l dans l'exposant. On aura ainsi:

=pg — 1 j '27T

^ e" ' PI
5=

]l-l

ou en rempla(;'ant le premier membre par sa valeur qui resulte des expressions

du paragraphe precedent:

et par consequent:

fpg-iy- fp-^y /^-ly

et comme l'exposant est equivalent ä l'expression:

dont le second terme peut etre neglige comme etant divisible par 4, il viendra:

öe = (-1) ^'
•

2
.

Cette equation renferme la loi de reciprocite, car il en resulte qu'on a <)' = «,

lorsque p et q sont Tun et l'autre de la forme 4,u-\-l, ou Tun de la forme

4//+ 1, lautre de la forme 4,u-f-D, et qu'au contraire on a S= — «, lorsque

p et q out Tun et l'autre la forme 4^-h3.
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SUR LES INTEGRALES EULEßlENNES.

Les integrales que Legendre a appelees Euleriennes de premiere et de

seconde espece. sont Celles que renf'erment les equations:

(2) f (log --y~'<l-^- =fe-.'i,'-^dy = r(a),

dans lesquelles les constantes a et h. ou du moins leurs parties reelles doivent

etre supposees positives pour que les integrales ne deviennent pas infinies.

Euler a fait voir qu'il y a entre ces deux transcendantes la relation tres simple:

Cette equation qui iait dependre une integrale de premiere espece de trois

integrales de seconde espece, renferme aussi une des principales pro})rietes de

la fonction r(a). En effet, si Ton y suppose a-\-h^ 1. on trouve, en avant

egard ä 1'equation evidente 7^(1)= 1:

r„rci-„)=/'Jf^.

Or cette derniere inteirrale a la valenr tres simple —. , comme Euler Ta
'^ ' sman

trouve par l'integration d\me fraction i'ationnelle et comme on Ta verifie de

differentes manieres. On a donc delinitivement:

(4) r(,a)r{\-a) = ^^.
Sm « TT

Pour etablir Tequation (3) et les autres proprietes des integrales Euleriennes,

les geometres ont employe des procedes assez differents. M. Gauss part de

requation:

G. Lejeune Dirichlet's Werke. 35
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qui s'accorde avec la formale que Laplace a donnee pour exprimer la valeiir

approchee du produit a(a-+-l)...(o-t-A;— 1), lorsqu'on y suppose k tres grand.

Apres avoir demontre que Texpression (5) converge vers une limite determinee

lorsqu'on y fait croitre indefiniment Tentier positif k. M. Gauss pose cette

limite comme definition de r'(a) et deduit de lä au moyen des series et des

produits infinis tous les theoremes relatifs aux transcendantes Euleriennes. y
compris les equations (1), (2) et (3). Cette marche tres naturelle. lorsqu"oii

prend ce point de depart. ne Test plus lorsqu'on definit ces transcendantes au

moyen des equations (1) et (2), c"est-ä-dire connne des integi'ales. II parait

alors plus simple et plus conforme ä la delinition de ces transcendantes de tout

tii'er du calcul integral. L'equation (3) qui comprend la formule (4). ayant

dejk ete demontree par MM. Poisson et Jacobi*), en transfoi-mant les integrales

qui y entrent, il reste pour rendre la theorie des integrales Euleriennes plus

uniforme, ä prouver par Tintegi'ation les autres formules qui sV rapportent et

particulierement requation remarquable

:

(6) r(a)r[a+^'j r[a-^'l ) ...r(«+-^) = (2,-r)-^ni-''"r(na),

qui a ete donnee par MM. Gauss et Legexdre. niais qu'on n'a jias encore de-

montree que je sache sans recourir aux developpements infinis**). C'est Tobjet

que je vais remplir en peu de mots.

L'equation (2) donne par un simple changement de variable:

r 1 , r(a)

ü

oü s est une constante positive.

Si Ton y suppose a = \ , et que Ton integre par i-apport k *' entre les

limites 1 et s, on aura la formule connue:

(8) j"(.-._.-.'Oj|^ = iog(.).

Si Ton differentie maintenant requation (2) par rapport ä a, apres y avoir reni-

place y par s, on aura:

(9) J e-'s''-nog(s')ds = r\a).

*) Journal de l'Ecole Polyt. I9icme cahicr p. 477. Journal ile M. Crelle, tome XI. p. JiO".

'*) Voyez sur ce point: Comtnent. Gottg. rec. \ol. II., le Traite des fonctions elliptiques vol. II.,

les Excrciees de II. Cauchy lOierae livraison et un Memoire de il. Grelle tome VII. p. 375 de son Journal.
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6ii Ton a fait pour abreger:

Substitiiant pour log(.<) Tintegrale (8). et intervertissant l'ordre des inte-

grations, il vient:

'^

ou, si Ton met en vertu des equations (2) et (7), i^")? 7i^ > ^ 1^ place

des deux integrales relatives a s:

(10) ^c")r-f(-"-ä^)='^'^")'

equatiou qiron peut mettre sous cette autre forme, en introdiiisant une nou-

velle variable x teile que :v^— :

^
14-2/

(U) r f.- ^-A ^-^ - -^^M _ dhgrXa)
^ ^

l
V J a:(l—a-) ~ r(«) ~ </«

1 2 n 1
Mettant a. a -\ . a-h "-, .... a-i . oii 7i desi':cne un entier positif in-

n n n ^ r

dependant de a. a la place de a et laisant la soinme de toutes ces equations,

on aura:

J
\n. -^ -."(1+.-^+... +...+. "

jj-^ = S,

si Ton fait pour abreger:

;i ,-,/ N
(^logrlftH ) rflogr(«4-

"~
I

^, ^ c/iogr(«)
° V w / ° V w /

da da da '

ou ce qui revient au nienie:

ni' '^ x" \ d.T
(j

1-

—

X ^ L I X
1 Xn /

Iiempla(,"ant x par .x", cette equation deviendra:

,
1

// HC ^" x"« \ d.x

Si Ton retranche de cette equation l'equation (11), apres avoir multiplie celle-ci

par n et y avoir remplace a par na, on trouve, en remettant pour S sa valeur

r'(«") _ f/iog r(«a)
_et en reniarquant qu on a n

r(n a) da
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J \ l—x" l—.v/ X da °°\ r{n(i)

Designant par ]og(^) le premier meinbre de cette equation, qui ne depend pas de

a, integrant par rapport a a et passant des logai-ithmes aux nombres, on aura

:

(12) r(a)r(a+i-)...r(a+^^) = fy/)'T(««).

oü q est la constante introduite par rintegration. Pour determiner les quan-

tites /> et ^. Tuiie et l'autre indepeiidaiites de*«, on cliangera « en a-\ Di-

visant l'equatioii qui resiilte de ce changement par requation (12), on trouve:

r(a+i) _ ~ r(w«+i)
ria) ~ P r(na)

'

d'oii Ton conclut en vertu de requation connue r(h-\-\') = hr(h'):

p = 'nr".

Uequation (12) devient ainsi:

r(«)r(«+^)...r(«+^^) = </«-'" r(««).

Pour determiner q, on fera «= --, ce qui donne:

\n J Vre/""' V n ) w

Si Ton ecrit cette equation une seconde fois en renversant Tordre des facteurs

et si Ton forme ensuite le produit des deux equations, en evaluant le produit

de deux facteurs de meme rang au moyen de la formule (4), on obtient

:

7t n 71 1 ..

. 271 . (n— l)7r
sin sm ~—

substituant pour le premier membi'e sa valeur coiniue, on conclut:

II— 1

(/ = (27r) - ]/»i.

On a donc definitivement:

r(a)r(«+|-)r(«+|-)...r(«+ -'^) = (27r)^«^-""r(««),

ce qui co"incide avec l'equation (ö).

L'equation (11) differe un peu par sa forme de requation coniiuc

(13) ry ',-f^Ad^ ^ ''°^"^^"^

•A*-^^)'
da
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Pour obtenir cette derniere, il faut transformer d'une maniere differente les

deux parties de Fintegrale (10). En posant, comme plus haut, a;= —=— dans

la seconde, il faut, dans la premiere qui contient l'exponentielle e~\ remplacer

//
par log(— j- Mais ce procede n'est pas exempt de difficulte, car on sait

qu'il n'est pas permis en general d'employer des substitutions dilFerentes dans

denx parties d'une integrale, lorsque ces parties sont separeinent infinies. Pour
se convaincre que dans le cas actuel le resultat auquel on arrive en operant

comme on vient de le dire, est neanmoins exact, on remarquera que, puisque

la fonction sous le signe d'int^gration dans l'integrale (10) ne devient pas infinie

pour y = 0. la difference entre cette integrale et l'expression

:

deviendra moindre que toute quantite assignable, lorsqu'on fait decroitre in-

definiment le norabre positif «. En effectuant dans l'integrale (14) les deux
substitutions indiquees, eile prendra cette forme:

i lojl^ i
»f/^

ou, ce qui est la meme chose, en ajoutant et en retrancliant en meme temps

dxr
1 integrale /

'"-^)

(15)
dx

La fonction sous le signe d'integration dans la derniere de ces deux integrales

qui est du genre de Celles que M. Cauchy appelle singulieres, croissant lorsque

X passe de la limite inferieure a la limite superieure. cette integrale est evi-

demment moindre que la quantite:

f-i eA 1

V i4-£ ; iog(i+«)

'

qui devient infininient petite en meme temps C|ue s. II suit de la et de ce qui

precede, que la premiere des integrales (15) tinira par differer de l'integrale (10)

d une quantite moindre que toute grandeur assignable. D"un autre cöt^, comme
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1 a-""'
la fonction 7-^-^ :, a une valeur finie itour .r ^ 1. cette meine inte-

grale (15) converge aussi pour des valeurs decroissantes de s vers la limite:

/'(*-&)"
qui doit par consequent eoincider avee rintegrale (10); ce qui montre Taccord

des equations (10) et (13).

Je ferai reniarquer eiicore que requation (3), apres y avoir reniplace

I — 1 par rintegrale (1), etant dirterentiee logarithniiquement par rapport a b,

donne d'abord:

et par suite, en ayant egard k requation (11):

theoreme connu qu'EuLER a deduit de la consideratlon d'un produit ei)inpose

dun nonibre infini de faeteurs.

En tenninant je demontrerai une equation qui coniprend la t'oruiule (3).

L'equation (7) donne, en y niettant c+ r a la place de s:

^

Multipliant celle-ci par e~'''- z''~^ dz , h et k designant ainsi (pie c et c des eon-

stante-s positives, et integrant depuis c = jusqu'ä ^ = oc, il vient:

J
c-''Jy"-hhij ,.-(*+!')-- £'-!,/- = r{a)\ dz,

equation qui prend cette autre tonne, si Ton y inet pour rintegrale relative :i

z dans le premier luenilire sa valeur donnee par la tbrinule (7):

Cette relation entn- deux trausceudautes de lueuie tonne rentre dans requa-

tion (3) lorsqu'on tait c = d. /. = 1. II taut dans ce cas, pour (jue les deux

inembres ne deviennent pas iufinis, supposer h'^a: niettaut donc <t-i-li \\ In

place <le h, 011 aiu-a iirecisenieut leijuation (3).
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l EBER DIE METHODE DEß KLEINSTEN OUADRATE.

(Auszug aus einer iu der Akademie der Wissenscliaften am 28. Juli 1836 geleseueu Aijliaud-

lung „über die Frage, in wiefern die Methode der kleinsten Quadrate bei sehr zahlreichen

üeobachtungen unter alleu linearen Verbindungen der Bedingungsgleichungen als das vor-

theilhafteste Mittel zur Bestimmung unbekannter Elemente zu betrachten sei".]

Der von Lai'Lace in seiner ..Theorie analytiqiie des probabilites" gege-

bene Beweis beruht wesentlicli auf der Voraussetzung, dass die verschiedenen

Factorensysteme. zwischen denen man zu wählen hat, von den in den (xlei-

chungen enthaltenen constanten (TÜedern nicht abhängen. Hebt man diese Be-

schränkung auf, so lassen sich Factorensysteme angeben, die von demjenigen,

welches der Methode der kleinsten Quadrate entspricht, ganz verschieden sind,

und im Allgemeinen eine ebenso grosse Genauigkeit zu erwarten erlauben.

Das einfachste Beispiel dieser Art liefert das bekannte Verfahren, den Werth

einer Constante, welche unmittelbarer Gegenstand der Beobachtung ist, dadurch

zu bestimmen, dass man die von einer grossen ungeraden Anzahl von Beob-

achtungen gegebenen Werthe ihrer Grösse nach ordnet, und den in der Mitte

liegenden für die Unbekannte wählt. Sucht man die Grenzen, innerhalb welcher

der Fehler des so bestimmten Werthes mit einer gegebenen Wahrscheinlichkeit

liegt, und vergleicht diese Grenzen mit denen, welche dem arithmetischen Mittel

entsprechen, in welches für den vorliegenden Fall das Eesultat der Methode

der kleinsten Quadrate iibergeht, so ergiebt sich, dass bei gleicher Wahrschein-

lichkeit die Fehlerürenzen für beide. Methoden sich wie die Constanten:

1
1und ']'f'>/Or)dr

1/2/(0)

G. I.ejiMine Iiiriclilet's Werke. 36
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zueinander verhalten. Die Function /(.i), welche der Bedingung /(— .r) = /(.r)

unterworfen ist. drückt das Gesetz der Beobachtungsfehler aus, welche immer

zwischen — a und + a liegend angenommen werden. Es ist klar, dass sich im

Allgemeinen, d. h. so lange man keine Voraussetzung über die Function j'{x)

macht, nicht entscheiden lässt, welche jener Constanten grösser ist. und es

bleibt mithin ungewiss, oh das arithmetische Mittel oder das andere Verfahren

den Vorzug verdient.
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SUK LES SEßlES

DONT LE TEEME OENERAL DEPEM) DE DEUX ANGLES,
ET am SEßVENT A EXPMMER DES FONCTIONS ARBITRAlßES

ENTEE DES LIMITES DOMEES.

Les series que noas noiis proposons de considerer. dans ce Memoire, sont

ordonnees siiivant des fonctions d'une forme particuliere. fonctions dont Legendre

a le premier fait usage dans ses belles recherches sur Tattraction des ellipsoides

de revoliition et sar la figure des planetes. Ces fonctions jouissent d"un grand

nombre de proprietes remarqaables et les series qui en sont formees, sont

propres ä representer des fonctions arbitraires entre certaines limites. La ge-

neralite de cette derniere proposition n'ayant pas ete jugee suffisamment etablie*)

par les considerations qui amenent les developpements de ce genre dans la

theorie de l'attraction des spheroides, on a cherclie ä la prouver d'une maniere

directe et independante de cette theoi'ie.

Si Ton designe par P„ le coefficient de a" dans la vaieur developpee

du radical:

1

yi— 2a(cosöcosÖ'+sinösiiiÖ'cos(9)'— 9/))+«*

la proposition dont il s'agit. sera exprimee par l'equation:

~

qui a lieu pour toutes les valeurs de ö et de y) comprises entre les limites

ö = et ö = TT,
(f
^ et

(f
= 2n, la fonction f(0, (p) restant entierement

arbitraire entre ces limites et etant seulement assujettie ä ne pas devenir infinie.

En ayant egard ä l'origine de P„, on prouve que ce coefficient considere

comme fonction des deux angles ö et y, est une expression rationnelle et

entiere du degre n des trois quantites cosö, sinöcosy), sinösiny, qui satisfait a

*) Mecanique Celeste, tome II. p. 1'2.
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cette equation aux differences partielles:

C*) ^V ^/—+ --^ • 44- +«(«+l)P« = 0.

Comine les integratioiis, dans requation (jt), ont Heu entre des limites

constantes et sont relatives a des variables independantes de 6 et de y. il est

evident que le terrae general:

X =
47r

jjß'^mO'j'l'„/Xd'.(f')<Jif'

sera aussi une foiiction rationnelle et eiitiere du degre « de cosö, sinöcosy^,

sinösiny. et qui satist'era pareillemeiit ä requation:

1 4^^') 1 c-X„
, ,,,, ^

La proposition citee revient donc ä dire qu'une tbnction quelconque /'(ö. y)

de deux variables peut etre exprimee, pour toutes les valeurs de 6 et y coni-

prises entre les limites indlquees. par une serie de la forme:

/(ö,y) = X„+X,4-X,H h-X„+---.

dans laquelle X„ est une fbnction rationnelle et entiere du degre n ile cosö.

sinöcosy. sinösiny. teile que requation (c) ait Heu. M. PoissON qui a a|i-

plique la serie (a) a des questions tres variees de physique et de mecanique,

en a donne une demonstration qui revient a peu pres a ce qui suit*). II sup-

pose que les termes de cette serie sont multiplies par les puissances successives

d'une fraetion positive a, c"est-ä-dire »ju'il considere la serie:

L"Operation indiquec par le signe -i" etant etlectuee, 11 t'alt voir (jue TintegTale

double qui exprime la soninie de la serie ainsi modifiee, converge vers la li-

inite f(ß. (f),
lorsque la fraetion a converge vers l'unite. De ce resultat que

Lagrange avait dejä obtenii d'une autre maniere**). i! conclut Tequation ((/)

en posant a=\. On \wi (|ue cette maniere de pi'ocedei' renfermc implit'itt--

*) Journal de l'Ecole I'cilyt., l;)"»' call. p. 14.'): .\clditioii,s ii la tomiai,ssancc ik's teiiips \w\i\ lau

182H et pour l'an 1831. Theorie math. de la chaleui, |i. -IVl.

**) .Journal He l'Ecole Polyt., 1.5'"« cah. p. (U;.
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ment deiix suppositions. On admet que la serie prececlente dont la conver-

gence est evidente tant que la quantite u reste inferieare ä riinite, conserve

encore cette pi-opriete pour a ^ \. On suppose encore que la valenr de la

Serie correspondante ä « ^ 1 . est en efFet la limite de celle qui a Heu pour

une fraction qu'on suppose converger vers Tunite. Cette seconde supposition

ne doit pas paraitre evidente: ear il existe des series dont les termes sont des

tbnctions continues d'une meme variable ce, et qni changent neanmoins d'une

quantite finie lorsque la variable varie infiniment peu. Mais cette circonstance

ne saurait avoir lieu dans le cas actuel, car Ton peut prouver generalement

que les series ordonnees suivant les puissances d'une variable ce, sont necessaire-

ment des fonctions continues de cette variable, tant qu'elles restent conver-

gentes*). Tout se reduit donc ä prouver que la serie (a) est convergente.

Pour etablir ce point essentiel, l'illustre auteur transforme le terme ge-

neral au moyen de Tintegration par parties deux fois appliquee a chacune des

variables ff , cp' et en ayant egard k l'equation (h). Les termes que cette

double Operation fait sortir du signe, se detruisant aux limites. il introduit

dans l'integrale transforniee Fexpression approchee que Laplace a donnee pour

P„ lorsque Tindice n est tres grand. et il conclut que les termes tres eloignes

A
de la serie («) finissent par devenir inferieurs ä ——

- , A designant une con-
ii\/n

stante**). Ce resultat etant suppose avoir lieu, la convergence de la serie

s'ensuit rigoureusement. Mais pour y parvenir. M. Poissojf est oblige de faire

plusieurs suppositions qui peuvent n"avoir pas lieu. II suppose que les coef-

ficients difFerentiels du premier et du second ordre de f(d', (p') relatifs ä l'une

et ä Tautre des variables restent finis, il suppose de plus que la fonction

f{ff, (f')
devient independante de

<f',
lorsqu'on y pose ff = 0. Outre ces re-

strictions que M. Poisson enonce, il y en a d'autres qui sont egalement ne-

cessaires pour le succes de son analyse. II laut encore, que /(ö', <p') et ses

deux derivees \1, , V
,

soient des fonctions continues. car si cette
dt) c(f

circonstance n'avait pas lieu, les termes que l'integi'ation par parties fait sortir

du signe, subsisteraient quoiqu'ils disparaissent aux limites des integi-ations.

*) Voyez sur ce point un Memoire de l'illustre Abel. Tome I. p. Ö1-4 du Journal de Grelle.')

'*) Connaissance des temps pour 1S3I.

') Oeuvres completes de NIELS HENKIK ABEL, 1881. Tome I. p. 223. K.
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Les differentes circonstances dont la transformation qu'on \'ient d'indiquer exige

Tabsence, peuA'ent se trouver reunies dans des cas tres simples. Supposons

par exemple. que la fonction f{d', <f')
ne reuferme que 6'. et soit exprimee par

cos^ö' (k designant une constante positive interieure a l'unite) tant que ff <i\n,

et egale a zero lorsque 0' >• \n. Dans cet exemple auquel M. PoissoN a ap-

plique la sei'ie («)*). la fonction f(d') est continue, mais il n'en est pas de

meme de soa coefficient differentiel . qui devient infini pour 6' = \n et passe

ensuite brusquement k la valeur zero. qu'il eonserve dans tout Tintervalle com-

pris entre ff = ^n et & = n. Dans ce cas particulier, le terme general trans-

forme se presente comme la difference de deux quantites intinies.

II y a. au reste. une remarque generale a faire sur la serie (ff), qui

s'applique egalement k toutes les autres formes de developpement propres a

representer des fonctions arbitraires, c'est-k-dire des fonctions qui ne sont assu-

jetties a aucune loi analytique. Les series de ce genre, quoique toujours coii-

vergentes lorsque la fonction qu'elles developpent, ne devient pas infinie. ne

jouisseut pas toujoui-s de cette propriete en vertu du seul decroissement de

leurs termes. II existe des cas pour lesquels cette convergence resulte de la

maniere dont les termes consecutifs se detruisent en partie par Topposition des

signes, en sorte que les termes reduits k leurs valeurs numeriques. formeraient

une serie divergente, et si une demonstration complete de la convergence de

ces sortes de developpements presente quelque difliculte, eile tient surtout

k la possibilite de pareils cas. Quoi qu'il en soit, il resulte du moins de

cette remarque tres simple et qu'il serait facile de justitier par de nombreux

exemples que tout moyen de demonstration qui n'aurait egard qu'au seul de-

croissement des termes. est neoessairement incomplet et ne saurait einbrasser

tous les cas.

II existe un autr^^ procede qu'on peut appüquer aux questions de ce

genre, procede exempt des difficultes qu'on vient d'indiquer, et qui derive

d'aillein-s naturellement de Tidee que Ton doit se faire de la somme d'une suite

infinie. I'ne pareille somme n'etant autre chose que la limite vers laquelle

converge la sonnne des n premiers termes, lorsque n devient de plus en plus

grand, on parviendra k une demonstration complete en determinant la limite

dont il s'agit. C"est ce procede que j"ai dejk employe pour demontrer la fur-

*) Connaissance des tenips pour 1829 p. 348.
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mule qui expr'uue iiue tbiictioii arliitraire })ar unc serie ordoniiee suivaiit les

siiius et les cosinus des multiples <]{_ la variable*).

L"application du meine moyen de demonstration ä la serie (a) est moins

facile. non seulement parce que les termes de cette serie sont donnes par une

(louMe intejiration, mais surtout parce que. la tbnction /'„ ctant plus compliquee

qu'un simple sinus ou eosinus, il taut introduire une nouvelle expression inte-

grale pour pouvoir executer l'integration aux differenees tinies etendue ä un

nombre indetermine de termes. Neanmoins, si l'ou met P„ d'une maniere eon-

venable sous forme d'integrale definie, la sonime des 71 pi'emiers termes de la

serie prend une forme assez simple et la limite vers la(juelle converge cette

somme, pour des valeurs croissantes de n. resulte du meme theoreme dont j'ai

dejii fait usage dans le Memoire cite. Je commenee par quelques reclierches

preliminaires sur le coefficient F„.

Si Ton designe [»ar y un angle reel que nous supposons comj)ris entre

et n. et par a une fVaction positive ou negative, le radical ——===^=-
yl

—

2acosY+a''
peut etre developpe suivant les puissanees positives de a:

(1)
,

= I\-hI\u-\-I'.jr-\ \-P„a"-\
yl ißCOSy+ K"

Le coefficient /*„ est, comine Ton sait, une fonction rationnelle et entiere de

cos/, ayant pour expression:

„, ,. l.o.5...(2«— 1) [ „ ?<»—!) „ „

^-^ ^" == —rrir.-^- r^
^'- -2^^ ''' -'

n(n-lXu-2Xn-3) .,._ 1
"^ ' 2.4(2h— lj(2»— 3)

'^ "y

Je ferai observer, en passant, qu'on a aussi:

(w+ l)w ,. „ y ,
(7i-\-2Xn-^l)n(n— l) . ^ y1 ^

-:r^^— siu - Sin
9

(n^^)(u+2)...(H-2l^.^,Y_

(-l)"[l

r.2\r
(w-f-l);( _^ ,, Y ,

(n-^2Xii-hl)n(n—l)^
_ , y

r 2 ' V.2'

C»4-3)(M+2)...(n- 2) , /

l'.2^3' 2

*) Journal de Cbelle, Vol. I\', p. 157.')

') S. 117 dieser Ausgabe von <;. Lejeniie Diriclilefs W.-ike

^jeuue Dirichlet.'s Werke.
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-(^-Ä--)W| +]
Ces expressions tres simples et qiii sont faciles k demontrer. ne paraissent pas

avoir ete i-emarquees.

Le meme coefficient peut etre developpe suivant les cosinus des mul-

tiples de /*):

, ^ 1.3...(2«— 1) 1.3. ..(2«— 3) 1

^^" ^ 2.4...2>r~'°'"^^ 2.4...(27t^ • T'-'"'^"^-^^

1.3...(27i— 5) 1.3 .

2. 4... (2?«— 4) 2.4

expression qiii a I'avantage de faire voiv que la valeur numerique de P„ iie

surpasse jamais Tunite. En effet, les coefficients de cos?;/, cos(«— 2)/, ...

etant tous positifs. il est evident que la valeur numerique de F„ correspondant a

uiie valeur quelconque de / ne saurait surpasser Celle qui a lieu pour y = 0,

et il i-esulte d'un autre cote de lecjuation (1), que, dans ce cas particulier, P,

se reduit k luuite.

Laplace a fait voir que P„ peut etre exprime par cette integrale de-

finie**):

P„ = —
I [cos Y— sin y co.s ip ]/— 1] " f/(/'.

C'est de cette expression de I\ que lillustre geometre a conclu la valeur

approchee dont il a ete question plus haut***). II y est parvenu au moyen

de la belle methode dont 1'Analyse lui est redevable et qui a pour objet d"ob-

tenir les valeurs finales des integrales definies oii il entre sous le signe d"inte-

gration des exposants qu'on suppose de plus en plus grands.

L'objet de ce Memoire exige qui' nous mettions P„ sous forme dinte-

grale definie. L'expression precedente ne se pretant pas bien aux calculs que

nous avons k faire, a cause des quantites imaginaires qui y entrent et quon

ne saurait chasser sans que Tentier » ])araisse k la fois comme exposant et

comme facteur sous le signe trigonometrique, nous allons ehei'cher une autre

integrale plus appropriee k la recherche qui nous occnpe. Pour obtenir cette

*) Exerciees de caicul integral, tonie II. ji. 248.

*•) Mecanique Celeste, tome V. p. 32.

"*) Mecanique Celeste, tome V. p. 'i'i. Voyez aussi lo Supplement au tonn; V. p. i.
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noüvelle expivssioii de P,,, remplayous dans reqaatiou (1). « par e"^~', i/' de-

signant iin angle iiidependant de y et eompris conurie ce dernier entre et n.

Le second ineinbre de cette eqnatioii prendra la forme G-i-H]^— 1. en

j)osant poiir abreger:

G = l\-{-l\coi^il'-hl',cos'2ü'-\ hP„cosinli-{ .

// = P,f!in(/'+7-'. sin2(/'H \-P„sh\niIi-\ •

Quant an ])reniier uienibre. on tronve ipie sa partim reelle a nne expression

ditterente selon qae i/' est inlerieur on snperiem- ;i /. et qiril en est de

nieme du coefficient de V— 1. Cette partie reelle etant dans le preniier cas,

—-= ^
, et dans le second, -^ -, on ain-a anssi:

|'2(co!si/'— cosy) 'Y2(cosy— cosi/')

„ coslüi ,^ siaAr//
1^ — '^ ou (? = '^

y2(co,s(/>— cosy) y^icosy— cost/')

selon que (/'<!;' on H'^Y- ^^'> tronve pareillement:

,,
—sm\xb ,, cositZ/n = — üu Jl =

,

y2(co.s üi— i-osy) y2(cosY— cos U')

Selon (jue (/' <^ /' '^" V' > 3'-

On a dun autre cote. par la theorie eonnue des series de sinus et de

Cosinus:

-' r^ •) / '

l'„ = '
j Gcüsniiul(p et P„ = -

j HHUinipdifi.

Si Ton partage chacune de ces integrales en denx autres prises entre les limites

et /, ;' et tt, et qu'on niette ensuite pour G et H leurs valenrs donnees

plus haut, il vlendra:

., 2 i'y cos?i(/'cos^0(/(/' 2 /" oo.swi/'siii^(/'f/i//

^
I,

1/2(00« i//— COS)') "^
\. 1/2 (cos y— cost/^)

,..
1^

2 i"i' sinn ip sin ^tpdip 2 /"
' sianipcositpdip

^ •„ l''2(cos(/'— cosy) ^ :, |2(cosy— cost//)

oii il est essentiel de reniarquer qne. d"apres la theorie eitee. le second menibre

de I'e(|uation (3) doit etre reduit a nioitie lorsque n = 0, et que requation (4)

ne s'applique pas ä ce cas, I'„ n'entrant pas dans la serie //.

Le procede qni vient de nous condnire ä cette double expression de P„,

n est |ias rigoureux en ce (jue nous n'avons pas deniontri- (jue les series G et
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H sont convergentes. Cette convergence a effectivement Heu, le cas excepte

oü ifj
= y. pour lequel les fonctions de i/' que ces series representent, deviennent

infinies. Mais comme la consideration de ces series exigerait trop de details,

110118 ne nous v arreterons pa's et iioiis allons faire voir, a posteriori, et par

UM calcul tres simple que les integrales pi-ecedentes expriment en eifet les coef-

licients du developpenieiit du radical:

1

yi

—

2acosy-\-a'

Si Ton designe par Q„ la premiere des deux integrales contenues dans l'equa-

tion (3), on aura:

2 f'' COSW(/>COSi(// ,
,

Qn = —
,

- M'
^'l y2(cos(i/— cosy)

et la valeur nnnierique de Q.„ sera evidemment inferieure a:

2 p cos,\^dip _
^•^^ y2(cos(/'— cosy)

La Serie:

dans laquelle « designe nne t'raetion positive ou negative, sera donc conver-

gente. Pour en obtenir la souinie. niettons ä la place de Q^,, Q,. Q„. . . . ce

que CCS lettres representent. II viendra ainsi:

— I

'^-
(-J -+-«008 !/»+«- cos2i/)H )

^-j, y2(cosi/'— cosy)

ou. si Toii reniplace dans rint<^grale la serie convergente par sa valeur connue

i- kz^^ :

• 1— 2acosip-^a-

1— «' /•>• coü^ipdip 1_
^ •{ y2(cos(/^— cosy) l— 2acosip+a-

L'introduction d"une nouvelle variable s teile que 5 sin .-,- = sin -^- , cliangera

l'integrale en celle-ci:

1— «^ n ds 1

TT J t/i g-J (1— a)"-i-4as^sinHy

L'integration etant offeetuee par les inetliodes connues, on trouve:

i- J^ = i<>„-\-Q,u-\-Q..(r-\ hil^n^-i
yi

—

2acosy-\-tt'
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On pourniit nbtenir cViine maniere semblable la somine de la serie:

B„ designant pour abreger la seconde des integrales (3). Mais on y parvient

plus simplement par la eonsideration siiivante. Le terme general:

r, „ 2 f^ cosnipsinlipdüj
Rn(t = ß I

- ^ ^
^ *:. ]/2(cos/

—

comp)

prendra cette autre forme, si Ton i-eniplace (/' par n— ifi. et que Ton observe

qu'on a cos«(7i— i/<) ^ (— l)"cos«i/':

2 /•'-'• cos nip cos ^ipdip

]/2(cosi/i— cos(7r— /))

Sous cette forme, il est evident que ce terme general resulte de celui de la

Serie dejä sommee et qui est:

,, „ 2 ,

/'>' cosntpcoslWdip

5T - ]/2(cosi//— cosy)

en changeant simultanemeiit « en — cc et y en n— /. En faisant donc ce

double changement dans Fexpression de la somme de la premiere serie, on

trouve pour celle de la seconde:

\- .

'^~" = \R,+ R.,a+ R.y-A hi?„«"H
yi— 2acos)'-t-«'

En ajoutant les deux series, il vient:

1

]/l— 2ßcos)'4-ß'
\P„+ P,a+ P.,a-^ |-P„ß"-h-

P„ designant generalement l'expression (3), ce qu'il s'agissait de faire voir.

Pour verifier Fequation (4), qui n'a pas lieu pour h = 0, considerons

iFabord la serie dont le terme general est le produit de «" et de la premiere

des integrales qui y entrent. Ce terme general est:

2 r^ sni— a" ——sin 71 ipsiü^ifidip

•1^ ]/2(cosT/'— cosy)

En attribuaiit ä ii. toutes les valeurs entieres h partir de ?*= 1, et faisant la
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somme. il viendra:

2 n siüji^

^l l/2(cos(/;-

— («8iui/'+«'sin2t/'H )
cosy)

71 J
{ ]/2(cos^^— cosy) 1— 2acost/'4-a='

En remarqiiant que Ton a:

ßsinii/sini i/'
, , , (1

—

aYco^hip

1—2«cosi/'+ß- ^ '^ -^ 1— 2«cosi/'-|-«-

l'expression precedente devient

:

1
f'

cos:^ (/'(/(/' (1— ß)' /' cos^^nitii 1

?T-;; y2(cosi//— cosy) ^ { y2(cos(/'— cosy) 1— '^ acos(/'-f-«'

En mettant leurs valeui-s poiir ces deux integrales dont la seconde s'est dejä.

presentee plus haut lorsqu"on a somme la suite ^Q^,-hQ^r(-\ . il viendra:

11 1—a
2 2 yi_2«cos)'+a'^

Si Ton considere en second lieu la serie dont le terme general est egal a la

seconde des integrales (4) miiltipliee par «", on sassurera. comme plus haut,

que cette seric resulte de celle qu"on vient de sommer. en ohangeant simulta-

nement n en — « et / en n— /. Cette nouvelle serie a <lono poin- sonune:

_ 1 1 1+ «

2 2 ]/l— 2acos)'-|-a'-

Eti reunissant les deux resultats. on obtient cette egalite:

,
— 1 = l\a-hl'..ir-i f-i*,«"+ ---.

yi— 2rtcos)'-f-a

P„ etant donnt^ par l'equation (4). qui sc trouve ainsi veritiee.

Apres ces preliminaires, nous allons considereM- la serie:

(5) ^^^ 2-(2«-M)
I

JÖ'siiW/'l 'h/(tr. <j'y</\
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le signe somniatoire s"etendant ;i toiites les valeurs entieres de n depuis zero

jusqu'ä l"inlini. et la fonetion /(ö'. y') etant donnee d'une maniere arbitraire

depuis ö' = 0, y:' = jusqu'k ff = n, (p =^ti. On suppose seulement que

cette fonction ne devient pas infinie entre ces limites. Quant ä P„, c'est le

coeffioient de «" dans la valeur developpee du vadical:

1

yi— 2a(cosÖcosö'-|-smösinö'cos(9)'— y))-!-«*

On obtiendra re coeffioient. si Ton suppose:

cosy = cosöcosÖ'+sinÖsinÖ'co.s(^'— y)

dans Tune des expressions de P„ obtenues dans le paragraphe precedent.

Pour sommer la suite (5), nous considererons la somme de ses n-\-\

Premiers termes, et nous montrerons que cette somme converge vei"S une limite

lorsqu"on fait croitre indeliniment le nombre entier n. Supposons d'abord ö^ 0.

cas aiiquel il sera tres facile de ramener ensuite celui d'une valeur quelconque

de cette variable. Cela etant, on aura cos/ = cosö', et P„ ne contiendra pas

la variable if'. Si Ton pose pour abreger:

et que Ton ecrive / a la place de ff, la somme des «-hl premiers termes de

la serie deviendra:

S = iflPo+SP.+öP.H h(2«+l)P„]F(/)sin)'J>'.

La lettre ff ayant ete remplacee par /, les expressions de P(,, Pj, P,, ...

seront Celles qui resultent des equations (3) et (4), sans y rien changer.

La somme precedente peut etre partagee en celles-ci:

7- = i /
"(P^+ P,+P H h P„) P(y)sin y Jy,

V = \ '(P,+2P,H h«P,)P(y)-siny'//,

que nous examinerons Tune apres l'autre. En introduisant dans la premiere

les expressions de P^. P, P., donnees par Tequation (3) et ayant egard ä
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la forinule coiuiue:

^
sin-i-t!/

il viendra:

271

J

'\J l2Cco.s(/.— cosy) •^m^t^'

i
"' i^iü^ip sin ^(2 II -i-l)ilJ dt/'

\

•^ V2(cosy— cos(/)) sinit/' /

Qiioiiiue les integrations relatives ä </' tloivent etre effectiiees entre des liuiites

dependant de la variable y, h laqiielle se i-apporte Tantre integratioii. on peut

facileinent intervertir l'ordre des deiix integrations. II snt'fit poiir cela de faire

iisaee de la fonnule suivaiite:

(6) j"d.vj '(p(.r. yyiu = j "(ly\ "g.Qv, y)d,r,

qu'il est tres laeile de deniontrer et qui devient tout ä tait evidente, lorsqu'on

Tenvisage sous un point de viie geometrique. En ettet. si Tun convoit qiie .r,

y, <f(x. y) soient les coordonnees rectangnlaires d'un point quelconque dnne

surface courhe. on voit snr le chanip (jue les integrales precedentes representent

l'une et l'aiitre la partie de Tespace eomprise entre ceLte surface. le plan des

.r. y et les trois plans perpendiculaires ii ce dernier et dont les equations sont

y = 0. X = (I. et //
= X.

On transforniera la preniiere partie de T. en Tassimilant au preinier

membre de Tegalite precedente et en reniplaeant ce preniier nienibre par le.

second. et Ion operei'a en sens inverse pour la seconde jiartie de T. On

trouve aiiisi:

-'-U^'^W^"-"^^'y'^'-sin^t/'

en posant pour alireger:

, . , i"'' F(Y)ii\w/dY .
, ,

/'•' /7y)siny(/y
/y(c/0 - cos H' 7^-.^%=^=^ +s,ni./.| ,/^—-^^ •

';, \2{co&ip— cosy) •;, y2(cos)'

—

cosip)

ni^lJ) Sera une fonction lU- i/' (jui re.-te tinii' pour tonte valeui- de (/' coniprise

entre et n. En etiet. si l'on designe [lar .1/. ali>tiacti(in t'aitc du signe. la

plus grande valciu- de /•'(;') de[)uis ;' == U jusqn'it ;' .i. il est evident que la
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valeur numei-ique ile lintegrale:

f" F(Y)smYdY

*,„ ]/2 (cos ifj— cosy)

est nioindre qiie:

Mf^^,=J^^M=^ = 2Mco^U'.
*', y2 (cos ip— cos y)

L"autre integriile est inferieure ä 2Mii\n^^| et par couscquent JK^if) nioindre

qne 2 M.

La fonction -/i(i/') ne devenant pas infinie. on deteriniiiei-a facilement lu

liniite vers laquelle T converge, au nioyen d'un theorenie qui se presente dans

]a theoi'ie des series de siniis et de cosinus. Kn posant y' = 2/i. il viendra:

TT.' snijS

et Ion couclura iüiniediatenient de ce theoreme (Vovez la note ;i la tin du Me-

moire) que la Jimite de 7' ponr des valeurs de n indetiniment croissantes est

egale k ^J/(0). En ayant egard ä ce que il(i/') represente. on trouve:

77(0) =
I
F(Y)cos^YffY-

La limite vers laquelle T converge. est donc 1| /'(}') cos l^/r//.

§.3.

Fassons niaintenant ;i la consideration de U. En y mettant pour P,

,

F., .... P„ les expressions que fournit l'equation (4). et intervertissant ensuite

Tordre des integrations au nioyen de la forniule (6). on aura:

(7) ü=—j ©(t/;)(sint/'+2sin2(/'H h «sin« (//)'/(//,

en posant pour abreger:

^, . . , i'" F(y)>i'mYdY , fV i^Msinyrfy

•;^,
yz(cos(/i— cosy) -j y2(cosY— cosip)

Les deux integrales que renferine G(if'). etant les inenies que Celles qui entrent

dans II(ip). on conclut comme precedeniment que la fonction '9(i/') ne devient

pas infinie. Mais il faut prouver de plus que ©(v^) est une fonction continue,

c'est-a-dire qui cliange par degres insensibles lorsqu on fait croitre if d'une

G. Lejeuiie Diricli let 's Wei'ke. 00
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maniere seniblable, depuis <// =^ jusqu"k i/' = n. Cette propriete a Heu quand

meine la fonction F(y) qui entre dans la composition de ©(v), serait discoii-

tinue. c"est-a-dire quand meine la courbe dont / est l'abscisse et F(y) Tordon-

nee, serait composee de parties iion contigiies. II est toiijours bien entendn que

F(y) doit rester finie. condition qui est evideuiuieiit remplie des qu'elle a lieu

pour la fonction /(ö', y') dont F(y') derive. La meme propriete appartient aussi

ä il(i/'), mais il ii'etait pas necessaire d'y avoir egard dans Texamen que nous

avons t'ait de T.

Pour prouver la propriete enoncee, il suffit evidemuient de faire voir

que cette propriete convient a chacune des integrales que renferme 0(i/')- '">i

Ton suppose que dans la seconde de ces deux integrales, if augniente de la

quantite positive t. Fintegrale augnientera de:

r" +' F(y)smYclY /'"^ F(Y)suiY(ly

•;j l/2(cos)'

—

cos(ip-{-e)) •;( |/2(cos)'— cosi/*)

Cette diflerence peut etre mise sous cette forme:

—
f '^(y) \

^^°- sigy ^ 1
^^^_^

n'+' F(Y)smydY

•;; L|/2(cos)'— cosi/)) y2(cosy— cos(i/^-|-«)) J
'l^

|/2(cos)'— cos(i//-l-£))

Coninie le facteur de F(y). dans la preniiere de ces deux integrales, reste evi-

demnient toujours positif entre les limites de Tintegration . il est evident que

rintegrale est moindre, abstraction faite du signe, que fintegrale de ce facteur

prise entre les menies limites. multipliee par la plus grande valeur de F(y).

que nous designerons par M comme plus haut.

L'integration etant effectuee, on trouve pour la quantite que la valeui*

num(''ri(iue de fintegrale ne saurait snrpasser:

2 J/[siu .^ (/;— sin J (i/j— f)+ySn^7sin(^M-ie)] •

On trouve pareilleraent que la valeur numerique de la seconde integrale est

inferieure k:

2iy]/sin^£sin((/'+^£).

Les expressions precedentes s'evanouissant avec e. il en resulte (jue faccrois-

sement de fintegrale:

/•'" F(Y)smYdY

•,' y2(cos}'— cos ti»)

correspondant h une augmentation intininicnt petite de la variable i/'. est lui-
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nieme uiie qiiaiititö intiniineiit petite. Cette integrale sera donc une fonctioii

contimie de y.

Le ineme raisonnement s'appliqiiant ;i l'autre integrale que renfernie S(i/.i).

la continuite de cette fonction se trouve etablie.

II est evident, k la seule inspection de Texpression de cette fonction,

(|u'elle s'evanoiiit aiix deux limites w = et (/' = n, c"est-ii-dire que Ton a

ce8 deux equations:

(8) ©(U) = 0. &(7t) = 0.

Posons pour abreger — = Q'(vO; '^^ voyons quelle est la valeur de

0'(xf/), lorsque ^ obtient la valein* particuliere 0. Si l'on designe, pour un in-

stant, par / et .? les deux integrales contenues dans ©(v), on aura:

©((/') = — )• si n ^ (/'+ ;> cos -^1//.

et en dirtei-entiant:

Pour H' = ". on a evidenunent:

,• =
I

i''(y) cos J- /(/)', s = 0.

Pour determiner -, daus ce nieuie cas. ou reniarquera uüh cause de s ^ 0,
(iiji

^ ^

-TT- est evidenuneut la liniite du rapiiort:
öl/'

^

'

1 p F(y)sin/(/y

*
-j^ y2(cosY— cose)

la quantite positive 6 decroissant indefininient. Ce rapport est compris entre

les deux quantites:

ff p sinydY h p smydy

^
•„ 1/2 (cos/— cosf) * •' 1^2 (cosy— cose)

ou ce qui revient au ineme. entre celle.s-ci:

sini^e , , sinie
(/
—-^— et h

,

(j et /) designant les valeiu's extremes de i''(j') '^^^"^ Tintervalle de rintegration.

Les expressions precedentes convergeant vers la limite FQS), on aura —~- = F(0),

pour la valeur particuliere ip = 0. On trouverait d'une maniere semblable, la

valeur de , corresnondant a i."^0. valeur dont on n'a toutefois besoin

que pour s assurer quelle ne peut pas etre intinie. Au uioyen des determina-

38*
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tions precedentes. on conclut:

(9) ©'(0) = ^(O)-iJ >(y)cosi>'.7/.

Cela pose. reprenons Texpression de U (7). La siiite:

sin (/'-+- "i sin 2 (/'H \-nK\nnW

etant inise sous la forme:

(^-!-cosi/>H-cos2i/'H hcoswi//) = — ^ ^
^^^

(/(//
^- '

^ "^ ^^ •' dtp sin^i//
'

on aura:

U=-l^ r&(tp)^ -^i"C2^^+l)^'/' ^

En inti'ixrant par parties. on troiive:

]e tenue:

(]iie cette Operation fait sortir dn signe, disparaissant. Cela resnlte l" des deux

ecpiations (8) d"apres lesqnelles 0(i/') s'evanonit aiix limites, et 2" de ce que

cette ibnction 0(i/') reste continue dan.s tonte l'etendoe de Fintegration. connne

nous Favons iait voir plns hant.

Sous cette forme il est evident par le theoreme dejk cite (Voyez Ja note

a la tili dn Memoire) qne U converge vers la limite 0'(*^), on ce qni revient

au inenie d'apres Teqnation (9), vers la limite:

II est essentiel de remar(juer que ce resultat ne cesse pas d"etre exact. cpiand

meme la fonction ©'(*/') deviendrait infinie pour certaines valenrs particulieres

de xp. Quoique 0(t/') coilserve tonjonrs nne valeur finie. la meme propriete ne

convient pas tonjonrs a la fonction derivee ©'(«^O- ^^ serait au contraire facile

de s'assurer qne ©'(</') devient nccessairement iiifini(> pour certaines valenrs

particulieres de la variable »/'• tontes les fois ipie la fonction F(y), dont 0(v)
depend. est une fonction discontinue.

Mais, connne on l'a dejä dit. cette circonstance n"enipechera pas le theoreme

de la note d'etre applicable, la rondition (pie ce theoreme exige, et qui consiste en

ce qne Tintegrale
|

S\^i)d\p = ('•^(i/') doit rester iinie, etant evideiiuneut renq)lie.
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Ell reiinissant les resultats qa'oii vient cFobtenir, on conclura que la

somine .S = T -{- U converge vers la limite F(0) pour des valeurs croissantes

de ». II suit de lä que la serie (5), lorsqii'on y siippose 6 = 0, est conver-

geiite et a pour somme F(0), et coinme Ion a pose plus haut:

cette somme sera doiiiiee par 1 integrale ^

—

I f(i). (f)d(p'

.

§•4.

Pour passer plus facileinent au (;as generai, oii Ton attribue dans la

Serie (5), a ö et y> des valeurs queleonques. il convient de presenter sous une

forme geonietrique le resultat auquel on vient de parvenir. Poin- cela, con-

cevons une surface spherique d'un rayon egal ä l'unite. Si par un point fixe

de cette surface on fait passer un arc de grand cercle, que nous considerons

egalement comme fixe et prolonge d'un seul cöte, la position d'un point quel-

eonque de cette surface sera deterininee des que Ton connaitra Tarc de grand

cercle compris entre ce point et le |joint fixe, et l'angle spherique que cet arc

forme avec l'arc fixe. Ces deux coordonnees polaires spheriques etant de-

signees par 6' et (p\ on embrassera evidemment la surface entiere, en attri-

buant k ff toutes les valeurs comprises entre ff ^ et 6' = n, et ä ip' toutes

Celles comprises entre (p' = et
(f'
= "in, et il est egalement evident que Tele-

ment de surface relatif a ces coordonnees, sera exprime par ainffd6'd(fi'. La fonc-

tioii f(0'. (f')
etant ainsi donnee pour la surface entiere, on voit que l'integrale:

est la moyenne de toutes les valeurs de cette fonction correspondant aux diffe-

rents points de la cii'conference d'nn petit cercle, decrit de l'origine comme

centre et avec un rayon spherique egal a 6'. Si la fonction f(6'. (f')
devient

iridependante de Fangle
<f',

lorscpi'on y fait ff = 0, on aura:

et la somme de la serie (5) coi'ncidera avec la valeur de la fonction relative

ä l'origine des coordonnees. Mais dans le cas generai oü la supposition de

ö' ^ U ne fait pas disparaitre
(f',

la fonction j(6' .
<f'^

aura une infinite de va-

leurs differentes ii cette origine et sera discontinue dans tous les sens autour
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de ce point. La sonime de la serie etant toiijours v-xinüiuee par -y- | /'(d. i{')<l<{\

sera alors la moyenne de toutes ces valeurs eu nombre ii)tini. ()u peiit diHK'

dire generalement que la serie (5), lorsquon y pose ö = 0. a poiir soinme la

moyenne de toutes les valeurs de f(ß\ <f")
qui out Heu sur la eirconference d'un

cercle infininient petit et dont le centre est ä rorigine des eoordonnees.

Pour passer du cas oü 6 = 0, a eelui oii et
(f

sont quelconques niais

inferieures ä n et ä 2/1. on pom-rait transporter roriüine au point dont les eo-

ordonnees spheriques sont 6 et
(f.

Mais on peut se dispenser de ee caleul. en

examinant attentivement le tenue general dans Fun et dans Tautre eas.

Dans les deux cas le teruie ^eneral est exprinie par uue integrale double

etendue ä toute la surt'aee spherique. et dont lelement est le produit de deux

facteurs. Le premier:

jXd' . ff'ymd' ,1h' J<f'

expriniant Telenient de surt'ace niultiplie par la valeur de J(ß' , '/ ) qui s y i-a])-

porte, est le meme dans les deux cas et il n'y a de ditference que pour Fautre

facteur P„. Dans le premier cas. ce facteur i\ est une certaine fonctioii de la

distance spherique ff de Felement de surface a Forigine des eoordonnees. et dans

le second cas. P„ est la meme fbnction de /. / etant donnee par Fei|uation:

cosy = cosöcosö'-f-siiiösiiiÖ'fo.s(</;'— (f).

Or on sait. par la trigonometrie. que y est la distance des deux points ayant

pour eoordonnees ö, '/ et 6'. y', il est donc evident que les deux cas ne se

distinguent qu'en ce que Forigine des distances qui coTncide avec celle des eo-

ordonnees dans le premier cas, se trouve dans le second au ])oint (|uelc(>iique

(6. (f).
On voit donc que la serie est de meme nature dans inn et lautre cas.

et comme on a prouve la convergence de cette serie pour le pi-euiier cas. en

menie temps qu"on en a obtenu la sonune, on peut transporter au cas general

le resultat trouve plus haut. On trouve ainsi que la serie (5) est ime serie con-

vergente, et dont la sonune est exprimee par la moyenne de toutes les valeurs

de la fonction f(0' .
(f'),

relatives aux differents points du cdutour d [\]\ cercle in-

finiment petit ayant son centre au point (ß. <f).
C'et enonce cuilirassc tmis les cas.

Lorsque le point (ö, y) n''est pas du UDUibre de cenx autour des(iuels

la fonction arbitrairement donnee pour toute Feteiidue de la surt'ace spherique

est discontinue. la moyenne precedente coTncidera avec J\0. y). ([ui est alors la

somme de la serie (5), ce qiFil s'agissait de Faire voir.
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Poiir eclaircir cet tinonce par an exemple tres simple, concevons qu"'apres

avoir traec un polygone spheriqiie quelconque. on suppose la fonction arbitraire

f(6'. y;') egale ä runite poui- tous les points dans Tinterieur da polygone et

egale a zero poar les points exteriears. II faudra donc remplacer, dans la

serie (5). f{d' .
(f')

par l'unite et n"etendre ensaite la double Integration qa'ä la

surfaee du polygone. Les terines de la serie etant ainsi completement deter-

niines, si Ton substitae dans cette sei-ie des valeurs qaelconqaes 6 et
(f,

la va-

leur eorrespondante de la serie sera runite ou zero, selon que le point dont

les coordonnees sont 0, (f,
sera sitae en dedans ou en dehors du polygone.

Dans le cas intermediaire on le point (8. y) appartiendra au contour du poly-

gone, la moyenne de toutes les valeurs de f{ß'. <f')
correspondant aax diflferents

points du contour dn cercle inlininient petit, sera evidemment iy, valear qui

sera donc aussi oelle de la serie. Mais ce resaltat cesse lui-meme d'etre exact,

lorsqae le point (ö, (p) appartient ii la fois a deux parties difterentes du con-

toiu-, c*est-a-dire lorsque les coordonnees 6.
(f

sont Celles d'un sommet da poly-

gone, et il resulte de Tenonce general qualors la somine de la serie est egale

a l'angle auqnel ce sommet appartient, divise par qaatre droits.

§• 5.

Apres avoir prouve qu'une tbnction f(ß, (f),
arbitrairenient donnee depuis

ö ^ 0,
(f
^ jasqu'k 6 = n,

(f
^ 2n, peut etre exprimee par une serie conver-

gente dont le terrae general Jl„ est ane expression rationnelle et entiere da

degre n, des quantites cosö, sinöcosy, sinösiny, teile que l'equation (c) soit

satistaite, il nous reste a faire voir qne la meme fonction n'est sasceptible que

d'un seul developpement de cette espece. II saffit pour cela de jjroaver, que, si

Y„, est une expression de meme nature que X„ et dii degre m, on a toujours*):

{d) j'l'x„Y,„sm0ddd(p = 0, .

les integrations s'etendant depuis 6 = 0. (p = jasqu'k 6 = ti,
(f
= 2n, et les

indices n et m etant supposes ditferents. Si, apres avoir remplace dans Tinte-

grale precedente X„ par les deux tei'mes qui sont equivalents ä cette ex-

pression en vertu de l'equation (c), on chasse, an moyen de l'integration par

parties, les coeflicients difterentiels qui sont ainsi introduits, et que l'on ait

ensuite egard a requation aux diflf^rences partielles a laquelle Y,„ est suppose

*) lleeanifiue Celeste. Tome II. p. 31.
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satisfaire. il viondra:

[n(» -hl) —">()» -hl)]
II

XJ\^^sin 6 ddtiff = U,

resultat ((iii coincide avec reqiiation (^d).

Cela pose. si la fonction f(d, y). qu"on siippose coinpleteuient dounee

pour toutes les valeurs de 6 et de y comprises entre 8^=0. (p = et = n.

g}=:2n. etait siisceptilile de deiix developpeinents differents. on aiirait entre

ces limites:

J;+J',+ J;h Hr„+--- = z,+z,4-z,H hZ+.-..

i?„ designant une expresf^ion de nieme iiatiire que i'„. Eii posant X„ = }'„— Z„,

X„ sera evideminent eneoi-e ile meine nature. et Ton coneliit:

A',-hX,+ X,H hA'„4---- = 0.

Cette egalite ayant lieu entiv les I'nnites indiquees, si on l'integre entre

ces memes limites apres l'avoir multipliee par X„»m6cl6(/(f . tous les termes.

h l'exeeption d'nn seul. disparaitront en vertu de requation (f/). et il viendra:

jj XUmd(iÖd(f = 0,

d'oii suit qu"on a identiquement A'„ = 0. ce qii'il sagissalt de prouver.

II n'est peut-etre pas iniitile de faire remarqner que la propriete im-

portante qu'on ^aent de rappeler. n'est pas partieuliere anx series dont les

termes generaux satisfont ä requation (c). eomme on a paru le croire. Elle

con-vient. au contraire, ä tonte autre forme de developpement pro{)re ä ex-

primer une fonction arbitraire. Les termes d'nn pareil developpement sont

toujonrs completement determines. lorsque la fonction est donnee dans tonte

Tetendue de l'intervalle pour lequel eile peut etre choisie a volonte. C'est

ainsi, par exemple, qn"nne fonction /'(.r) donnee depnis .i = juscpi^ä x = n.

n'est susceptible que d'un seul developpement de la forme:

o, siii.r-|-öjSiu2.rH l-«,sinM.rH .

2 C" •

et Ion a necessan-enient f'„ = — 1 s\n7ixf(x)d,r.

Comme P„ considei-e par rappoi-t anx \ariables 0.
(f,

est de meme na-

tm-e que X„. on aura en vertu de Tequation (</):

n etant toujours suppose dirt'^rent de ?»». Soit J,'„ ce i(ue ) ,„ devient lors(|u"on

y remplace 0,
(f

par 0', (/'; l'equation precedente donnera en y mettant 0'. '/'
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;i la place di' 0.
<f.

et iveiproquement, ce qiii ne cluume vieu au coeftieieiit P„:

j'j'p,, Y,:Mnd'<ld'<l(f' = 0.

Cela pose, m1 Ton siipposo que, dans reqiiatioii Qi), la foiictiou f(ß, (f)
se reduise

;i }'„,. toLis les termes du second meinlire, ii Texception de cehii dont rindice

est m. s'evanouiront eu vertu de requation preoedente et l'on obtieut:

resultat reinarquaMe et quOn a souveut oceasiou d'euijiloyer.

Addition au Memoire precedent.

On a ces deux theoreuifs:

,,La tbuctiou /(/y) restaut tiuie depuis /)'^ juscju'ji p'= h (oii 0<CA<;^.?i),

riuteuTale I f{ft^^~-—^*, (U^ cdaverifera vers i-i/An. si la «luautite iiositive k de-
J • ^' ' sui,.:?

' . ' \ ^ 1 1

vieut intiuie."

„La tbuctlon /(p') restant tiuie depuis /y=//jus(|u"ii/y^/i. (oii ^) <ZfJ <Ch'^-iy7i),

liuteii'rale t'(/'i)~---^(/li s'evanouira pouv /i- = oc."

C"es deux tlieoreraes dtjut ie premier est celui dout uous avous fait usage

dans le Memoire precedent, se deniontrent d'uue uiauiere tres simple lorsqu'on

suppose d"al)ord que la fonction J'Qi) reste contiuue et toujours croissante ou

toujours decroissante enti'e les limites des integrations*), et que Ton passe eu-

suite au cas general oü cette fonction serait discontinue et alternativement

croissante et decroissante entre ces limites. en decomposant les integrales en

d"autres entre les limites desquelles ni Tune ni Fautre de ces circonstances n'a

[ilus lieu et dont les valeurs correspondant ä k ^= cx>, residteront par conse'-

quent immediatement du premier cas.

Pour cjue lanalyse par laquelle nous avons determiue la limite de Tex-

pression L (§. 3). soit complete. il est essentiel de reuiarquer que le [tremier

des theoremes precedents ne cesse pas d'etre exact quand meme la fonction

/'(/?) deviendrait intinie pour une ou pour plusieurs valeurs de /i differentes de

zero et comprises entre /j'^ et li^h. pourvu qu'alors Tintegrale 1 fQi^dß = FQ'-i)

reste tinie et contiuue depuis /)' ^ (l jusqua /)* = /;.

'} Journal tie Crku.b. Vol. IV', p. l(w. ')

') S. 1-28 dieser AuSKnbc von C. I,ejeune Dirkhlefs Werken. K.

(i. I.fjcuiio Diiiclilef> Werke. 39
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Poui" nous en assnrer, supposoiis que ,/(/)') ne devienne iniinie que pour

(i = c. le meine raisonneineut s'eteudant sans difficiilte au cas d'un plus grand

nombre de valeurs. Designons par i- uiie quautite positive que nous snppose-

rons invariable tandis que h croit au-delä de toute liuiite. et decomposons Tinte-

grale | f\(i')^—~-dß eu quativ untres, ayant respectivenient pour liinites:

et (,'— f, c— f. et c, c et t'H-f, f+« et h.

La tbnction /(/>') ne devenant pas intinie entre les liniites de la pi'emiere

et de la quatrieme de ces uouvelles integrales, ees integrales deviendront re-

spectivenient 1-^/(0) et 0, pour /, = CO. Quant aux deux autres, on remar-

(juera (pie la quantite arbitraire * peut etre chiMsie assez petite pour (]ue f{ß)

conserve toujours le nieme signe dejjuis /:> = c— £ iusqu''a />'^c. et qu"il en

seit de meine pour liiitervalle oompris entre ß ^ c et ß^c-\-h. ce dernier

signe pouvant dailleurs etre ditterent du preinier. puis(]Ui' ,/(/>') peut changer

de signe en passant par Tintini.

fCela aurait lieu par exeinijle si Ton avalt f(ß~) = , , taut

que-/y<Cc. et f(ß) = —
, lorsque /)'> r. Dans ee eas, F(ß) serait

^ ' -V/S—

c

Yc— ß— Vc DU V/y— c— Vc selon que ß <Z c ou />'> c, et remplirait par con-

sequent la condition enoncee plus haut, les expressions precedentes etant des

tbnctions continues de ß et coincidant pour ß = c.)

Cela pose, il est evident que la seconde et la troisieine integrale seront. al>-

straction t'aite du signe. et quel que soit k, respectivenient inferieures aux (jnantites:

F(c)— F(c—s) F(c-h e)— F(c)

sin(c— «) ' sine

Conniie F(ß) est, par liypothese, une fonction continue de ß. et coiinne

c differe de zero et de tout autre multiple de .t (puis<|u"on a c < -^.n). on voit

(|ue les valeurs precedentes peuvent <levenir inoindres que toute grandeur don-

nee. en choisissant i- suftisainnient petit.

Mais on a vu. dun autre cöti'. que (juehpie petit que Ion suppose la

(juantite invariable *, ki soniuie des deux autres integrales eonvergera toujours

pour des valeurs croissantes de /.", vers la limite 17t/'(0), limite qui sera donc

aiissi Celle de Tintegrale
| /(ß) "'r^f 'h^'- l"""'

^' = °^: <^^
U"^'"'!

s'agissait de prouvei-.
8111



BEWEIS EINES SATZES

UEBER DIE ARITHMETISCHE PROGRESSION.

G. LEJEUNE DIRICHLET.

Bericht über die Verhandlungen der Königl. Preuss. Akademie der Wissenschaften. Jahrg. 1837, S. 108—110.

39*





BEWEIS EINES SATZES

UEBEß DIE ARITHMETISCHE PROGRESSION.

[Auszui^- aus einer in der Akademie der Wissensciiafteu am 27. Juli 1837 gelesenen Abhand-

lung ,.iiber den 8atz. dass jede arithmetische Progression, deren erstes Glied und Differenz

keinen gemeinschai'tiiclien Factor haben, unendlich viele Primzahlen enthält."]

Es existirte liisher kein strenger Beweis des Satzes,

(lass jede arithmetische Progression, deren erstes Glied und Differenz keinen

gemeinschaftlichen Factor haben, anendlich viele Primzahlen entliält.

Dieser Satz ist aber für die höhere Arithmetik nicht ohne Wichtigkeit, nicht

nur weil derselbe bei verschiedenen Untersuchungen als Lemma benutzt werden

kann, sondern auch weil derselbe als das Complement einer der schönsten Theo-

rieen dieses Theiles der Wissenschaft anzusehen ist, der Lehre nämlich von den

Linearformen der einfachen Divisoren der quadratischen Ausdrücke. Wird z. B.

aus dem Fundamentalsatze dieser Lehre, dem sogenannten Reciprocitätsgesetze,

gefolgert, dass der Ausdruck ,r-t-7 alle Primzahlen der drei Formen 7»-|-l.

7;«+ 2, 7 «-+-4 und nur diese zu Divisoren hat, so bleibt ganz unentschieden,

wie diese einfachen Divisoren unter jene Formen vertheilt sind. So lange der

oben erwähnte Satz nicht bewiesen ist, wäre es denkbar, dass eine oder zwei

der genannten Formen gar keine Primzalilen enthielten.

Was mm den Beweis des Satzes über die arithmetische Progression be-

trifft, so kann von demselben hiei" nur eine kurze Andeutung für den Fall ge-

geben werden, wo die Differenz der Progression eine ungerade Primzahl p ist.

Für diesen Fall gestaltet sich dei' Beweis, der eine gewisse Analogie mit den
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von Patler in dem Capitel de serlebiis ex evo/iitione productoriim ortis seiner

Iiitroductio in ana/i/siit iDflnitorum entwickelten Betrachtungen darbietet*), dem

Wesentlichen nach wie folgt:

Ist (i eine primitive Wurzel der Primzahl /;. so fallen die Reste:

«II, «1. tij, • • "/.--

der Potenzen:

a''. aK a- n^'^-.

wenn man von der Ordnung absieht, mit den Zahlen:

1, 2, 3, . . ., p— l

zusammen, und der Beweis des erwähnten Satzes erfordert für diesen Fall die

Xachweisung. dass jede der /* — 1 Formen

:

7ip-h(iii- w/'+ "i. np-i-tii. . . .. np-^-Oj,^-,

unendlich viele Primzahlen enthält.

Es sei q irgend eine von p verschiedene Primzahl, deren Index u heisse,

so dass also:

af ^ q (moii.
i>).

es sei ferner ro eine Wurzel der Gleichung:

(1) 0)'-'— 1 = 0,

und man bilde die geometrische Reihe:

1
,

1 ., 1

1 q' q-'
1— pj'' —

q'

in welcher .v positiv und grösser als Eins ist. Multiplicirt man die ähnlichen

Gleichungen, welche allen q. d. h. allen Primzahlen, mit Ausnahme der einzigen

p entsprechen, in einander, nimmt dann die natürlichen Logarithmen von beiden

Seiten und entwickelt endlich die Logarithmen auf der ei'sten Seite nach Po-

tenzen von w, indem man nach (1) die N'ielfachen von p — 1 in den Exponenten

dieser Potenzen überall weglässt, so kommt:

ß„+//„-f-(G,+ //,)..,H H(G._,-f-/7,^,,)<""---' = log/..

wo L die unendliche Reihe:

*) B.ind r, Cap. X\'.
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"i; (7 7-^^4-7 ,

—

V wH \--7 , v"
'»''")'

(j,„ die Siinuiu' der zur Potenz — .s' erhobenen Primzahlen der Form np-ha,,^

bezeichnet, und auch das Bil<hniüsuesetz von H,„ leicht zu erkennen ist. Diese

Gleichung gilt für alle ^Yurzehl der Gleichung (1), welche AYurzelii bekannt-

lich, wenn o gehru'ig gewählt ist. durch:

1, 1-, (»-, . . ., a>i'--

ilai'gesteilt werden können, und repräsentirt also ^J— 1 besondere, diesen Wurzeln

entsprechende Gleichungen.

Entwickelt man ö,„+ //,„ aus diesen Gleichungen, so erhält man:

G +11 = ~- (log L„+ (o- '" Ioe; L, 4- w--'" log L.,H t-co-(.i'-->'IogL _,).
'" -p— 1 ^ "^ » " '

= - '' -

wo

:

Lfi. Li, . . ., />p—

2

die den Wurzein:

1, w, . . ., (o^~-

entsprechenden ^^"erthe von L bezeichnen.

Lässt man jetzt .>' abnehmen luid sich der Einheit ins Unendliche nähern,

so wächst L^ und also auch logi,) über alle Gi-enzen, während sich:

^ij 1^2 • -, Lji—'i

endlichen Grenzen nähern. Es werden also auch:

log Li. logLj, .... log//p_2

für .•? = 1 endlich bleiben, wenn die Werthe, welche:

L,, Lo, . . ., 4,_,

für .s' ^ 1 annehmen, alle von Null verschieden sind. Dass dieses der Fall ist.

lässt sich für alle leicht zeigen , mit Ausnahme von i^,_, , der eine ausführ-

liche Untersuchung erfordert. Man rindet durch dieselbe, dass der Grenzwerth

von i/^_j, wenn p die Form 4j'+ 3 hat, durch:

ausgedrückt ist. wo n die halbe Peripherie für den Radius Eins und A, H
respective die Sunnne der quadratischen Reste und Nicht-Reste von ^J bezeichnen,
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welche kleiner als p sind, und mau beweist leicht, dass iuuner i>' > .4. Ist /*

von der Form 4<'-f-l. so wird der Grenzwerth von Z^, ,, der auch in diesem

Falle von Null verschieden ist. durch einen Logarithmus gegeben, und hängt

mit den kleinsten Zahlen 7. /; /.usammen. welche der (Tleichung (f
— piv = 1

genügen.

Da hiernach, wenn sich ,>• der Einheit nähert, bloss das erste Glied

logjf-o der zweiten Seite, und also die ganze zweite Seite der vorigen Gleichung

über alle Grenzen hinaus wächst, so wu-d auch die erste Seite G,„-i-H,„ für

,* ^ 1 unendlich. Man überzeugt sich aber leicht, dass //„, in diesem Falle

endlich bleibt, woraus dann sogleich folgt, dass die Sunnne der reciproken

Primzahlen der Form np-ho,,, unendlich ist. und dass folglich in dieser Form

unendlich viele Pnmzahlen enthalten sind.
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BEWEIS DES SATZES,

DASS JEDE UNBEGRENZTE ARITHMETISCHE PROGRESSION,
DEREN ERSTES GLIED UND DIFFERENZ GANZE ZAHLEN OHNE
GEMEINSCHAFTLICHEN FACTOR SIND, UNENDLICH VIELE

PRIMZAHLEN ENTHÄLT.
[Gelesen iu der Akademie der ^Vi.ssen.stllalten am "27. Juli 1837.]

Die aufmerksame Betrachtung der natürlichen Reihe der Primzahlen lässt

an derselben eine Menge von Eigenschaften wahrnehmen, deren Allgemeinheit

durch fortgesetzte Induction zu jedem beliebigen Grade von Wahrscheinlichkeit

erhoben werden kann, während die Auffindung eines Beweises, der allen An-
forderungen der Strenge genügen soll, mit den grössten Schwierigkeiten ver-

bunden ist. Eines der merkwürdigsten Resultate dieser Art bietet sich dar,

wenn man säuimtliche Glieder der Reihe durch dieselbe übrigens ganz beliebige

Zahl dividirt. Nimmt man die Primzahlen aus, die im Divisor aufgehen und

mithin unter den ersten Gliedern der Reihe vorkommen, so werden alle übingen

einen Rest lassen, welcher relative Primzahl zum Divisor ist, und das Resultat,

welches sich bei fortgesetzter Division herausstellt, besteht darin, dass jeder

Rest der genannten Art unaufhörlich wiederkehrt, und zwar so, dass das Ver-

hältniss der Zahlen, welche für irgend zwei solohe Reste bezeichnen, wie oft

sie bis zu einem gewissen Gliede erschienen sind, bei immer weiter fortgesetzter

Division die Einheit zur Grenze hat. Abstrahirt man von der zunehmenden

Gleichmässigkeit des Vorkommens der einzelnen Reste und beschränkt das Beob-

achtungsresultat auf die nie aufhörende Wiederkehr eines jeden derselben, so

lässt sich dasselbe in dem Satze aussprechen: „dass jede mibegrenzte arithme-

tische Reihe, deren erstes Glied und Differenz keinen gemeinschaftlichen Factor

haben, unendlich viele Primzahlen enthält."

40*
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Für diesen einfachen Satz existirte bis jetzt kein genügender Beweis, wie

sehr auch ein solcher wegen der zahh-eichen Anwendungen zu wünschen war,

welche von dem Satze gemacht werden können. Der einzige Mathematiker,

welcher die Begründung dieses Theorems versucht hat. ist, so viel ich weiss.

Legendre*), für den diese Untersuchung ausser dem Reiz, welcher in der

Schwierigkeit des Gegenstandes liegt, noch ein ganz besonderes Interesse durch

den Umstand haben musste. dass er die erwähnte Eigenschaft der arithme-

tischen Progression bei fi-üheren Arbeiten als Lemma benutzt hatte. Legendre

macht den zu beweisenden Satz von der Aufgabe abhängig, die grösste Anzahl

auf einander folgender Glieder einer arithmetischen Reihe zu finden, welche

durch gegebene Primzahlen theilbar sein können, löst aber diese Aufgabe nur

durch Induction. Versucht man, die auf diese Weise von ihm gefundene, durch

die Einfachheit der Form des Resultates höchst merkwürdige Auflösung der

Maxin)umsaufgabe zu beweisen, so stösst man auf grosse Schwierigkeiten, deren

Ueberwindung mir nicht hat gelingen wollen. Erst nachdem ich den von Le-

gendre eingeschlagenen Weg ganz verlassen hatte, bin ich auf einen v()llig

strengen Beweis des Theorems über die arithmetische Progression gekommen.

Der von mir gefundene Beweis, welchen ich der Akademie in dieser Abhand-

lung vorzulegen die Ehre habe, ist nicht rein arithmetisch, sondern beruht zum

Theil auf der Betrachtung stetig veränderlicher Grössen. Bei der Neuheit der

dabei zur Anwendung kommenden Principien hat es mir zweckmässig geschienen,

dem Beweise des Theorems in seiner ganzen Allgemeinheit die Behandlung des

besonderen Falles vorauszuschicken, in welchem die Differenz der Progression

eine ungerade Primzahl ist.

Es sei p eine ungerade l^rimzahl und c eine primitive Wurzel derselben,

so dass also die Reste «Ter Potenzen:

C^ cK r-. . . ., c-l'-'-,

bei der Division durch j>. wenn man von ihrer Ordnung absieht, mit den Zahlen:

1, 2. :), . . .. /—

1

zusammenfallen. Ist n eine nicht durch p theilbare Zahl, so werden wir mit

Gauss den Exponenten y <i }>
— 1. welcher der Congruenz c'' ^^r « (mod. p)

*) Theorie des Nombrcs. 4'™« Partie. §. IX.
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genügt, den Index von n nennen und, falls es nöthig sein sollte, mit y„ be-

zeichnen. Die Wahl der primitiven Wurzel c ist gleichgültig, nur soll ange-

nommen werden, dass man die einmal gewählte nicht ändere. In Bezug auf die

eben definirten Indices gilt der leicht zu beweisende Satz, dass der Index eines

Productes der Summe der Indices der Factoren. um das darin enthaltene Viel-

fache von p— 1 vermindert, gleich ist. Ferner bemerke man, dass immer

;', = 0, •/j,_i
^ ^(p— 1), so wie dass /„ gerade oder ungerade sein wird, je

nachdem n Quadratrest oder Nichtquadratrest von p ist. oder mit Anwendung

des LEGENDRE'schen Zeichens, je nachdem:

(v) = -' •«'" (y)—

>

1
pj \p

ist.

Es sei nun q irgend eine von j) verschiedene Primzahl (2 nicht ausge-

schlossen), und s eine positive die Einheit übersteigende Grösse. Man bezeichne

ferner mit w irgend eine Wurzel der Gleichung:

(1) (o''-i— 1 =
und bilde die geometi'ische Reihe:

1 ,1,1,1
!_,«> JL r r f'

in welcher / den Index von q bedeutet. Denkt man sieh für q alle von ])

verschiedenen Primzahlen gesetzt und multiplicirt die so entstehenden Glei-

chungen in einander, so erhält man auf der zweiten Seite eine Reihe, deren

Gesetz leicht zu erkennen ist. Ist nämlich n irgend eine nicht durch p theil-

bare ganze Zahl, und setzt man n = q'"''q"'""..., wo q', q", ... verschiedene

Primzahlen bezeichnen, so wird das allgemeine Glied die Form haben:

Nun ist aber:

m'Y.y-\-in"yg..-i = y„ (moä. p— 1),

und folglich wegen fl):

Man hat daher die Glei<"hung:

(3) n ^—^ = ^ujyl~ = L,
^ ^ ^1 n'
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Avo sich das Multiplicationszeichen auf die ganze Reihe der Primzahlen, mit

alleiniger Ausnahme von p, erstreckt, während die Summation sich auf alle

ganzen Zahlen von 1 bis oo bezieht, welche nicht durch p theilbar sind. Der

Buchstabe y bedeutet auf der ersten Seite j'^, auf der zweiten dagegen y„.

Die eben gefundene Gleich\ing repräsentirt p — 1 verschiedene Gleichungen,

welche man erhält, wenn man für w seine p— 1 Werthe setzt. Bekanntlich

lassen sich diese p— 1 verschiedenen Werthe durch die Potenzen von einem

derselben i2 darstellen, wenn dieser gehörig gewählt wird, und sind dann:

ii". n\ o-\ .... si''--.

Wir werden, dieser Darstellung entsprechend, die verschiedenen Werthe

L der Reihe oder des Productes mit:

(4) Lu. 7.,, Ls, . . ., Lp^.2

bezeichnen, wobei es einleuchtet, dass />„ und -^{(p-ij eine von der Wahl des

Werthes ii unabhängige Bedeutung haben und sich resp. auf (o = 1, cu = —

1

beziehen.

Ehe wir weiter gehen, ist es nöthig, den Grund der oben gemachten

Voraussetzimg anzugeben, nach welcher s ]>• 1 sein sollte. Man überzeugt sich

von der Nothwendigkeit dieser Beschränkung, wenn man auf den wesentlichen

Unterschied Rücksicht nimmt, welcher zwischen zwei Arten von unendlichen

Reihen stattfindet. Betrachtet man statt jedes Gliedes seinen Zahlenwerth

oder, wenn es imaginär ist, seinen Modul, so können zwei Fälle eintreten. Es

lässt sich nämlich entweder eine endliche Grösse angeben, welche die Summe

von irgend welchen und noch so vielen dieser Zahlenwerthe oder Moduln stets

übertrifft, oder diese Bedingung wird von keiner noch so grossen aber endlichen

Zahl erfüllt. Im ersteren Falle ist die Reihe immer convei'gu-end imd hat eine

völlig bestimmte Summe, welche von der Anordnung der Glieder ganz unab-

hängig ist, sei es nun, dass diese nur nach einer Dimension, sei es, dass sie

nach zwei oder mehr Dimensionen fortschreiten, und eine sogenannte Doppel-

oder vielfache Reihe bilden. Im zweiten der eben unterschiedenen Fälle kann

zwar die Reihe auch noch convergiren, aber diese Eigenschaft, so wie die Summe

der Reihe, werden wesentlich durch die Ai-t der Aufeinanderfolge der Glieder

bedingt sein. Findet die Convergenz für eine gewisse Orilnung statt, so kann

sie durch Aenderung dieser Ordnung aufhören, odei- es kami, wenn dies nicht

der Fall ist, die Summe der Reihe eine canz andere werden. So ist z. B. von
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den beiden aus denselben Gliedern gebildeten Reihen:11111
y2 ]/3 1/4 |/5 V6
1 1 J_ J 1_

1/3 l/2"^l/5^l/f 1/4

'^"

nur die erste convergirend, während die folgenden:11111
2 3 4 o 6

o 2 o < 4

zwar beide convergireu. aber keinesweges dieselbe Summe haben.

Was nun unsere unendliche Reihe L betrifft, so gehört diese, wie leicht

zu sehen ist, nur dann in die erste der beiden eben unterschiedenen Classen,

wenn man 5> 1 annimmt, so dass also unter dieser Voraussetzung, wenn man

L^/.^ju]'— \ setzt, / und /< völlig bestimmte endliche Werthe sind. Be-

zeichnet man nun mit:

/„.+?„.1/=1

das Product der rn ersten Factoren der Form:

1

l_ior—
diese Factoren in einer beliebigen Ordnung gedacht, so wird man immer m so

gross nehmen können, dass sich unter diesen m ersten Factoren alle diejenigen

befinden, in denen q<Ch ist, wo h irgend eine ganze Zahl bezeichnet. Sobald

m diesen Grad von Grösse erreicht hat, wird offenbar jede der beiden Diffe-

renzen /„.— /, g,„— ,«, abgesehen vom Zeichen, immerfort kleiner bleiben als:

J^ 1

A'
~*~

(Ä+iy
'^'

wie weit man sich auch rn noch ferner wachsend denke. Unter der Annahme
Ä> 1 kann aber:

J^ 1

Ä^+ (A+l)'
~^"'

für ein gehörig grosses h beliebig klein werden. Es ist somit bewiesen, dass

das unendliche Product in (3) einen A'on der Ordnung seiner Factoren unab-

hängigen, der Reihe L gleichen Werth hat. Ist hingegen 5=1 oder .« < 1,

'
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SO ist dieser Beweis nicht mehr anwendbar, und in der That hat das unend-

liche Product in diesem Falle im Allgemeinen und unabhängig von der Ord-

nung der Factoren keinen bestimmten M^erth mehr. Liesse sich bei einer ge-

gebenen Art der Aufeinanderfolge der Factoren die Existenz eines (xrenzwerthes

für die ins Unendlich^ fortgesetzte Multiplication nachweisen, so würde zwar

die Gleichung (3) ,
gehörig verstanden . noch statttinden aber zur Feststellung

dieses Werthes keinen wesentlichen Nutzen mehr gewähren. Man müsste näm-

lich, wenn q', q". q'".
. . . die der angenommenen Ordnung entsprechenden

Werthe von q sind, die Reihe L als eine so zu ordnende vielfache Reihe be-

trachten, dass man zuerst diejenigen Glieder zu nehmen hätte, in denen n nur

den Primfactor q' enthält, dann diejenigen der übrigen, in denen n. keine an-

deren Primfactoren als q'. q" enthält, u. s. w. Durch die Nothwendigkeit, den

Gliedern diese Ordnung zu geben, würde die Summation der Reihe eben so

schwierig, als es die Untersuchung des Productes selbst ist, vor welchem die

Reilie nur dann hinsichtlich der Einfachheit etwas voraus hat. wenn die Ord-

nung ihrer Glieder willkürlich ist. oder sich wenigstens nicht nach den Prim-

factoren in » richtet.

§•
^^•

Setzt man 6-= 1-f-p, so bleibt die Gleichung (3) gültig, wie klein man

auch die positive Grösse p annehme. Wir wollen nun untersuchen, in welcher

Art sich die darin enthaltene Reihe L ändert, wenn mau (> unendlich klein

werden lässt. Das Verhalten der Reihe ist in dieser Beziehung ein ganz ver-

schiedenes, je nachdem (o der positiven Einheit gleich ist oder irgend einen

anderen Werth hat. Um mit dem ersten Falle oder mit der Untei-suchung von

L„ zu beginnen, betrachten wu- die Summe:

]_ , 1^ 1_

* " I^"*" (X-f-i)'+?
"^

(/!-^-2)'+!•
"^'

in welcher k eine positive Constante bezeichnet. Schreil)t mau in der bekannten

Formel

:

für /• der Reihe nach k. k-hl. /.H-2. ... und addirt. so kommt:

''•'-
r(l+ß)Wi-tv)C*
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Aildirt man und sul)tr:ihii-t zu"'l('icli:
o

so geht diese (lleichung über in:

wo das zweite Glied für ein unendlich kleines p sich der endlichen Grenze:

.f{^-ik)Y'
nähert.

Betrachtet man statt (U-v Reihe N die allgemeinere, welche zwei positive

Constanten a. b enthält:

so braucht man diese nur in die Form:

zu bringen nnd mit »S zu vergleichen, um sogleich zu sehen, dass sie einem

Ausdrucke von folgender Form gleich ist:

1.1
^_^(ß)(IQ

wo
<f(j>)

fiir ein unendlich klein werdendes p sich einer endlichen Grenze nähert.

Die zu untersuchende Reihe L^ besteht aus p— 1 Partialreihen. wie:

1 1 1

wo man successive:

m =1, 2, . . ., p—

1

zu setzen hat. Man hat mitliin:

(5) A, = ^~-{ +*(^),

wt) wieder y (ju) eine Function von ^ ist, die für ein unendlich kleines q einen

li. I.ejeune Dirioli let's Werke. 41
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endlichen Werth annimmt, welchen man nach dem Vorigen leicht dm-ch ein

bestimmtes Integral ausdrücken könnte, was jedoch zu unserm Zwecke nicht

erforderlich ist. Die Gleichung (5) zeigt, dass L„ für ein unendlich kleines (>

den "VVertli oc erhidt, und zwar so. dass L„—

^

endlich bleibt.
P Q

§.3.

Nachdem wir gefunden haben, nach welchem Gesetze unsere Keiho.

wenn darin w = 1 angenommen wird, für abnehmende der Einheit sich nähernde

Werthe von *• sich ändert, bleibt uns dieselbe Untersuchung auf die übrigen

Wurzeln w der Gleichung c/^'— 1^0 auszudehnen. Obgleich die Sunnue der

Reihe L, solange .«^l. von der Ordnung der Glieder unabhängig ist, so wird

es doch für diese rntersuchung vortheilhaft sein, sich die Glieder einander so

folgend zu denken, dass die Werthe von /i wachsend fortschreiten. Es ist

nämlich unter dieser Voraussetziniü:

II'

eine Function von j-'. welche fiir alle positiven Werthe von .v stetig und endlich

bleibt, so dass also namentlich die Grenze, der sich der Werth der Reihe iiiUiert,

wenn man darin .i? = 1-f-? setzt und p unendlich klein werden lässt. und welche

von der Ordnung der Glieder imabhängig ist. durch:

2 in' —
n

ausofedrückt ist. was bei einer andern Ordnung nicht nothwendig der Fall wäre.

indem für eine solche 2^0)'' von ^o/ - um eine endliche Grösse verschieden

sein oder auch gar keinen Werth haben kann.

Um die eben ausgesprochene Behauptung zu beweisen, bezeichne mau mit

h ii'gend eine ganze positive Zahl und drücke die Sunnue der /;(/> — !) ersten

Glieder der Reihe:

mit Hülfe der schon oben gel>rauchten für jedes positive .n- gültigru Foiiucl:
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durch ein liestimmtes Iiiteiiral aus. Man erhält so für diese Summe:

1^^

wo man zur Altkürznng;

gesetzt hat. Ist nun, wie wii- voraussetzen, co nicht = 1, so ist das Polynom

f(x) durch 1

—

X theilbar. denn man hat:

/(l) == c.j><+ oj^»H |-wi>-i = 1+ üjH \-wP~- = 0.

Befreit man daher Zähler und Nenner des Bruches unter dem Integralzeichen

von dem gemeinschaftlichen Factor 1 — x, so wird derselbe:

t-\-uy^l

wo t und n Polynome mit reellen Coefficienten bedeuten. Bezeichnen T und

U die grössten Zahlenwerthe von t und u zwischen ,r = und a = 1 , so

sind offenbar der reelle und imaginäre Theil des zweiten Integrals:

respective kleiner als:

r(s) J ^ \aj (hp-hiy '

-/l.vlog-'(l)./.

und das Integi-al verschwindet demnach für A = oo. Die Reihe:

V 1

ist also, hei der angenommenen Ordnung ihrer Glieder, convergirend, und man

hat für ihre Summe den Ausdruck:

.0.-A 1 ^^^'^"^ -YM;
-T(s)J 1^=^^'^ bj^^"-

Diese Function vt)n s bleibt nicht nur selbst, so lange ä > ist, stetig und end-

41*
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lieh, sondern dieselbe Eigenschaft kommt auch ihrem nach a' genommenen Diffe-

rentialquotienten zu. Es genügt, um sich davon zu überzeugen, nach .«^ zu diffc-

rentiiren und zu berücksichtigen, dass r(s). - , ebenfalls stetig und endlich

sind, so wie dass r(.i) nicht Null wird, so lange s positiv l)leibt.

Setzen wir daher:

-—7-r- / — los; (
—

j (It = <i'W+K«)l/^i,
r(.s)

wo ip(s) und x(:^) reelle Functionen bedeuten, st) haben wir nach einem be-

kannten Satze fiir ein positives (v:

(6) (//(l+o)= i//(l)+o(/''(l+<J?). z(i+?) = Ki)+ez'(i+f?)-

wo zur Abkürzung:

gesetzt ist und <) und t positive von (> alihängige Brüche bedeuten.

Es versteht sich übrigens von selbst . dass für co = — 1

:

ist. und dass, wenn man von einer imaainäreu Wurzel (o zu ihrer coniu"irteu
•'

(1)

übergeht, !/'(•«) denselben Werth behält, /(-s) alii-r den entgegengesetzten annimmt.

§•4.

Wir haben jetzt nachzuweisen, dass die eudliche Grenze, der sich:

unter der Voraussetzung; dass oj nicht die Wui'zel 1 bedeutet, nähert, wenn

man das positive p unendlich klein werden lässt, von Nidl verschieden ist.

Diese Grenze ist nach dem vorigen Paragraphen:

1

I

Hwr

und durch das Integi'al:

^o>r = — I ,h
n J x''— 1
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m'O'eljen. welches sich leicht durch Logarithmen und Kreisf'unctionen aus-

drücken lässt.

Irgend ein Linearfactor des Nenners x''— 1 ist:

X— e V
,

wo 7/( ans der Reihe 0. 1. 2. . . ., ]> — ] zu nehmen ist. Zerlegt man:

.rP—

1

in Partialhrnche. so wird nach den lielcannten Formehi der Zähler des Bruches:

Ä,„

.r— c> i>

:h den Ausdruck:

~f(-^)

gegeben, wo x = e
'' zu setzen ist. Man hat also:

Substituirt man diesen Wei'th und bemerkt, dass /!„ = ist. so erhält man:

n p
./ X C P

wo sich die Summe auf der zweiten Seite von iti = 1 bis m ^ p — 1 erstreckt.

Die Function:

ist die bekannte in der Kreistheilune vorkommende und lässt sich leicht auf:

AP'-)
zurückfuhren. Es ist nämlich:

/ 2«.;i,^,\ 231,,

—

WO sich die Sunnne von g= I bis
f/
= /)^[ erstreckt. Setzt man statt tpn

den jedesmaligen Rest h nach dem Modul p, so sind 1, 2, . . .. p— l die ver-
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schiedeiien Werthe von h. und man hat, wegen ym^^h (niod. /j):

Y,, = y,,
— Y,„ (mod.p— l).

Schreibt man also zugleich y^ — /„, für /,,, was wegen der Gleichung f/'"' — 1 =
erlaubt ist. so kommt:

/yer- 1 = 0) '"'2w'^>'e " = co '"'/y'' ]

Die übige Gleichung wird so:

1 1 ./ -v-iU -;• r (l-^
-~ = f\eP }2i<) ""

l
5

n p-' ^ y
j --^y-i
J x—eP

Nun ist für einen positiven Bruch a

dx

f

folslich

:

log(2sinß7r)+ ^y (l_-2a)]/— 1,

1 !/(.?•'-) .^„->-. (l.,(-2,4„^)+ » (l - 'f)V--^-l)

Obaleich theser Ausdruck für ^o)'' sehr einfach ist. so kann man doch
'^ n

im Allgemeinen nicht daraus schliessen. dass 2^o/— einen von Null verschie-

<lenen Werth hat. Es fehlt noch an gehörigen Principien zur Feststellung der

Berlingungen. unter denen transcendente Verbindungen, welche unbestimmte

ganze Zahlen enthalten, verschwinden können. Die verlangte Nachweisung ge-

lingt jedoch für den besonderen Fall, wo oj = —1 ist. Für die imaginären

Werthe von w werden wir im folgenden Paragraphen ein anderes Verfahren

anaeben. welches aber auf den genannten besonderen Fall nicht anwendbar ist.

Unter der Voraussetzung, dass o) = — 1 ist, erhält man. mit Beriicksich-

tigung. dass '/,„ gerade oder ungerade ist. je nachdem:

[Ih = — 1.

imd dass folglich:

ist, so wie dass:

(-» - (I).



WELCHE IN UNBEGRENZTEN ARITIIAIETISCHEN PROGRESSIONEN ENTHALTEN SIND. 327

als Grenze von L^(,,-i) für ein iinendlicli klein werdendes (>:

^7)^ =
-7.'(-''")-^(y)('»^(^^i"-F>T('- '")>'->).

oder einf'aehei-. da Ji"! | = U ist. wenn von in ^ l bis hi = p — 1 Minuiiirt

^

" -(;:) V = -',/(" '")-(y)h(^>i"l?-)-y»i'^)-

Es sind jetzt zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem die Primzahl p
die Form 4//-|-;i oder 4/1+1 hat. Im er.^^teren Falle ist für zwei Werthe,

wie //( und j) — //(. die sich zu /> erpinzen:

fm \
In— 111.

\ , . iitn . (p— vi)7r
I - - == — und sui = sm -^
\p J \ p ' '/> p

Mithin verschwindet der reelle dlieil der Summe, und man erhält, wenn man

mit (' die Werthe von rii bezeichnet, für welche (-- 1 = 1. und mit /> diejenigen,

für welche (— 1= — 1, oder mit anderen Worten, wenn a und li die Quadrat-

reste und Xicht(iuadratreste von p bedeuten, welche kleiner als ]> sind:

Ist y;^4,«/ + l. so verschwindet der imaginäre Theil der Suunne, weil alsdann

( -| = l'-—
J.

und man erhält:

//sm
„/ « \ 1 1 .( — l'-il, p

\ p J n P
'

Ti
' " '^

/7sni
/'

wo sich die durch // angedeutete Multiplication auf alle a oder b erstreckt.

Bemerkt man jetzt, dass. unter der hier gemachten Annahme: w^ — l,

nach liekannten Foi-meln*)

f\e'' ) im ersteren Falle l//)l/— 1, im letzteren ]/})

i>t. so konnnt i-espective:

IT •
^^

/ \ 1 / ^ 1 1
^^^^

\pl n ^,|',, \p) H 1/, ^
^^^.^^

an

") Goniment. Gotting. reo. Vol. I oder die Abhandlungen unserer Akademie, Jahrg. 1835')-

') S. 9. Baiul II vDii Ciins*' Wcrki'ii (.der .s. i')4 und S. 'iGS dieser Ausgabe von O. Lejeune Dirichlefs Werken. K.



328 HEWEIS KINES SATZES ÜBER DIE ANZAHL DER PRIMZAHLEN.

Für den Fall, wo »^4/t-|-3 ist. sieht niaii sooleich. dass 2^i— \
'- o ,

\ p I 71

von Null verschieden ist, meiern ^a-h^b ^ ^p(j)— 1) iingerade ist and mithin

nicht ^(1 = ^1) sein kann. Um dasselbe füi' j) = 4 ,« -f- 1 zu beweisen, nehme

man die aus der Kreistheiluno- bekannten Gleichungen*) zu Hülfe:

2n[a;—e'^^''~J = Y—Z]/p, 2/7 (.t—e^'"') = Y-h^Yp,

wo Y und Z Polynome mit ganzen Coet'ticienten bedeuten. Setzt man in diesen

Gleichungen und der daraus tblgenden:

.(: ^ 1 und nennt // und h. die ganzen Zahlen, welchen }' und Z gleich werden,

so kommt, nach einigen leichten Reduetionen:

''^ an - '^ OTT
2 - Jlsin ^

f/
— hYp, 2- Hsm—— = (/-)-/( j/yj, ip— pj,- = ip.

Aus der letzten Gleichung folgt, dass // din-ch p theilbar ist. .Setzt man daher

(j ^ pk. und dividirt die beiden ersten durch einander, so erhält man:

. hu

Nach, der zweiten dieser Gleichungen kann /; nicht Null sein, folglich

sind die beiden Seiten der ersten von der Einheit verschieden, woraus sogleich

mit Berücksichtiiiune des oben erhaltenen Ausdruckes folgt, dass J?— )— nicht
•^ ^ '^

V p ) n

den Werth Null haben kann. w. z. b. w.

Man kann noch hinzufüuen. dass die Summe .«S,'! — ) — . da sie als Grenz-

wei'th eines Products aus lauter positiven Factoren. nämlich als Grenzwerth von:

für ein unendlich klein werdendes q auch nicht negativ sein kann, nothwendig

positiv sein wird.

Aus dieser Bemerktnig folgen unmitteiliar zwei wichtige und auf anderem

*) Dis(|. aiilh. arf. 'ih'i.
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Wege wahrscheinlich sehr schwer zu beweisende Sätze, von denen der auf den

Fall ji = 4,w-t-o bezügliche darin besteht, dass für eine Primzahl dieser Form

immer 2^h > 2^a ist. Wir wollen uns jedoch bei diesen Folgerungen unserer

Methode hier nicht aufhalten, da wir bei einer anderen Untersuchung Gelegen-

heit finden werden, auf diesen Gegenstand zurückzukommen.

§.5.

um für L,„, wenn m weder noch !(/)— 1) ist, nachzuweisen, dass

sein einem unendlich kleinen q entsprechender Grenzwerth von Null verschieden

ist, nehme man den Logarithmus von:

und entwickele den Logarithmus jedes Factors mittelst der Formel:

— logfl— .r) = .'•H-|-.'-"+|.i''H •

Man rindet so:

wo sich die Suinmationen auf q beziehen und y den Index von q bedeutet.

Setzt man der Reihe nach für w seine Werthe:

1, i3, if, .... .Q^~\

addirt und berücksichtigt, dass die Summe:
l -|-i2'"-+ß'-"'-H \-Si'i"-''->-

immer verschwindet, ausser wenn hy durch p — 1 theilbar ist, in diesem Falle

aber den Werth ji — 1 hat, und dass die Bedingung hy := (mod. j) — 1) gleich-

bedeutend mit q'' -- 1 (mod. /)) ist, so erhält man:

(P- l)(^^+i^-^i^+i^-^^+-) = log(LoL,...V,),

wo sich die erste, zweite, . . . Summation resp. auf die Werthe von q bezieht,

deren erste, zweite, . . . Potenzen in der Form /j,i)-\-l enthalten sind. Da die

erste Seite reell ist, so folgt, dass das Product unter dem Zeichen log positiv

ist, was auch sonst klar ist, und dass für den Logarithmus der arithmetische

mit keiner Vieldeutigkeit behaftete Werth zu nehmen ist. Die Reihe auf der

ersten Seite bleibt stets positiv, luid wir werden nun zeigen, dass die zweite,

in Widerspruch hiermit, für ein unendlich kleines q den Werth — oo haben

würde, wenn man die Grenze fiir L,„ als verschwendend annehmen wollte. Die

G. I.fjeune Diriclilet's Werke. 42
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zweite Seite lässt sich in die Form bringen:

logLo+log/,i(^,_,,H-logLiLp_,.+logL2L^_3H
,

wo log/,,, nach (5) dem Ausdrucke:

oder:

log
(-^)+ log (-^^^^+ o y (e))

gleich ist, dessen zweites Glied sich der endlichen Grenze logl-^-
j
nähert:

ebenso bleibt logii(p_i) endlich, da der Grenzwerth von i|(^_i) nach §. 4 von Null

verschieden ist. Irgend einer der übrigen Logarithmen, wie logi,„i^_,_,„, ist

nach §. 3:

iog((//^Xi+e)-Hr(i+?U

w-elcher Ausdruck, wenn L„, und also auch ij,_i_,„ die Null zur Grenze hätte,

so dass gleichzeitig U'(l) = 0, /(l) = wäre, in:

oder:

— 21og Q- ) +]og(ij/^'(l+<J?)+z'=(H-£e))

übergehen würde. \'ei'einigt man das (ilied — 21og(—
j
mit dem ersten Gliede

von los: Z/o, so bleibt — loa" - . welcher Werth für ein unendlich kleines p in^ '- v p ' ^

— oo übergeht, und es ist klar, dass dieser unendlich grosse negative Werth

nicht etwa durch:

iog((/'"(iH-()'o)+x""'(i+«e))

aufgehoben wei'den kann, denn dieser Ausdruck bleibt entweder endlich oder

wird selbst — oo, wenn nämlich gleichzeitig V^'(l) = 0, /'(l) = wäre. Ebenso

einleuchtend ist, dass. wenn man ausser L,„ und Z^,_,_„, noch ein anderes oder

mehrere andere Paare zusammengehöriger L als verschwindend betrachten wollte,

der Widerspruch nur noch verstärkt würde. Es ist somit bewiesen, dass der

einem unendlich klein werdenden p entsprechende Grenzwerth von /<„,, für ??i>0,

endlich und von Null verschieden ist, ^o wie dass L^^ in demselben Falle oo

wird, woraus sogleich folgt, dass die Reihe:

(7)
v^-^_i^ ^_^_v„,2i. _A^ +liw'y l -^... = logL
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sich immer, wenn nur nicht w == 1 ist, einer endlichen Gi'enze nähert, für o> = 1

aber unendlich gross wird, wenn man q unendlich klein werden lässt.

Wollte man diese endliche Grenze selbst haben, deren Kenntniss jedoch

zu unserem Zwecke nicht erforderlich ist, so würde (wenn oj nicht — 1 ist)

ihre Bestimmung durch den Ausdruck log((/'(l)-l-/(l)V— 1) mit einer Viel-

deutigkeit behaftet sein, die man aber in jedem speciellen Falle, d. h. sobald p

und o) numerisch gegeben sind, leicht heben kann. Setzt man die Reihe (7)

gleich ?/H-;'V— 1 und folglich:

u+vY^i = logL = iog(i//(i+e)4-z(i+e)l/— i),

so hat man:
u = iiog(t//-(i+e)+r(H-(?))-

V'(i+e) • z(i-H?)
cosi' = —

.

- — , sin«' = _

und folglich ist der Grenzwerth von ii ohne Vieldeutigkeit:

ilog(«//-^(l)+f(l)).

Um den von r ebenso zu erhalten, bemerke man, dass die Reihe, wie klein

auch Q sei, stetig mit dieser Grösse veränderlich ist, wie man leicht nachweisen

kann, und dass mithin auch v eine stetige Function von p sein muss. Nun

wird sich, da nicht zugleich xp(X) = 0, xiX) "= ^ sein kann, aus den oben ge-

gebenen Ausdrücken von i/'(l-f-p) und /(1+p) in Form bestimmter Integrale

immer ein positiver endlicher Werth R von solcher Beschaffenheit ableiten lassen,

dass wenigstens eine der Functionen i/^(l -h^), /(l -H?) für jedes q, welches kleiner

als i? ist, dasselbe Zeichen behält. Es wird demnach cosu oder sini", sobald q

abnehmend kleiner als R geworden ist, sein Zeichen nicht mehr ändern und mit-

hin der continuirlich veränderliche Bogen v nicht mehr um n zunehmen oder

abnehmen können. Bestimmt man also den q ^ R entsprechenden endlichen

Werth von r, den wir V nennen wollen, und den man durch numerische Rech-

nung aus der Reihe (7) selbst leicht finden kann, da diese für jeden endlichen

Werth von q in die erste der im §. 1 unterschiedenen Classen gehört und also

eine völlig bestimmte Summe hat, so ist nun der Grenzwerth i\ von r durch

die Gleichungen:
ipjl) . x(i)

cosi- = , sniu„ =: ,^ —
,

mit der Bedingung verbunden, dass die Differenz V— v^,, abgesehen vom Zeiclien,

kleiner als n sein muss, vollständis; bestimmt.
42*
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§.6.

Wir sind jetzt im Stande zu beweisen . dass jede aritlnnetische Reihe,

deren Differenz p ist. und deren erstes Glied nicht durch j> theilbar ist. unend-

hcli viele Primzahlen enthält, oder mit anderen Worten, dass es unendlich viele

Primzahlen von der Form fij^-hm giebt, wo ,</ eine unbestimmte ganze Zahl

und m eine der Zahlen 1, 2, 3, . . ., p— 1 bedeutet. Denkt man sich die in

der Gleichung (7) enthaltenen Gleichungen, so wie sie der Reihe nach den

Wurzeln *)

:

1. .Q. <y .Q'"-

entsprechen. mit:

1. n"''"'. ir'-''"'. .... ß-'-p--^'^"'
.

multiplicirt und addirt. so erhält man auf der ersten Seite:

2+2 e

+•••

wo sich die Summationi-n auf <] beziehen und ;' den Index von q bezeichnet.

Nun ist al)er:

ausser wenn /(/— ;',„ (med. p— 1) ist, in welchem Falle diese Summe gleich

p— 1 ist. Diese Congruenz ist aber gleichbedeutend mit: q'' - m (mod. y;).

Man hat daher die Gleichung:

2— Hi:^ —- +4.^-

—

^
h---gl+g ^-i- ^^•.+1'(. ^i- g^+tn ^

= ——, (logL.,+.Q-''"do? /., -+-.Q~-'''"'los /,.,H H .Q-^-P--^''"'log /.„_,),

WO sich die erste Sunnnation aul' alle Primzahk-n q der Form fip-{-m erstreckt,

die zweite auf alle Primzahlen q, deren Qua<lrate, die dritte auf alle Primzahlen

q, deren Guben, u. s. w. in derselben Form enthalten sind. Denkt man sich

nun p unendlich klein wei'dend, so wird die zweite Seite dui-cli das Glied log7>„

*) Vergl. S. 318. K.
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unendlich gross. Es muss also auch die erste Seite unendlich werden. Auf

dieser Seite bleibt aber die Summe aller (TÜeder. mit Ausschluss des ersten,

endlich, da bekanntlich:

_1 -v _t _|_ JL v -t _i

noch endlich ist, wenn man unter q nicht, wie hier, gewisse Primzahlen, sondern

alle ganzen Zahlen, welche grösser als 1 sind, versteht. Folglich nuiss die Reihe:

über jede positive Grenze hinaus wachsen: sie muss mithin unendlich viele Glieder

enthalten, d. h. es giebt unendlich viele Primzahlen (] der Form fip-hin, w. z. b. w.

§•7.

Um den im Vorhergehenden gef'iihrten Beweis auf eine arithmetische

Reihe auszudehnen, deren Differenz irgend eine zusammengesetzte Zahl ist, sind

einige Sätze aus der Theorie der Potenzreste erforderlich, die wir hier kui'z zu-

sammenstellen wollen, um uns in der Folge leichter darauf berufen zu können.

Die Begründung dieser Resultate kann man in den Disq. aritli. tiect. III. nach-

sehen, wo dieser Gegenstand ausführlich behandelt ist.

I. Die Existenz von primitiven Wurzeln ist nicht auf ungerade Prim-

zahlen p beschränkt, sondern findet auch noch für irgend eine Potenz p'^ einer

solchen statt. Ist c eine primitive Wurzel für den Modul p". so sind die nach

diesem genommenen Reste der Potenzen:

c», e\ c-, . . ., c'^P'-i)?''-'^
-^

alle von einander verschieden und fallen mit der Reihe derjenigen Zahlen

zusammen, welche kleiner als p^ und zu p^ relative Primzahlen sind. Hat

man nun irgend eine nicht durch p theilbare Zahl a. so ist der Exponent

Y„<i{p— l)^;'' ', welcher der Congruenz:

c'" ^ n (mod. />")

genügt, völlig bestimmt und soll der Index von n heissen. Von solchen In-

dices gelten wieder die leicht zu beweisenden Sätze, dass der Index eines Pro-

ductes der Summe der Indices der Factoren, um das grösste darin enthaltene

Vielfache von (/;— \^p^~^ vermindert, gleich, so wie dass /„ gerade oder un-

gerade ist. je nachdem (1 = -hl oder — 1 ist.
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II. Die Primzahl 2 verhält s^ich in der Theorie der primitiven Wurzeln

wesenthch anders als die ungeraden Primzahlen, und es ist über diese Prim-

zahl Folgendes zu bemerken, wenn wir die erste Potenz von 2. welche hier

nicht in Betracht kommt, ausser Acht lassen.

1) Für den Modul 2' hat man die primitive Wurzel —1. Bezeichnet

man den Index für irgend eine ungerade Zahl ii mit f^„. so dass also:

(—1)"" = 11 (mod. 4),

so ist ce„ = oder «„ = 1. je nachdem » die Form 4/<-f-l oder 4,«-i-3 hat, und

man erhält den Index eines Productes. wenn man von der Summe der Indices

der Factoren das grösste darin enthaltene Vielfache von 2 abzieht.

2) Hat der Modul die Form 2\ wo 2.^. S ist. so giebt es keine primi-

tive Wurzel mehr, d. h. es existirt keine Zahl, für welche die Periode ihrer

Potenzreste nach dem Divisor 2'- alle ungeraden Zahlen enthält, welche kleiner

als 2'- sind. Mau kaim nur die Hälfte dieser Zahlen als solche Reste darstellen.

Wählt man irgend eine Zahl der Form 8//-f-5 oder speciell fi zur Basis, so

sind die nach dem Modul 2'- genommenen Reste der Potenzen:

5", b\ b\ . . .,

5-'"'-^

alle von einander verschieden und fallen mit den Zahlen zusammen, welche

die Form i/u-hl haben und kleiner als 2'- sind. Hat man daher eine Zahl n

der Form 4M-f-l. so lässt sich immer der Congruenz:

5''" = n (mod. 2')

durch einen und nur durch einen Exponenten oder Index /?„ genügen, wenn

dieser kleiner als 2'^^ sein soll. Hat n die Form 4,a-f-3, so ist diese Con-

gruenz unmöglich. Da aber unter dieser Voraussetzung — n die Form 4,</-t-l

hat, so wollen wir allgemein unter dem Index einer ungeraden Zahl » den

völlig bestimmten Exponenten />'„ verstehen, welcher kleiner als 2'-'-
ist und

der Congruenz:
5'" ^ dz?« (mod. 2')

genügt, in welcher das obere oder das untere Zeichen zu nehmen ist, je naeli-

dem n die Form 4^+1 oder 4,t/-i-o hat. Wegen dieses doppelten Zeichens

ist also der Rest von n nach dem Modul 2' diu'ch den Index />'„ nicht mehr

völlig bfestimmt, indem demselben Index zwei Reste entsprechen, die sich zu

2'- ergänzen. Für die so detinirten Indices gelten offenbar die Sätze, dass der

Index eines Productes der Sunmie der Indices der Factoren, um das darin ent-
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lialtene grösste Vielfache von 2^~- vermindert, gleich ist, so wie dass /i„ gerade

oder ungerade sein wird, je nachdem n die Form 8/<zhl oder die Form 8,a±5

haben wird. Um die vorher erwähnte Zweideutigkeit zu heben, wird es ge-

nügen, neben dem Index /y„, weicher sich auf den Modul 2' und die Basis 5

bezieht, noch den Index «„, welcher dem Modul 4 und der Basis — 1 entspricht,

zu betrachten, indem dann, je nachdem «„ = oder «„ ^ 1 ist, das obere oder

imtere Zeichen in:

5''" ^ ztw (mod. 2)

zu nehmen sein wird. Man kann auch, wenn man will, beide Indices in einer

Formel vereinigen und:

(— 1)""5'*« = n (mod. 2')

schreiben, durch welche Congruenz der Rest von n nach dem Modul 2' voll-

ständig bestimmt ist.

III. Es sei nun:

k = 2^p''p'"'...,

wo, wie in II. 2, X^3 ist, und p, p', ... von einander verschiedene unge-

i-ade Primzahlen bezeichnen. Hat man irgend eine durch keine der Primzahlen

2. p, p . . . . theilbare Zahl », und kennt man die den Moduln:

4, 2-*, p"^, p'"',
. . .

und ihren primitiven AVurzeln:

— 1, 5. c, c', ...

entsprechenden Indices:

«„, ßn, y„, y'n, ....

so hat man die Congruenzen:

(—!)"« = ?» (mod. 4). 5"^'' = =+=« (mod. 2^'),

€^"^11 (mod. ju"'), c'*^ " ^ w (mod. 2>''''), . • .,

durch deren Inbegriff der Rest von n, nach dem Divisor k genommen, voll-

ständig bestimmt ist, wie aus bekannten Sätzen sogleich folgt, wenn man berück-

sichtigt, dass das doppelte Zeichen in der zweiten dieser Congruenzen durch

die erste festgestellt wh-d. Wir werden die Indices «„. /?„, /„, /^, ... oder

f'; Ä J'j
/'; • • das System der Indices für die Zahl n nennen. Da die Indices:

«: ß, 7, y\

beziehungsweise

:

2, 2>-2, (;_>-l>--^ (^y_iy.'-., . . .
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verschiedene Wertlie erhalten können, so ist:

(8) 2.2^-Tp-l)?^-'-(/''-l>"'-'- = ^(l-y)(l-})(l-^)- = A'

die Anzahl aller möglichen Systeme dieser Art, was mit dem bekannten Satze

fibereinstimmt, nach welchem A' die Anzahl derjenigen Zahlen ausdrückt, welche

kleiner als k und zu k relative Pi-iinzahlen sind.

Indem wir nun dazu übergehen, das Theorem ül)er die arithmetische

Progression in seiner ganzen Allgemeinheit zu beweisen, bemerken wir, dass

man. ohne dieser Allgemeinheit zu schaden, flie Differenz k der Progression

als durch 8 theilbar und also in der Form des §. 7, III enthalten annehmen

kann. Ist der Satz unter dieser Voraussetzung bewiesen, so wird er offenbar

um so mehr gelten, wenn die Differenz ungerade oder nur durch 2 oder 4

theilbar ist. Es seien 9.
(f.

oj. m . ... irgend welche Wurzeln der Gleichungen:

(9) Ö2_l=0. (fä'-"-— 1 =0, (,jO'-i)p'^-'— 1 =0, aj'0''-i)i'"'''"^'— 1 =0, ...

und q eine lieliebige von 2, p, p'. . . . verschiedene Primzahl. Bildet man nun

die (Tleichung:

„ . , 1 1' Q

r

in welcher s > 1 ist, und das System der Indices «. /y, /. y', . . . sich auf q

bezieht, und multiplicirt alle Gleichungen dieser Form, welche man erhält, wenn

man für q alle von 2. j>. p . . . . verschiedenen Primzahlen setzt, in einander,

so kouunt, mit Berücksichtigung der oben erwähnten Eigenschaften der Indices

und der Gleichungen (i>):

(10) n j- = jö"y''ovo/>'...^ = /..

1 — 6"- W>' in''
o)' '>'' •

r
wo sich das Multiplicationszeichen auf die ganze Reihe der Primzahlen, mit

Ausschluss von 2, ]>. p'. .....und das Summenzeichen auf alle positiven ganzen

Zahlen, welche durch keine der Priinznlilen 2, /), //, . . . theilbar sind, erstreckt.

Das System der Indices a, ji, y. y'. . . . entspricht auf der ersten Seite der

Zahl q, auf der zweiten Seite der Zahl //. Die allgemeine Gleichung (10), in
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welcher die verschiedenen Wurzeln 6, (f,
o), w, ... auf irgend eine Weise mit

einander combinirt werden können, enthält offenbar eine Anzahl K besonderer

Gleichungen. Um die jeder dieser Verbindungen entsprechende Reihe L be-

quem zu bezeichnen, kann man sich die Wurzeln von jeder der Gleichungen (9)

als Potenzen von einer derselben dargestellt denken. Sind = — \. <P, £1. il' . . .

.

hierzu geeignete Wurzeln, so kann man setzen:

e = 0\
<f>
= ^\ io = ß\ m' = ii''', ...,

wo:

a<2, b<:2'-% c<(p— l)/)"-!, c'<(;)'— 1);/"'-', . . .,

und diesei- Darstellung entsprechend, die Reihe L mit:

(11) L^.i.cc,...

bezeichnen. Die Nothwendigkeit der Voraussetzung .? > 1 in der Gleichung (10)

beruht auf den schon im §. 1 entwickelten Gründen.

§.9.

Die mit -^a, b. c, c, ... bezeichneten Reihen, deren i\.nzahl gleich K ist, lassen

sich nach den verschiedenen Wurzelcombinationen 0, (p, o). o) , .... denen sie

entsprechen, in folgende drei Classen theilen. Die erste Classe enthält nur eine

Reihe, nämlich i^o,o,o,o. ••) d.h. diejenige, in welcher:

ö ^ 1, y = 1, oj = 1. üj' ^ 1, ...

ist. Die zweite Classe soll alle übrigen Reihen umfassen, in welchen nur reelle

Wurzeln der Gleichungen (9) vorkommen, so dass also zur Darstellung dieser

Reihen die Zeichen in:

6' = ±1, n = ±\, t.j = ihl, o/ = ±l, ...

auf jede mögliche Weise combinirt werden müssen, wobei nur die eine der

ersten Classe entsprechende Zeichenverbindung auszuschliessen ist. Die dritte

Classe endlich wird alle Reihen L in sich begreifen, in denen wenigstens eine

der Wurzeln (p, o), w, ... imaginär ist, und es leuchtet ein, dass die Reihen

dieser Classe einander paarweise zugeordnet sind, da die beiden Wurzelcombi-

nationen :

/)
'

1111
0, (f, CO, tt). . . .; -^ . — , — , —r, . . .

o (p (x> m

unter der eben ausgesprochenen Voraussetzung offenbar von einander verschieden

G. LejeuQe Dirichlet's Werke. 43
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sind. Wir haben jetzt das Verhalten dieser Reihen zu untersuchen, wenn man

darin .< = l-hp setzt und das positive p unendlich klein werden lässt. Be-

trachten wir zunächst diejenige Reihe, welche die erste Classe constituirt, so

ist klar, dass diese als die Summe von A' Partialreihen angesehen werden kann,

deren jede die Form hat:11 1

wo m <C /i' und zu k relative Primzahl ist. Mithin ist die Reihe dieser Classe

nach §. 2 dem Ausdrucke

:

(12) i-J-^'fi^)

gleich, wo (fCo) für ein unendlich kleines p endlich bleibt.

Was die Reihen der zweiten und dritten Classe betrifft, so findet man,

wenn man sich darin die Glieder so geordnet denkt, dass die Werthe von n

wachsend fortschreiten, und 5 2> setzt, für diese die Gleichung:

(13) -^ö^';^-^<'A...- = -^j ^~j--^, log [-)d.,

wo sich das Zeichen ^ auf der zweiten Seite auf alle positiven ganzen Zahlen

/( erstreckt, welche kleiner als k und zu k relative Primzahlen sind, und a, ß,

7, /', ... das System der Indices für n bedeutet. Man beweist leicht, dass die

zweite Seite einen endlichen Werth hat, denn man darf hierzu nur bemerken,

dass das Polynom ^O^^^ofco''" ...x"'^ den Factor 1 — ,1; involvirt. was sogleich

erhellt, wenn man .v = 1 setzt, wodurch dieses Polynom in ilas Product:

(H-(?)(l-rf/H hf/-'~"-0(l+wH |-c,/;-i)p"-'-i)(l4-cü'H ho/''''-"''-'''"'-')---

übergeht, von dessen Factoren wenigstens einer verschwindet, da die Wurzel-

combination

:

= 1, (f= 1, m = 1, oj' = 1, . . .,

als dei' ersten Classe entsprechend, ausgeschlossen ist. Ebenso leicht über-

zeugt man sich, dass die zweite Seite der Gleichung (13), so wie ihr nach .«

genommener Differentialquotient stetige Functionen von .« sind. Es folgt hier-

aus sogleich, dass jede Reihe der zweiten und dritten Classe sich für ein un-

endlich klein werdendes () einer endlichen, durch:

(14) Ifr y-' a.>- o>'r. . . ^ = J
L.__ dx
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aus<;edrückten Grenze iiäliert. Es bleibt nun zu beweisen, dass diese Grenze

immer von Null verschieden ist.

§• 10.

Die Grenze füi- ein L der zweiten odei- dritten Classe lässt sich zwar

leicht, wie in §.4, durch Logarithmen und Kreisf'unctionen ausdrücken, allein

diese Darstellung derselben gewährt gar keinen Nutzen für die geforderte

Nachweisung, selbst dann nicht, wenn L zur zweiten Classe gehört, obgleicli

dieser Fall sonst eine grosse Analogie mit dem in der letzten Hälfte des §. 4

betrachteten darbietet. Wir wollen für jetzt annehmen, die erwähnte Eigen-

schaft sei für jedes L der zweiten Classe bewiesen, und nun zeigen, wie der-

selben Forderung für ein L der dritten Classe genügt werden kann. Zu diesem

Zwecke nehme man die Logarithmen von beiden Seiten der Gleichung (10) und

entwickle: man erhält so:

WO die Indices ce, [i. y. y'. ... zu q gehören, und auch das Zeichen ^ sich

auf q bezieht. Stellt man die Wurzeln 0, y, tu, oj'. . . . auf die im §. 8 ange-

gebene Weise dar und setzt:

d = &\ (f=^^\ 0) = n\ w' = a"\ . . .,

SO wird das allgemeine Glied der ersten Seite:

während nach (11) für die zweite Seite:

logL,,,,,,,^.,...

zu schreiben ist.

Es sei nun m irgend eine ganze Zahl kleiner als k, welche keinen ge-

•meinschaftlichen Factor mit k hat. Multiplicirt man auf beiden Seiten mit:

und schreibt zur Abkürzung auf der ersten Seite nur das allgemeine Glied, so

kommt

:

h
~ r'-r„;)f
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Summii't man jetzt, um alle Wurzelcombinationen zu umfassen, von:

a = 0. 6 = 0. c = 0, c' = 0, ...

bis:

a=l. b = 2'--— 1. c^ip—l^p"-'— !. c' = (p'—l)p'^'-'— l.,

so kommt auf der ersten Seite als allgemeines Glied:

h (?*+'-?
'

\vo sich das Zeichen 2 auf die Primzahlen q erstreckt und TFdas Product der nach

a. b. c. c'. . . . resp. zwischen den angegebenen Grenzen zu nehmenden Summen:

.^Q(Ja-a,„)a ^^(''ß-ß,,,)^ ^Qi>'r-r„J<: V Q'('')"-y„,)r'

bedeutet. Nun ersieht man leicht aus §. 7, dass die erste dieser Summen "2

oder ist, je nachdem die Congruenz ha— «,„^0 (mod. 2), oder was dasselbe

ist, die Congruenz q'' J^- m (mo(\. 4) stattfindet oder nicht stattfindet, dass die

zweite 2*~- oder ist, je nachdem die Congruenz hß— /?„, ^; (mod. 2*~^), oder

was dasselbe ist, die Congruenz q''^^zhm (mod. 2') stattfindet oder nicht

stattfindet, dass die dritte (^p— iyp^~'^ oder ist, je nachdem die Congnienz

hy—;',„^0(mod.(^j

—

V)p"~^\ oder was dasselbe ist, die Congruenz 5*^7/1 (mod. ^J")

stattfindet oder nicht stattfindet, u. s. w. dass also W immer verschwindet, ausser

wenn die Congruenz q''^ m nach jedem der Moduln 2*. p^. p'"',
. . . stattfindet,

d. h. wenn q"" ^ m (mod. k") ist. in welchem Falle W^ K wird. Unsere Glei-

chung wird daher:

1
. , V. 1 .„1

(15)

1 y5— '

7''^"
q

4.- 30""'"" *'''"" i2"^"''i2'"="'"''... log L„,i, c c-,A

wo sich die Summationen auf der ersten Seite resp. auf alle Primzahlen q be-

ziehen, deren erste, zweite, dritte Potenzen in der Form juk-+-m enthalten sind,

während die Summation auf der zweiten Seite über a, h. c. c', ... zwischen

den schon angegebenen Grenzen zu erstrecken ist. Im Falle vi = 1, wird «,„ = 0,

ß^^ = 0, /,„ = 0, /',„ = 0, .... und die zw-eite Seite reducirt sich auf:

-grjS-logL,,. 6, c, f, ....

Unter den Gliedern dieser Summe wird dasjenige, welches dem L der ersten

Classe, i^o. 0. 0, 0. ...• entspricht, vermöge des mit (12) bezeichneten Ausdruckes,

log ( — 1 enthalten. Diejenigen Glieder, welche den verschiedenen L der zweiten
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Classe entsprechen, werden, unter Voraussetzung der oben geforderten Nachwei-

sung, für ein unendhch kleines p endlich bleiben. Wäre nun der Grenzwerth für

irgend ein L der dritten Classe der Null gleich, so wüi-de, wie in §. 5, die Betrach-

tung der Continuität des Ausdruckes (13) für den Logarithmus dieses L, mit dem

des ihm zugeordneten L verbunden, das Glied:

-21og(})

ergeben, aus dessen Vereinigung mit log( — 1 in logio. o. o. u. • "ot-h — logl— 1

bliebe, welches für ein unendlich klein werdendes q den Werth — oo annimmt,

während die erste Seite aus lauter positiven Gliedern besteht. Kein L der dritten

Classe kann also den Grenzwerth Null haben, und es folgt daher (unter Vor-

behalt des noch zu gebenden Beweises für die Eeihen der zweiten Classe). dass:

logL.i, (.. c. (.. ...

sich für ein unendlich klein werdendes q immer einer endlichen Grenze nähert,

ausgenommen, wenn gleichzeitig a ^ 0, b ^ 0, c = 0, c' ^ 0. . . . ist. in welchem

Falle dieser Logarithmus einen unendlich grossen Werth erhält.

Wendet man dieses Resultat auf die allgemeine Gleichung (15) an, so

sieht man sogleich, dass die zweite Seite derselben für ein unendlich kleines p

unendlich wird, und zwar durch das Glied -r^logic, o, u. o,
welches über jede

Grenze hinaus wächst, während alle übrigen endlich bleiben. Es muss also

auch die erste Seite jede endliche Grenze überschreiten, woraus wie in §. 6 folgt,

dass die Reihe 2 ,. unendlich viele Glieder enthält, oder mit anderen Worten,

dass die Anzahl derjenigen Primzahlen q. welche die Form kii+ ni haben, in

welcher /u eine unbestimmte ganze Zahl und m eine gegebene Zahl bezeichnet,

die keinen gemeinschaftlichen Factor mit k hat, unendlich ist, w. z. b. w.

§. 11.

Was nun die zur Vervollständigung des eben entwickelten Beweises noch

erforderliche Nachweisung betrifft, so reducirt sich diese nach dem unter (14)

gegebenen Ausdrucke für den Grenzwerth eines L der zweiten oder dritten Classe

darauf, dass man zeige, dass für irgend eine Wurzelcombination der Form:

±1, ±1, ±1, ±1. . . .,

mit alleiniger Ausnahme der folgenden:

+ 1. -Hl. +1. +], . . .,
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die Summe:

(16) -(±i)"(±i/(=t:iyc±if ... 1,

worin a, ß. y, y', . . . das System der Indices für n bedeutet, und für n alle

positiven ganzen, durch keine der Primzahlen 2. p. p', p". . . . theilbaren

Zahlen, so wie sie ihrer Grösse nach auf einander folgen, zu setzen sind,

einen von der Null verschiedenen Werth hat. In der Abhandlung, so wie sie

der Akademie ursprünglich vorgelegt wurde, hatte ich diese Eigenschaft durch

indirecte und ziemlich complicirte Betrachtungen be\^-iesen. Ich habe mich

aber später überzeugt, dass man denselben Zweck auf einem andern Wege

weit kürzer erreicht. Die Prineipien, von welchen wir hier ausgegangen sind,

lassen sich auf mehrere andere Probleme anwenden, zwischen denen und dem

hier behandelten Gegenstande man zunächst keinen Zusammenhang vermuthen

sollte. Namentlich kann man mit Hülfe dieser Prineipien die sehr interessante

Aufgabe lösen, die Anzahl der verschiedenen quadratischen Formen zu be-

stimmen, welche einer beliebigen positiven oder negativen Determinante ent-

sprechen, und man findet, dass diese Anzahl (was jedoch nicht die Endform

des Resultates dieser Untersuchung ist) als Product von zwei Factoren darge-

stellt werden kann, wovon der erste eine sehr einfache Function der Deter-

minante ist, welche für jede Determinante einen endlichen Werth hat, während

der andere Factor durch eine Reihe ausgedrückt ist, die mit der obigen (16)

zusammenfällt. Aus diesem Resultat folgt dann unmittelbar, dass die Summe

(16) nie Null sein kann, da sonst für die entsprechende Determinante die An-

zahl der quadratischen Formen sich auf Null i'educiren würde, während diese

Anzahl wirklich immer =5 1 ist.

Aus diesem Grunde werde ich meinen früheren Beweis für die genannte

Eigenschaft der Reihe (16) hier weglassen, und wegen dieses Punktes auf die

erwähnten Untersuchungen über die Anzahl der quadratischen Formen ver-

weisen*), welche nächstens erscheinen werden, und aus welchen der zur Ver-

vollständigung der gegenwärtigen Abhandlung erforderliche Satz, wie schon be-

mei'kt worden, als ein blosses Corollar hervorgeht.

*) Eine vorläufige Notiz über diesen Gegenstand findet man im CRELLE'scheii Journal Bumi XVIII.

unter dem Titel: Sur l'usage des series infinies dans la theorie des nombres. ')

') S. .^7 dieser Ausgabe von G. Lejeune Diriclilet's Werken. K.
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SUK LA MANIERE DE RESOUDßE L'EÜUATION t^-pti'

AU MOYEN DES FONCTIONS CIRCULAIEES.

Dans iin Memoii-e que j'ai lu a l'Academie des sciences de Berlin, et

dont on troave un extrait dans le compte rendu pour le mois de juillet dernier,

je me suis propose de prouver rigoureusement que toute progression arith-

nietique indefinie dont le premier terme et la difference sont des entiers sans

diviseur commun. renferme necessairenient une infinite de nombres preiniers.

Les recherches que j'ai eu ä faire pour arriver ä une demonstration complete

de cette proposition qui peut etre employee avec succes dans differentes

questions relatives aux nombres, m'ont donne lieu de remarquer un rapport assez

singulier entre deux theories qui ne presentaient jusqu'a present aucun poInt

de contact.

On sait que l'equation t'-— pu- = 1, dans laquelle ^; designe un entier

positif non-carre, est toujours resoluble en nombres entiers, et que cette pro-

position fondamentale dans la theorie des equations indeterminees du second

degre, a ete deduite par Lagrange de la consideration de la fraction continue

periodique qui resulte du developpement du radical ]//>. II est remarquable

que la resolution de requation precedente puisse aussi se rattacher a la theorie

des equations binömes dont la science est redevable ä M. Gauss. II resulte

non seulement de cette theorie que l'equation tr—pir = 1 est toujours reso-

luble, mais on peut nieme en deduire des forniules generales qui expriinent

les inconnues ( et u en fonctions circulaires.

Quoique cette maniere de traiter requation dont il s'agit soit applicable

a tous les cas, je me bornerai dans cette note ä developper celui oii p est un

nombre premier, ce cas süffisant pour faire connaitre Tesprit de la methode.

II est sans doute inutile dajouter que le mode de Solution que nous allons in-

G. Lejeune Dirichlet's Werke. 44
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diquer. est beaucoup moins propre au calcul numerique que celui qui derive

de Feniploi des fractions continues, cette nouvelle manlere de resoudre l'equa-

tion t-—pir = 1 devant etre envisagee seulement sous le rapport theorique

et comme un rapprochement entre deiix branches de la science des noinbres.

Soit p un nombre premier impair et considerons Fequation:

(1) -^^ = X = 0.
^ X—

1

Les racines de cette equation sont donnees par 1 expression e '" , dans la-

quelle e e.t n ont la significatlon ordinaire et m designe un entier eompris dans

la suite:

1. 2, 3. .... p—\.

Parmi ces entiers il y a •l-(^— 1) residus et autant de non-residus quadratiques

de p, que nous designerons respectiveraent en les prenant dans un ordre quel-

conque par:

«,. «2, . . ., ö>(p-i) et 6,, b-i, . . ., h^{p-\)-

Cela pose. il resulte de la th^orie de M. Gauss*) qu'on a ces deux equations:

p)

I Y-zy^. - 2U;'?'"-)^;'?''i...G-;«'-'^''='),
les signes superieurs ou inferieurs ayant Heu suivant que p a la forme 4,w-|-l

ou 4,M-l-3, et r, Z etant des polynömes en x dont les coefficients sont entiers.

Les equations precedentes etant multipliees entre elles donnent:

(3) 4X = Y'z^pZ\

Comme les nombres:

öl, «2, . . ., «ä(;)-l),

abstraction faite de Tordre, sont les restes qui proviennent des carres:

\\ 2\ . . ., (i(7'-l))=

lorsqu on les divise par p, la preniiere des equations (2) peut evidemment etre

remplacee par celle-ci:

(4) Y+Zy±p = 2\x-e " )V-e ^ j ... \.,_,,^ -' ^ ^' j.

Distinguons actuellement les deux cas que p peut presenter. et supposons

en premier Heu p de la forme 4^+ 1. Faisant x= 1 dans les equations (3)

et (4) et designant par g et h les valeurs entieres de ¥ et Z correspondant h

') Disquisitiones arithineticae. Art. 357.
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cette supposition. il viendra:

(5) g'—v^'"' = -ip.

Coiume on peut ecrire:

1-/^'^^"'= -2y=T.sins'--/'''''^\
P

l:i (leniiere eqiiatioii prendra la forme:

f/+/il//' = 2'^ Y— 1)T^'^ ''.sml siii2 sm(-i-(»— 1))' c v

On a d"un aiitre cote:

i+2-^+.-+(Kp-i)r = ^44^'

est evidemmcnt un eiitier pair ou impair suivant qiie p a la forme

8/t+ l Oll 8,w+ 5. Le facteiir exponentiel est donc suivant ces deux cas -f-

1

ou — 1 et peut par consequent etre exprirae par (— 1)*^''"^^. Substituant cette

expression dans requation precedente et se rappelant que \(^p— 1) est pair, il

viendra:

q+hVp = 2^^'P+'^smP—-sin2''—---sm(A(p— !))'-•
'

p p
^''^i- " p

II resulte de requation (5) que Tentier (j est divisible par p; en mettant donc

pk a la place de g. on aura:

(6) h^'—pF = — 4,

h+k}/p = " ^ sinl'— sin2'— •••siD(Kp— 1))'— = «•

Yp P P P

On voit donc qu"il existe des entiers h et k tels que:

h'—pP = —4,

et que ces entiers peuvent generalement etre exprimes par Jes fonctions circu-

laires. car Ton conclut facilement des equations precedentes:

a 2
,

1 fa 2\

Pour passer a l'equation:

t'— pu' = 1,

il faudra distinguer le cas oü p a la, forme 8^<-|-l et celui oü p = 8,w-|-5.

44*
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Dans le preniier de ces deux cas, h et k seront evidemment pairs l'nn

et Tautre et Ton aura:

d oü 1 on coiicliit:

les parties rationnelles et les coefficients de Vp etant egales separement.

Lorsque p est de la forme 8,/<-l-5, h et k seront impairs l'un et l'aiitre.

En posant alors:

et par consequent:

h' = P-{-r>plik\ k-' = o/)H-+pk\

011 aiii-a reqiiation:

h'-'-^pk" = —41

11 est t'acile de voir que les nombres h' et k' sont l'un et Fautre divisibles par 8.

II suftit, poLir s"en assnrer. de les mettre, en ayant egard a l'equation (6) sous

cette antre forme:

h' = 4h(pk'—l), /,' = 4;(/('+l).

L'equation precedente deviendra donc:

d'oii Ton (leduit la Solution de l'equation f-— pv'- = 1, on posant, coninie

])lus haut:

Considerons en second lieu le cas oü p est de la forme 4^+ 3. Dans

ce cas. les coefficients des termes a egale distance des extremes 2,t-'''~'^ et —

2

du ])olvn6nie }' ont les memes valeurs numeriques avec des signes opposes, de

Sorte (ju'on pcut mettre ce polynöme sous la forme:

Y = 2(.r"'— l)+aA-(.r"'--'— l)-i-6Ä''-(.c"'~'— !)+••.

en posant pour abreger >ii = -^(^p— !)•

I'it coninie. cii attribuant a rindeterminrc .r la valeur particuliere \ — 1, on a:

a;i(x"'-^—\) = l-\-Y--\, .r'(ar"'-«— 1) = H-/-^, etc.
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ou:

.r"'— 1 =—(1— ]/-^), a:(a;"'-"'—l)=l— Y^^l,

^2(^."-4_i)^ l_|/Z:i^ .«^(.s™-«— 1) = — (1— l/ZTi)^ etc.

suivant que m a la forme 4« + 3 ou 4,m+ 1, c'est-ä-dire , suivant que p a Ja

forme 8,hh-7 ou 8^+ 3, on voit que le polynöme Y deviendra selon ces

deux cas

:

,f(i+]/=i) ou ^(i-yiTi),

g designant im entier reel. Quant ä Fautre polynöme Z dont les coefficients

egalement distants du commeucement et de la fin sont egaux, on trouve d'une

maniere toute semblable qu'il se reduit, pour x = V— 1, a la forme /i(l

—

V— 1)

ou h celle-ci: h(l-h]/— 1), suivant qu'on a j) = 8,«+ 7 ou p = 8^+ 3, h de-

signant pareillement un entier reel.

II resulte de lä et de ce que Ton a evidemment A' = V— 1 po'ir x = V— 1,

que l'equation:

4X = Y'-hpZ'

deviendra dans eette meme supposition:

ff'-(i±Y^iy-^phxizpy^iy = aY^i.

les signes superieurs ou inferieurs ayant lieu suivant que j) a la forme 8,u-|-7

Oll 8,a+ 3.

L'equation precedente est äquivalente k celle-ci:

(7) .</'—?'/'' = ±2,

qui est done toujours rc%oluble et de laquelle on passe facilement ä requation

t-—pir = i en posant:

(f/+Wpy = 2t+2uyp,

oh t et » seront des entiers, (j et h etant evidemment impairs. Pour exprimer

ensuite 7 et li par des fonctions circulaires, Ton posera .r ^ ]/— 1 dans Fequa-

tion (4) et Ton combinera le resultat de cette Substitution avec l'equation (7).

On voit que la Solution que Ton vient d'indiquer, n'est qu'un corollaire

tres simple du theoreme du ä M. Gauss et d'apres lequel le polynöme 4A'

peut toujours etre mis sous la forme Y-^pZ-, p> etant un nombre premler.

Pour etendre la meme Solution au cas general oü p est un nombre compose,

il faut donner une plus grande etendue au theoreme cite. Cette generalisation

ne presente aucune difficulte et peut se deduire des principes sur lesquels re-
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pose Tanalyse de M. Gauss. C'est poiirquoi je me contenterai crindiquer le

resultat pour le cas d'un nombre compose de deux facteurs premiers.

Les lettres p et q designant deux nombres premiers impairs differents,

on trouve que la fonction entiere:

peut encore se mettre sous la forme:

Y et Z designant toiijours des polynumes, dont tous les coefficients sont des

entiers, et le signe siiperieur ou le signe inferieur ayant lieu suivant que le

produit 2^5 a la forme ifi-i-l ou 4,« + 3. Cette decomposition resulte, comme

dans le cas particulier d'un seul nombre premier, de la distribution en deux

groupes des racines de l'equation que l'on obtient en egalant Texpression (8)

ä zero.

Voici un exemple de cette decomposition. Faisant p = 3, q = H,

on aura:

(.«'— IX^"— 1)

Z = .c''+x' -i-2x'-h2x'+j;'-hx.
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ÜBER DIE BESTIMMUNG ASYMPTOTISCHEß GESETZE
IN DEE ZAHLENTHEOEIE.

[Auszug aus einer iu der Akademie der Wissenschaften

am 8. Februar 1838 gelesenen Abhandlung.]

Es ist eine bekannte analytische Erscheinung, dass Functionen, deren

Form um so zusammengesetzter wird, je gi-össer die Werthe sind, welche die

unabhängige Veränderliche erhält, in vielen Fällen ungeachtet dieser scheinbar

unaufhörlich steigenden Complication mit stets wachsender Regelmässigkeit sich

ändern, so dass es einen einfachen Ausdruck giebt, der sich einer solchen

Function immer inniger anschliesst und ihren Gang ungefähr so bezeichnet, wie

eine Curve den Lauf einer andern darstellt, deren Asymptote sie ist. Man
kann, auf die Analogie mit der Geometrie gestützt, eine solche einfache leicht

zu übersehende Function das asymptotische Gesetz der complicirteren nennen,

nur muss man das Wort „asymptotisch" im allgemeineren Sinne nehmen und

auf den Quotienten beider beziehen, welcher als der Einheit unaufhörlich sich

nähernd anzusehen ist, während ihre Differenz nicht nothwendig ins Unendliche

abnimmt.

Das älteste Beispiel eines solchen asymptotischen Gesetzes .bietet der

merkwürdige Ausdruck:

2-"

dar, welchen Stirling zur genäherten Bestimmung des mittleren Binomial-

coefficienten einer sehr hohen geraden Potenz aus dem früher von Wallis ge-

fundenen unendlichen Product für n abgeleitet hat. Spätere Untersuchungen

haben eine Menge ähnlicher Resultate ergeben, die besonders für die Wahr-

scheinlichkeitsrechnung sehr wichtig geworden sind.

G. Lejeune Dirichlet's Werke. 45
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Die Existenz asymptotischer Gesetze ist nicht auf analytische Functionen

beschränkt, sondern kann auch noch stattfinden, wo ein analytischer Ausdruck

ganz fehlt, wie dies gewöhnlich bei den Functionen der Fall ist, welche sich

auf Eigenschaften der Zahlen beziehen. So hat namentlich Legendre durch

Inductiön eine sehr merkwürdige Formel gefunden, welche auf eine sehr genä-

herte Weise die Anzahl der Primzahlen ausdrückt, die eine gegebene Grenze

nicht übersteigen. Die Disquisitiones arithmeticae enthalten ebenfalls mehrere

höchst interessante Ausdrücke ähnlicher Art, welche der Theorie der quadra-

tischen Formen angehören und die mittlere Anzahl der Classen luid Ordnungen

solcher Formen in Function der Determinante darstellen. Für diese Ausdrücke

ist aber bisher ebenso wenig als für die LEGENDRESche Formel ein Beweis be-

kannt geworden.

Die der Akademie vorgelegte Abhandlung hat den Zweck, mehrere Me-

thoden zu entwickeln, welche bei Untersuchungen dieser Art in vielen Fällen

mit Erfolg benutzt werden können, und deren Anwendung ausser verschiedenen

andern Resultaten auch die LEGENDRESche Formel und einige der von Gauss

mitgetheilten ergiebt. Wir müssen uns in diesem Auszuge darauf beschränken,

von einer dieser Methoden ein Beispiel an einem Problem zu zeigen, welches

bisher nicht behandelt worden ist und sich auf die Theorie der Theiler bezieht.

Bezeichnet h„ die Anzahl der Divisoren von n (1 und n selbst mitge-

rechnet), so ist b„ eine sehr unregelmässig fortschreitende Function von n, die,

obgleich im Ganzen mit n iiber alle Grenzen hinaus wachsend, dennoch unend-

lich oft sehr kleine Weiche wie 2, 3, ... annimmt. Betrachtet man aber statt

dieser Function ihren mittleren Werth, diesen Ausdruck in dem Sinne genommen.

wie derselbe in den Dlsq. arith. pag. 515^) definirt ist, so verschwindet die

Unregelmässigkeit, und dieser mittlere Werth wird eines asymptotischen Ge-

setzes fähig.

Zur Bestimmung desselben betrachte man die unendliche Reihe:

hQ^b-iQ"^^ h^,,"" -}-••• =./((?),

welche, wie schon Lambert bemerkt hat. auch in folgender Form dargestellt

werden kann:

e-

1— e 1—?'- 1— e" = /(?)•

IS' Werke, Band I, S. :163.
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Die Summe dieser Reihe bleibt endlich, so lange p ein echter Bruch ist,

und wächst über jede Grenze hinaus, während sich p (welches als positiv be-

trachtet wird) der Einheit nähert. Setzt man:

Q = e-"

und drückt die Reihe durch ein bestimmtes Integral aus, so findet man leicht,

dass dieselbe für unendlich kleine positive Werthe von a durch den einfachen

Ausdruck:

C1
1 (^\— log —

a \ a /

dargestellt wird, in welchem C die bekannte EuLER'sche Constante bezeichnet,

deren Werth:

0.5772156649

ist.*)

Man übersieht bald, dass zwischen dem vorhergehenden Ausdruck, der

den Grad der Schnelligkeit des Wachsens der Function:

ausspricht und als ihr asymptotisches Gesetz für abnehmende Werthe von a

anzusehen ist, und dem mittlei-en Werthe des allgemeinen Coefficienten b„ ein

nothwendiger Zusammenhang stattfindet. Eine genauere auf die Eigenschaften

der bekannten Integrale:

r(k) = f e-^^*-'(7.r, r'(k) = ("e—.r*-Mog>r</.r

gegründete Untersuchung ergiebt dann für das asymptotische Gesetz von b„ den

Ausdruck:

logw-l-2C.

Summirt man diesen von n = 1 bis n = n, so erhält man für das asymptotische

Gesetz der Summe:

bi-hb-H h6„

die Formel:

welche eine sehr grosse Annäherung gewähi-t.

*) Institutioues calculi differeatialis, Caput VI, 143, p. 444.

45'
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Man erhält z. B. für Ji = 100:

6i+6j-i hb„ = 482

Lind:

(n+i)\og7i-hn-i-2Cn = 478,2,

für n = 200

:

bi-hl>-2-\ hbn = 1098

und

:

(n->ri)\og7i-hn+2Cn = 1093,2.

Wollte man statt der mittleren Anzahl die mittlere Summe der Divisoren

von 11 bestimmen, so müsste man statt der LAMBERT'schen Reihe die folgende

betrachten:

'
'

'' -++ -^- -
(i-e)2 ^ (i-Q^-y (.i-Q-7

welche, wenn man sie nach Potenzen von p entwickelt, in ihrem allgemeinen

Gliede:

die Summe der Divisoren von n zum Coefficienten hat. Aehnliche Betrachtungen

ergeben für den mittleren Werth dieses Coefficienten den asymptotischen Aus-

druck:
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Süß L'USAGE DES SERIES INFINIES DANS LA THEORIE
DES NOMBßES.

Qiie tonte Progression arithmetique dont le preniier ternie et la raison

-ont des entiers sans diviseur commun. renferme une inlinite de nombres pre-

luiers. c'est une proposition qui se presente, pour ainsi dire, d'elle-meme, mais

dont la ddmonstration rigoiireiise n'en est pas moins sujette ä de grandes diffi-

cultes. L'illustre Lkgendre qiii Va employee comme lemnie dans difFerentes

recherches et particulierement pour etablir la belle loi de reciprocite qu'il avait

decouverte entre deux nombres premiers impairs quelconques, s'est aussi attache

h en donner la demonstration qui etait en effet ä desirer, a cause des nom-

breuses applications dont la proposition est susceptible. Cette demonstration

dont le principe est tres ingenieux. ne senible pas coinplete; en la considerant

avec beaucoup d'attention, on reconnait que l'auteur y fait usage d'un theo-

reme qu'il ne fonde que sur l'indnction, et qui n'est peut-etre pas moins diffi-

cile a prouver que la proposition que l'auteur en deduit. Du moins les tenta-

tives que j'ai faites pour completer les i-echerches de Legekdre, ne m'ont pas

reussi et j'ai ^te oblige de recourir ä des moyens tout ä fait differents. Je suis

])arvenu a etablir la proposition dont il s'agit, en m'appuyant sur les proprietes

d'une classe de series infinies, qui ont beaucoup d'analogie avec Celles qu'EüLER

considere dans le chap. XV. de son Introd. a l'Anal. de l'inf. Depuis que j'ai

ecrit le Memoire qui eontient cette demonstration*), et qui paraitra dans le

volume de l'Academie de Berlin, actuellement sous presse, j'ai continue ä ap-

profondir les proprietes des series dont j'y ai fait usage. Ces nouvelles re-

cherches m'ont fait reconnaitre que la consideration des series de cette espece

constitue une methode tres feconde d'analyse indeterminee, et qui s'applique ä

des questions tres variees. En attendant que je puisse achever un travail

etendu sur cette matiere, je vais indiquer rapidement quelques applications

") S. 313 dieser Ausgabe von G. Lejeuue Dirichlet's Werken.
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iiouvelles de ce genre d'analyse. La niethode que j'emploie, me parait siirtout

meriter quelqiie attention par la liaison qu'elle etablit entre l'Analyse infini-

tesimale et l'ArithnietIque transcendante , et j'espere que sous ce rapport eile

pourra meme interesser les geometres qui ne s'occupent pas specialement des

questions relatives aiix proprietes des nombres.

La lettre q designant nn nombre preniier positif 4;/+ 3, les nombres

Premiers positifs impairs et differents de q seront de deux especes. Pour ceux

de la premiere espece que nous designerons generalement par /, on a suivant

la notation et un theoreme connus:

{^-)-(f)--
tandis que ceiix de la seconde espece. desio-nes par 9, sont tels que:

Soit de plus .y une variable continue et positive, assujettie h rester superieure ä

Tunite. Cela pose. on a evidemment ces trois equations:

(1)
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on voit tacilenient que le premier membre de requation (2) peut etre deve-

loppe on une serie de la forme:

(3) ^~,
le signe ^ se rapportant a toutes les valeurs positives et impaires de m qui

ivont qiie des iacteurs preiniers de l'espece /. et /u etant le nombre des divi-

seiii's Premiers iiiegaux de m.

Considerons maintenant les differentes formes quadratiques doiit ^ q est

le deterininant. Soient:

(4) a,r'-i-2l)a:i/-\-ci/', a' .c" -\-2b' ,l'i/-{-c' )/', . . .

ces formes, les eoefßcients extremes etant positifs et jamais pairs ä la fois,

c'est-ä-dire les formes qui constitnent ce que M. Gauss appelle genus positivum

proprie priinitivum.

Dans cette enumeration des formes quadratiques, nous adoptons la classi-

tieation de M. Gauss, c'est-ä-dii-e que nous regardons comme differentes deux

formes qui ne presentent que ce que Fillustre auteur des Disquisitiones anth-

incticae appelle l'equivalence impropre. Lagrange, qui le premier a fait voir

que. pour un determinant donne, il n'y a qu'un nombre fini de formes diffe-

i-entes. eonsidere comme equivalentes deux expressions telles que:

ax'-{-2f)j:>/-{-cy^, a' x'^-\-2b' a;'y' -\-c'y",

loi'stjuon peut passer de Tune ä Tautre par une Substitution de la forme:

•c = a.e'+ ßy', y = Yx'+ dy',

les entiei's cc. ß. •/. d' etant tels que ad'— /)'/^±l. Cette condition est en

effet süffisante pour que les deux formes representent les memes nombres.

Neanmoins. il y a de l'avantage a ne regarder les deux formes comme com-

pletement equivalentes que dans le cas, oü il y a une transformation de Tune

daiis Fautre pour laquelle on a ceä— ßy=-^l. En adoptant cette notion

de requivalence propre, on simplifie singulierement un grand nombre de re-

cherohes et Ton conserve la concision dans beaucoup d'enonces qui, faute d'y

avoir egard, se trouveraient surcharges de restrictions. II y a meme des theo-

remes qui paraissent isoles et i-estreints aux determinants qui remplissent cer-

taines conditions, dans la maniere ordinaire de considerer les formes qua-

dratiques, tandis qu'ils ne se pi-esentent que comme des cas particuliers de pro-

prietes generales communes aux formes de meme determinant quelconque, lorsqu'on

envisage les choses sous le point de vue de M. Gauss. On en voit un exemple

G. I. ejeuiie Diriclilet' s Werke. 46
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remarquable. si Ton rapproche le theoreme, demontre dans la Theorie de? nonilM-es

4. part. §. VI, de celiii qui fait Tobjet de Tart. 252 des Disq. aritli.

11 est d'ailleurs facile de passer de la Classification de Legender ä celle

de M. (tauss. Ce passage consiste simplement a attribuer l'un et Fautre signe

anx coefficients moyens, en exceptant toutefois quelques formes particulieres

qui ne se doublent pas et qui sont preciseiiient Celles qui troublent la cnncision

des propositions.

Supposons que. dans Fune quelconque des formes (4). on attrilnie aux

indeterniinees .r et y des valeurs positives ou negatives, premieres entre elles

et telles que la valeur correspondante m du trinome soit impaire et non-divi-

sible par q. II resulte des theoremes connus que m n'aura que des diviseurs

Premiers de Tespece /. Reeiproquement, un nombre quelconque m qui n'a (pie

de pareils diviseurs. peut toujours etre exprime par une ou par plusieui-s des

formes (4). x et y recevant des valeurs sans diviseur comniun. et pourra Tetre

autant de fois par la totalite de ces formes qu'il y a d'unites dans la pnissance

2''^\ ft designant, comme plus haut, le nombre des diviseurs simples inegaux

de m. II suffit pour s"en assurer, de rapprocher les art. 180 1.. löö. In(i et

105 des Disq. orithm. On conclut de lä cette equation:

2" 1 1

?«' {ox'-\-2bxy-'rcy''y (a' .T'-^2b' xy-^c' y'^y '

cliacune des sommations indiquees dans le second membre setendant a tous

les systemes de valeurs positives ou negatives de x et y, premieres entre elles

et qui rendent le trinome oü elles sont substituees, impair et non-divisible par q.

En comparant Tequation precedente aux equations (2) et (3). on aura:

^ ^
n' \qj n' n-^ {ax--^-2bxi)-\-cy"y

Les termes du second membre peuvent prendre une forme plus simple. Le

premier de ces termes, par exemple, est evidemment equivalent a Texpression:

(ax'-{-2bxy-\- cy'y
'

la double sommation indiquee par ^', se rapportant ä tous les systemes de

valeurs positives ou negatives de x et ?/, qui remplissent la seule condition

de rendre le trinome impair et non-divisible par q.

Cette double sommation ne saurait etre eff'ectuee tant que la variable .v

reste ind^terminöe, mais le resultat devient extremement simple lorsque cette
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var'uible surpasse infiniment peu l'unite. En posant *'= l + p, p etant positif

et inliiiiment petit, et expriiuant la serie double par une integrale definie. on

trouve assez facilement, surtout si Ton s"aide de considerations geometriques.

que la valeur de la serie est;

c"est-ii-dire que le rapport de la serie ä Texpression precedente coiiverge vers

ruiiite. lorsque p eoiiverge vers zero. Ce resultat etant independant des coef-

ücients a, h, c. et ne renfermant que le determinant comniun a toutes les

Ibnnes (4), dont nons designerons le nonibre par li, on conclut que le second

niembre de l'equation (5) est equivalent ä:

•2q}/q Q
'

p etant toujours considere comine inüniment petit. D'un autre cöte. on s'assure

taeilenient que le facteur ^—^ du premier membre a pour valeur:

</-! 1

•Iq Q

tandis que Tautre facteur converge vers la limite linie —(-^l— On a donc

Tegalite:

7t \q J n n

Pour obtenir le nombre h, tout se reduit donc a deterniiner .S: a cet effet

multiplions par n>~V^~' ' ^^ viendra ainsi:

le signe se rapportant maintenant a toutes les valeurs entieres de' 7i, paires ou

impaires, ä partir de n^\, ä Texception de ceHes qui sont divisibles par q.

Pour effectuer cette somniation, nous aurons recours aiix belies formules de

M. Gauss. Designant generalement par a et 6 (il est sans doute inutile

d'avertir qu"il ne taut pas confondre cette signification des lettres a et b avec

Celle que nous leur avions donnee plus haut) les i-esidus et les non-residus

quadratiques de q nioindres que ce nombre, et par n un entier quelconque non-

divisible par q, on a:

46*
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^ . 2bn7T I » \ , —is

q q ' '1

les somniations se rapportant ä toutes les valeurs de a oii de h. En intro-

diiisant cette expression de (— ) dans reqiiatioii precedente, ü viendra:

Yq r, vv 1 2ann 1 . 2hnn
^ —^ 21— sin ^3— sin -

'-(f)l
q n q

q '

^

Les sominations se rapportent l'iine ä a ou h. Tautre ä », et 11 n'est plus ne-

cessaire maintenant d'excKire les valeurs de u divisibles par q. !e sinns s'eva-

nouissant pour ces valeurs particulieres de n. En commencaiit par la soin-

niation relative ä n. qui peut s'effectuer au moyen de requation connue:

2 n

qui a lieu tant que : reste compris entre et 2jt, ou aura:

et par suite. eii remarquant qu'il v a autant de valeurs de c que de b:

L'expression de /) de\'ieiidra doiic:

Le noiubre preuiier q peut presenter deux cas. S'il est de la forme 8;'-}-3. on a

( - I = — 1, et s'il est compris dans la forme 8*?-h7, (--l = -f-l. On a donc

pour le nonilire /( des formes quadratiques differentes dont le determinant est — q:

li = .-5
. q = 8r+ o ou h = , q = b v-h <

-

q q

Ce do'uble resultat s'accorde avec Feleiiant theoreme que M. Jacobi a

*; Ce theoreme et les theoremes analogues que nous ernploieioiis plus b.is, ont ete enonces dans

les Dis(j. arillim. art. o56 , mais la demonstration complete qui presentait de grandes difficultes ä cause de

rambigii'ite de signe du radical, n"a ete donnee que posterieurement par lillustre auteur dans un memoire

special. Comment. societ. Gotting. recentiores.- Vol. I')- J'en ai donne une autre, fondee sur des principes

entieremeut differejits. Voyez les Memoires de Berlin, annee 1835, ou le .Fournal de Crelle, toine XVII.-)

On pourra se convaiucre par les nombreuses applications que nous ferons de ces formulcs, coinbien il im-

portait de faire cesser Tambiguite du signe, qui affecterait egalenient tous les resultats que ces formulcs con-

courent ;i faire obtenir.

') flauss' Werke, Band II, 8.9. •) S. Ä"!? und S. 2.i7 dieser Ausgabe von G. Lejeune Diridiiet s Werkeu. K.
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enoiice. il y (lejii plusieiirs aniiees*). Pour faire coincicler les deiix resultats,

il faut remarquer cValiorcl que rillustre geometre a adopte la Classification de

Legendre, de soi-te que le nombre des formes qii'il designe par J\\ est tel qa'on

a h = 2iV— 1. En effet, parnii les formes du determinant — q, il n'y a qu'une

seule forme ambigue (jiii est X'-i-qi/. et qui ne se double pas en passant de

la Classification de Legendre a celle de M. Gauss. En second lieii, il faut

faire attention qne dans le cas oü q est de la forme 8i'-|-3. M. Jacobi con-

sidere des formes k coefficient moyen impair. comme Legendre Tavait deja

fait dans sa Table, ce qui reduit le nombre des formes au tiers.

Si l'on somme la serie ^' sans introduire le facteur ~rT^~~ ' ^^ '*^'"

rive a cet autre resultat plus simple que le precedent:

h = A— B = 2.1— i((/— 1).

oü ^ et ü designent respectivement combien il y a de residus et de non-

residus quadratiques de q moindres que \q.

Soit ^; un nombre premier 4 /'-hl. Tunite exceptee. et partageons en

deux classes les norabres premiers impairs et differents de p. Designons gene-

raleraent par / ceux pour lesquels on a

:

(7-)-(;t)(-')--i,

et par ij ceux qui satisfont k la condition:

Ou aui-a alors, comme dans le cas dejk considere:

u^ n ^
- = ^1-

1—^ 1—

L

n^^
^

^

n

-^- = ^(- 1)"^ (^) i,,

/' f

*) Observatio arithmetica etc. Vol. IX. du Journal de Ckelle. Voyez aussi le compte reiidu des

seanees de rAcadetnie de Berlin, Oct. 1837. ain.si que les Disq. arillim. art. 306, X et surtout la note rela-

tive ä cet art., ä la fin de l'ouvrage. ou M. Gauss annouce des recherches sur le meine sujet, mais qui

ii'oiit pas ete publiees jusqu'ä present.
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et par suite

:

1 1

n-' 1 11" ^ \p / n"

le signe ^ se rapportant aiix valeurs de a iiiipaires et non-divisibles par p, ä

])artir de » ^ 1. Cette equation prendra coinnie precedemmeut cette autre forme:

(6) ^\.^^ = ^\.^i-lj^{^)-\,
^ '

n-' wi' iV \p J n'

m desigiiaiit tous les noinbres impairs qui n'ont (pie des diviseurs premiers de

Tespece /', et ,/< le nombi-e de ces diviseurs premiers inegaux. On a par suite:

(7) v 1
, V' 1 ^... = -I^^-li-l^^i"]-^-

Oll le preniier menibre a autant de ternies qu'il y a de formes pour le deter-

miuaut — p. et les sommations indiquees par ^' s'etendant ä tous les systemes

de valeurs positives ou negatives de x et y, qui rendent le trinome sous le

signe de sommation premier k 2p. En faisant s = l-hp, et designant par

h le iiombre des formes, le jjremier membre deviendra:

•2p^^p Q

et Ton aura en meine temps:

On conclut de lä:

71 \p ) n n

Pour obtenir la serie (pii entre dans cette expression de A. nous aurons recours

ä la formule de M. Gauss:

1tlanix „ tbmt in\-,i~
2^cos =

l
— Vi'-

p p y p '

dans laquelle n est un nombre quelconque non-divisible par p. et les somma-

tions s'etendaut ä tous les residus quadratiques a ou ä tous les non-residus

quadratiques /; de p qui sont moindres que ce nombre premier. Au moyen de

ce tlieoreme, il viendra:

,/- c »-^^ .N-?" 1 2ann ..„. ,,"7' 1 2bnn
Vp.S = 2Jr— 1)

•' - cos —22(— 1) - - cos
,'-^ ^ ^ n j) n p

Oll il est permis de ne plus exclure les valeurs de // divisibles par p, car il est
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t'acile de voir qn'on introrluit ainsi les meines termes etrangers dans chacune

des deiix series doubles qiii sont precedees de signes opposes. La sommation

relative ä v pent etre ettectuee an moyen de la foi-mule conntie:

,(.) = 2T-1)'^^*),

dont le premier membre est iine tbnction dlseontimie de -. et (jui a respeetive-

nient pour valeur ^n, — 171. ou ^71 selon qiie z est eoinpris entre et ^n.

entre ^tt et -i}^: t' enfiii entre ^n et 2n. Si donc 011 desigiie par ^4, A, A"

les nombres des valeurs de a comprises entre et l/;, ^p et ^p, ^p et p, et

par B. B', B" les nombres analogues relatifs aux valeurs de h, l'expression de

S deviendra:

4]//)

et comme Ton a en vertu de proprietes connues du nombre premier p:

A = A'\ B=B", A+ A'+A" = B-irB'+B" =\{p— \\

on conclut:

S = ^^{A-B).

On a donc cette formule tres simple pour determiner le nombre h des foi-mes

quadratiques dont le determinant est —p:

k = 2(A— B) = 4A—ir(p—l).

On sait que ces formes sont de deux especes. les unes ne representant que des

nombi'es impairs Af-hl. et les autres que des nombres impairs 4i'-{-3. De-

signons par k et / les nombres des formes qui appartienneut respectivement au

premier et au second de ces deux genres. Pour determiner k et /, on remar-

quera que l'egalite (6) reste exacte, en y modifiant les signes comme il suit:

L'equation qui en derive et qui est analogue ä l'equation (7), ne differe de

cette derniere qu'en ce que les series doubles designees par 2^' , sont precedees

du signe — , lorsque la forme quadratique qui sV trouve sous le signe ^'

,

appartient au second genre. On aura donc, en posant toujours 5= l-|-{):

(k-l)-
2pVp ?

*) Theorie analytique de la chuleur, p. 175.
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poiir la valeiir du preniier membre . et eomme le second inembre reste c'vi-

demment liiii. on conclut:

h-~l = 0,

CO (jui donne:
k=l = A^B = •2A~\{p— \).

Les deux genres contiennent donc chaciin le meme nombre de tbi'nies.

Ce resiiltat renferme le theoreme deja cite de la Theorie des Nombres.

Ell eftet, lorsque p est de la forme Sr+l, les deux tbrmes ambiüues:

qui ne se doublent pas en passant ä la Classification de M. Gauss. a]i]iartieniient

l'une et Tautre au pi-emier genre. On a donc, entre les signes de Legendre

et ceux que nous venons d'employei". ces relations:

/.• = 2 (iV— 2)+ 2, / = 2 .V,

iroü Ton conclut M=^N-\-l.

Par nne analyse entierement semblable k celle (jue nous avons appliquee,

dans ce qui precede, aux determinants — q et — p. on peut obtenir le nombre

des formes quadratiques dont le determinant est un nombre quelconque. positif

on negatif. preniier ou corapose. On trouve ainsi les theoremes suivants:

^q etant toujours un nombre preniier 4r-|-3, designons par .4 et par

B respectivement combien il y a de residus et de non-residns quadi-atiques de

q entre les limites \q et -3-^. Cela pose. le nombre des tbrmes dont le deter-

minant est — 2q. sera exprime par:

2{A-B),

ces formes etant d'ailleurs egaleinent reparties entre les denx genres qui existent

ponr ce cas."

_/j etant un nond)re preniier 4i'+l. soient A et R respectivement les

nombres des residus et des non-residus quadratiques compris entre et ^p;
soient de meme A' et B' les nombres des residus et des non-residus qui tombent

entre ^p et l/j. Cela pose, le nombre des formes quadratiques, ayant — 2p
pour determinant, sera exprime par:

•1{'\—B—A'+B'),

ces formes etant d'ailleurs egalement reparties entre les deux genres."

.Les lettres p et q conservant la signification precedente, designons ge-

neralement par a les nombres inferieurs et premiers a pq, qui sont tels que

(-| = ( —
J,

et par h les nombres analogues cjui reniplissent la condition
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(--j = —(—-)• Celii pose, Texpression du noinbre des formes qnadratiques

dont le determinant est — pq, sera:

ou 6
pq pq

Selon que Ton aura pq^l ou ^3 (mod. 8), ces formes etant toujours egale-

nient partagees entre les deux genres.'" (Ce theorerae est susceptible d'un

autre eiionce plus simple, conime cehii donne ci-dessus pour le determinant — q.)

Et ainsi de suite.

Lorsque le determinant est un nombre positif T), Tanalyse qui fait con-

iiaitre le nombre des formes quadratiques differentes, exige une attention toute

particuliere a cause des nouvelles conditions auxquelles il faut avoir egard dans

k's sommations doubles que nous avons designees par JS". Ces conditions qui

s'ajoutent :i Celles qui ont Heu pour les determinants negatifs, consistent 1", en

ce que les valeurs de x et de // doivent etre choisies de maniere ä rendre le

ti-inome a.f -\-2hxy -hcy' positif. et 2^ en ce qu'il ne faut employer qiTun seul

des systemes de valeurs de x et de y, en nombre intini. qui se deduisent les

nns des autres, au moyen des formales:

x' = .rf— (bx-\-cy)u. y' ^ ijt-'i-(fi,v-i-i>y)u,

t et i( designant tous les nombres positifs ou negatifs satisfaisant a requation

:

(8) f'—Du- = 1.

Cette civconstance introduit dans l'expression de la serie double le facteui-:

iog(r+L'i,'7>),

T et U designant les plus petits nombres (h Texception de 1 et 0) qui resol-

vent l'equation precedente, en sorte que ce logarithme joue ici le meine role

que le nombre n dans le cas des determinants negatifs. D'un autre cote, la

Serie analogue a Celles que nous avons designees par:

^Wl et ^(-lf-"('*-)^,
\q J n \p J n

et que renferme l'autre membre de l'equation, sera egalement exprimee par un

logarithme tel que log(T"-|- U'VD), T' et U' etant la Solution de l'eqpation (8),

qui se deduit de l'application des fonctions circulaires.*) Or, on a en vertu d'un

*> S. .S43 -dieser Ausgabe von Lejeiiiie Dirichlet's Werken. K.

Ci. Lejeune Dirichlet's Werke. 47
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theoreme connu

:

r'+t/'v7^ = {T+l]]fD)\

'/. etant uii eiitier et par conseqnent:

;.
= log(y'+t/'|/^)

log(T+ C/yD")

C'est doiic de cet entier X qiie (lepeiid le iioml>re des formes. mais Tex-

pression de eette dependance presente qiielque legere difference selon les diffe-

rentes tbrines dont le deterininant l) est snsceptible.

L'analyse (|ue iioiis veiions d'iiidiquer d"iine maniere rapide, eii meine

temps qu'elle determine le noinbre des fornies. a lavantage de simplitier singu-

liereinent plusieurs theories tres importantes deja coiiniies. mais qiii n'avalent

ete etahlies que par des methodes tres compliquees. De ce genre sont celles

qui sc resiimeiit ilans les beaux theoremes demontres jjar M. Gauss dans les

art. 252. 2G1 et 287, III. des Disq. arith.. et dont le dernier surtoiit exigeait

jusqu'k present le concours d'iui grand nombre de recherches tres etendues.

(Voyez la fin de l'avt. 287.) Ce menie theoreme resulte aussi d'une combi-

naisoü tres simple de la loi de reciprocite avec la proposition sur la progression

arithmetiqiie, mais ce moyen de demonstratio!! ne differe pas au tbnd de celui

qiie nous venons d'indiquer. du moins lorsque. pour etablir que toute pro-

gression arithmetique renferme une infinite de nombres premiers. on a recours

anx series, comme nous Tavons fait dans le memoire cite plus haut.

Les theoremes qui determinent le nombre des formes quadratiques, ren-

f'erment implicitement un gTand nombre de propositions qui peuvent s'enoncer

iudependamment de la theorie de ces formes, et qui seraient peut-etre tres diffi-

ciles a demontrer sans le secours combine de nos series et des formules de

M. Gauss. II resnlte, par exemple, de ce qu'on a vu plus haut que pour un

nombre premier ^ = 4i'-)-3, la somme des non-residus quadratiques surpasse

tonjours celle des residus*), que pour uu nombre premier /* = 4<'-+-l. il y a

toujours un plus grand nombre de residus que de non-residus. moindres que

\l), etc. On peut encore augmenter le nombre de ces propositions, les series

*) On a encore A > B, A et, ß designanl comme ci-dessu.s combieu ü y a de residus et de non-

residus de 9, au-des.sous de ^j. Dans un article du Bulletin de M. de Feri;ssa<^ (Mars 1831, )>. 137), oi'i

M. Cacciiy enonce un theoreme tres rcmarquabie sur les nombres premiers 4>'-|-3, ce celebre analyste

distingue deux cas selon que A> B o\x A <. B. Ce i|u"on a prouve plus haut, montre que le second cas

ne saurait avoir Heu et fait cesser Tindeterraination (|ue le tlK'oreme de M. Cacciiy semblait presenter.
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qiie noiis avons considerees etant susceptibles rFetre sonimees dans plusieurs

cas Sans que Ton y suppose s = 1. C'est ce qui arrive. par exeiuple. poiir la

Serie ^1 — )—ä"- 'f signe ^ se rapportant a toutes les valeurs entieres de )i.

a partir de « = 1, a Texclusion de Celles qui sont divisibles par p. En effec-

tiiant cette soinmation, on arrive a la conclusion que pour un nonibre premier

p = 4*'+l, Oll a toujours ^a^'^^lr.

Des considerations du meine genre peuvent aussi servir h faire cesser

riiideterniination que presentent les forinules qui donnent une Solution de l'equa-

tion t'-— Du- ^ 1. au moyen des fonctions circulaires, et qui ont ete publiees

par M. Jacobi et par moi*). Pour en donner un exemple. supposons D = p.

On a alors:

yp V ) yp p

le isigne 11 se rapportant k toutes les valeurs de a ou de b, et les entiers h

et k satist'aisant ä I't'quation:

fr—pk' = — 4.

II y a des questions qui exigent qu'on connaisse les signes dont les valeurs

de k et h, tirees des equations precedentes. sont affectees.

II est evident que la valeur de /• est positive, mais la determination du

signe de /; presente des difficultes. Pour y parvenir. on remarquera que h

sera positit" ou negatif. selon que le rapport:

hYp—h

sera superienr ou inferieur a l'unlte. Tout se reduit done ä vojr si

logfife^)
ykyp—h J

est positif ou negatif. Le developpement en serie donne:

lüo' —M= = — .5^- 2^(? V —Ee >'

'yk-yp—h

)

n\ y

*) Compte rendu de TAcademie de Berlin, Octobre 1837. Tome XVII du Journal de Crelle. ')

') .S. ."MS dieser Ausgabe von G. Lejeune Dirichlet s Werken. K.
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la soinniation relative ä ii s"eteiidant ä toiites les valeiirs entieres et positives.

Ür. la (lifference:

s'evanouit lorsque ;i est divisible pary;: dans les aiitres cas eile devient. par les

formules de M. Gauss. (— jl'yj. On a donc siinpleinent:

Oll il faat exclure les valeurs de /; divisibles par p.

La Serie renferniee dans le second membre etant la limite de.Ä.'( -| .

\ p J n^

lorsque v converge vers runite, et oette dernieiv pouvant se decomposer en

ime infinite de t'acteurs toiis positit's. coninie i! suit:

uh entre tonte la serie des nombres preuriers, le seid nondn'e p excepte. on

conc'lut que -Tl— 1- a nne valeur positive, et partant qne le signe de /; (ju"il

s"agissait de deterniinei-. est negatit".

Je terminei'ai cette note, en niontrant le parti qu'on pent tirer des series

precedentes
,

pour determiner les expressions-limites des valeurs moyennes de

eertaines fonctions tres irregulieres, relatives anx proprietes des nombres. (V'oyez

pour la definition des valeurs moyennes des tbnotions de ce genre, les Disq.

ai-itlim. art. 301.) Dans un Memoire reoemment lu a l'Acadenne de Berlin*),

ji' nie suis attache ä etablir quelques prineipes desquels on ^iiwt deduire ces

expressions-limites ou lois tinales, dont la connaissance est tres utile dans difFe-

rentes recherches. J"ai tait rapplication de oes prineipes a la demonstration

de la formnie' remarquable**) qne Legkndkk a donnee pour exprinier d'ime

maniere ti"es approcliee combien il y a de nombres preiniers au-dessous d'une

liraite quelconque, niais tres grande, et k dautres questions du meine genre.

'Fai trouve, par exemple. que la fbrmule ti'es-simple:

log«-|-2C',

•) Compte rendu pour le inois ile Keviier ISys. ')

•*) qui n'est exacte (lUC dans son Premier teriiie, la veritable ox|)re>siüii-nmile i-taiit .1 -r—,— O*
log('.;

') S. 351 dieser Ausgabe von G. Lejeime nirirhlel's Werken. ') AnnierkuiiK v<.m Lejoune Dirirlilets Hnnd in iloni

an Gauss gescliickteit Exemplar. K.
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(' (lesigriHiit une constante connue (Euleri Calc. diff. p. 444), exprime avec

(rautant plus (l\'xactitude que /* est plus grand, la valeur raoyenne du noinbre

des diviseurs de Feiitier a, et qu"on a pareillement pour la soimne moyenne de

ces memes diviseurs:

Ces resultats ont ete conclus de la serie connue de Lambert et d'une

autre serie analogue. Ils pourraient aussi se deduire des series considerees plus

liaut. Voici niaintenant un nouveau resultat qu'on tire de ces dernieres series.

Soit fQi) la t'oMction de u. qui indique de combien de manieres le noinbre /(

peut se decomposer en deux facteurs premiers entre eux. On a, comnie Ion

sait, J'Qi) = 2\ X designant le nonibre des diviseui's premiers inegaux de ti.

Cela pose, on trouve facilement:

«' y(2s) '

oü Ton a fait <f(_'^)= 1 + "97 + öt H . et la soniination devant s'etendre k

toutes les valeurs entieres de n, a partir de /?= 1. En posant, comme plus

haut, s ^ \ -h^, et developpant le second niembre suivant les puissances ascen-

dantes de (>, il viendra:

La constante C est la uienie que ci-dessus, et C designe la serie:

log 2 log 3 , log

4

2^ ' 3^ ' 4^ ' '

Au nioyen de la methode developpee dans le memoire cite, on trouve sur le

chainp que Fexpression-limite de la valeur moyenne de f(ii) est celle-ci:

6 /, 126" ^^.\
-j lognH 5— + 26
TT V. TT I

Les formules remarquables que M. Gauss a indiquees dans les art. 301

et suiv. de son bei ouvrage, peuvent etre obtenues par une analyse du meme
genre. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d'obtenir la valeur moyenne

du nombre des genres pour le detei*minant — /?, nombre que nous designe-

rons par F(n). Si Ton compare l'art. 231, oü tous les caracteres complets

assignables « priori sont enumeres, avec les art. 261 et 287. oü Tillustre

auteur fait voir qu'il n'y a que la moitie de ces caracteres qui correspondent

a des genres r^ellement existants, on trouvera facilement les cinq ^quations qui
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suivent et dans lesquelles on a pose, pour abreger

1 1 /^ ,
1 1 1

ip(2s)

—4'

J_
4'

J_
2' ip(2s)

ip(2s)

V?

:2-ZW
11'

« = Sr,

« = 8v+4,

7j = 4)' 4-2.

n = 4rH-l,

7i = 4v-+-o,

les sommations se rapportant ä toutes les valeurs positives et entieres de n

comprises dans la forme lineaire indiquee ä cote. En faisant comme plus haut

5=l-l-p, on trouve que Texpression-limite de la valeur moyenne de i^(n),

est, suivant les cinq formes qu'on vient d'enumerer:

^ (log« -h—^ H-2C— fiog-i)

.

^. (log„+ il^- +2C-f log2)
,

\2C'
-i^(iog.

-^(log,.

-|^(log« tH
126'

2C+i]og2),

2r+41og2].

2 6 -Hl- log 2V

et conaiie sur huit entiers consecutifs quelcoiiques il y en a respectivement

1, 1. 2, 2. 2.

qui sont compris dans ces cinq formes

:

8v, 8r-|-4, 4v+2. 4r-f-l. 4r-f-3,

on conclut tjue Texpression-limite de la valeur moyenne du nombre des genres

pour un determinant — «, dont on ne designe pas la forme lineaire, est la

somme des expressions precedentes respectivement inultipliees par les fractions

J-. 7. #, -1, 4- On trouve ainsi:

126"
. .-,.

^('°"' 5g 2V

ce qui coincide avec le resultat de M. Gauss.

Berlin, au mois de mai 1838.

<
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SUR ÜNE yOlTELLE METHODE
POUR LA DETERMNATIO^^ DES INTEGRALES MULTIPLES.

[Communication faite dans la seance du lundi 4 f'evrier 1839.]

On sait que Tevaluation oii meme la reduction des integrales multiples

presente genei'alement de tres grandes difficultes, lorsque les inegalites de con-

dition qui definissent reteiidue des integrations, renferment ä la fois plusieurs

des variables. En ni'occupant de quelques questions de physique mathematique

qui dependeiit. en derniere analyse. de Fevaluation d'une classe d'integrales

multiples d'un ordi-e indefini, j'ai ete conduit ä une methode qui parait dirai-

nuer, dans beaucoup de cas, les difficultes dont je viens de parier. Cette me-

thode consiste simplement a multiplier l'expression qu'il s'agit d'integrer par

un facteur dont la valeur est egale a l'unite dans l'etendue que les integrations

doivent embrasser, et qui s'evanouit en dehors de cette etendue. L'expression

differentielle ainsi modifiee. pouvant etre integree entre des limites constantes

et tres simples, telles que U et oo, ou — oo et oo, la question sera le plus

souvent beaucoup plus facile a traiter. C"est ce procede que je vais appliquer

k quelques problemes particuliers. Pour premier exemple, je clioisirai la question

si celebre de l'attraction des ellipsoi'des homogenes. La methode appliquee ä

ce Probleme presente cela de remarquable, que la Solution pour les deux cas

dun point exterieur et dun point interieur, qu'on avait toujours ramenes du

premier au second, ou traites par des moyens tout-k-fait differents, resulte

d'une analyse uniforme, qui s'etend generalement k toute loi d'attraction pro-

portionnelle k une puissance quelconque entiere ou fractionnaire de la distance.

La meme analyse ramene ce probleme aux quadratures, lorsque la densite, au

lieu detre constante, est une fonction quelconque rationnelle et entiere des trois

coordonnees rectangulaires; mais, pour plus de simplicite, je supposerai la den-

site constante et egale k l'unite.

G. Lejeune Dirichlet's Werke. 48
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Soient x, y, z, les cooi'donnees crun point quelconque de la masse atti-

rante, a, h, c Celles du pohit attive. Posons: q- = (x— aj -^(\j— hj -^{z— cf

et soit la loi de lattractioii. la eonstante
i)

etant supposee comprise entre

2 et o. cas auquel il est facile de ramener tous les aiitres. Cela pose, la

question se reduit a determiner rintegrale triple:

(1) -7^///-^ ((J)'HI)=-(f)•=.)

dont le coefficient difFerentiel pris par rappoi-t ä a. donne la oomposante de Tat-

traction parallele ä Taxe des .r, que je designerai par J. Or. comnie l'integrale:

2 /""sin«) • ,— — cos(/wd(p
71 J w . J^ ^

est eo-ale a l'unite ou a zero. saivant que la eonstante positive g est inferieure

ou superieure ä Tunite, on conclut que rintegrale (1) est la partie reelle de

celle-ci:

les intefn-ations par rapport aiix variables .r. y, z pouvant niaintenant s'etendre

depuis — oo jusqu'a oo. Pour obtenir Fintegrale triple relative ä ces variables,

on exprimera la Iraction
^,_^

ou -,—
,.,,^_,) par une integrale definie, au moyen

de la formule comiue d'EuLER:

(2)
pv^/^^^'-\iu> = I(3)p:L

que M. PoissON a deniontree et c[ui suppose les constantes q et /• positives,

et de plus r<; 1- H viendra ainsi. en reinpla(,".ant p' par sa valeur:

n (p-i)r(Kp-i)) ^: 'P i

U designant. pour abreger, le produit de trois integrales simples, dont celle

relative k x est, en vertu d'une formule connue qui derive de requation (2):

•j/2 * a-ip+9

En substituant cette valeur et celles des deux autres integrales de forme ana-

logue, rempla(;ant ensuite la variable- <// par ime autre s teile que y' = , dif-

ferentiant par i-apport a a, et observant ipion a:

J 1/2 ' a-ip+'
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V5
Oll trouvera:

Cette expression devant etre reduite ä sa partie reelle, tont revient a avoir

Celle de:

eil posant. |K)m' abreger:

b'

Or. cette integrale en y reraplapant siny; par des exponentielles iiuaginaires,

sera immediatement donnee par l'eqiiation (2), en ayant soin d'observer que le

second ineinbre de cette equation doit etre i'emplace par:

r(/')g-^'-"V-'

(-7)'-
'

lorsque q a une valeur negative. On troiive ainsi que la partie reelle qii'il

s'agit d'obtenir est zero, ou:

r{\p— l)siu^p TT n 1

2(1— ff)iP^ ~ 2r(2— ^p) Ji-i:^)^^ '

siiivant que ö >> 1 ou ff << 1.

I. Si le point est interieur, on anra:

a' b" c"

« ß y'

et par consequeiit aussi f> <; 1, la variable s etant positive. II vieiidra donc:

(p-i)«'r(i(p-i))r(2-i7.)-J Jr _^^\v _^^Uj_^\ V ^?^s^ß'+~f^s)

II. Si le point est exterieur, on determinera la racine positive unique

/ de Tequation (7=1, et Ton aura evidemment a> 1 ou a<Cl. suivant que

s<iX ou 5 > /. L'expression de A sera donc, dans ce cas:

.
2a n^ r^ s^-ivds / a' b" c^ V-J''

' - (;,-ixr(i0>-i))r(2-4;.) l'jn^svr^^
'M\+^\

^^^+^~f+^~7+^J '

48*
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Si dans cette derniere expression on ecrit /.-t-s au lieu de .v. et qu"on fasse:

u'+ ?. = ct': «' = —^, ß'-i-/. = ß'-. b' = ^. y+ / = y'-. (' = _;-aß y

eile prendra la meme forme qiie dans le eas da point interieur, eonime cela

doit etre en vertu du theoreme des points correspondants, du ä M. Ivory,

et qui, comme M. Poisson en a dejä fait la remarque, s'etend ä toutes les lois

d'attraction en fonction de la distance. II est sans deute inutile d'ajouter que

Tanalyse que nous venons de developper, s'applique a toute integrale dont la

forme est semblable h celle de Fintegrale (1), et quel que soit le nombre des

variables qu'elle puisse renfermer.

Comme second exemple jindiquerai Tintegrale:

V = |.r—'/-•3'-'...</,r(/^(7r...,

(jui doit etre etendue a toutes les valeurs positives de ;r. ?/, z, . . . telles qu"on ait:

^)'-(|)'-(7)-

les constantes a, b. c, ... p. q, i\ ... a. ß. y, ... etant egalement positives.

Par une analyse toute semblable. on parvient a cette expression tres simple,

qu'on peut aussi obtenir par d'autres moyens. et qui renferme un grand nombre

de resultats relatifs aux volumes, aux centres de gravite. moments d'inertie. etc.:

V = «"/SV--- -(7)K{)Kv)-
vor... „(^ (i b c \'^ r(l+ — -t-—+ —-!-•

I

/' 1

En terminant, je ferai observer que l'integrale transformee que Ton ob-

tient au moyen du procede Indique, peut. dans beaucoup de eas, devenir in-

determinee, ä cause des limites Intinies. Pour eviter les difiicultes et meme

les inexactitudes que cette circonstance pourrait faire naitre. on aura recours

a Fartifice ingenieux dont MM. Poisson et Cauchy ont fait usage dans ditte-

rentes recherches, et qui consiste a remplacer Tintegrale proposee par une autre,

dont la premiere puisse etre consideree comme la limite, et qui reste complete-

ment determinee, lorsqu'on iui applKiuc la uiethode dont nous venons de donner

(juelques exemples.
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ÜBER EINE NEUE METHODE

ZUR BESTIMMUNG VIELFACHER INTEGRALE.

[Auszug aus einer in der Akademie der Wissenschaften

am 14. Februar 1839 gelesenen Abhandlung.]

Bekanntlich gehört die Bestimmung eines vielfachen Integrals oder auch

die Znrückführiing eines solchen auf ein anderes von einer niedrigeren Ordnung

im Allgemeinen zu den schwierigeren Problemen, namentlich wenn die Inte-

grationsgrenzen für die einzelnen Veränderlichen nicht constant sondern gegen-

seitig von einander abhängig sind, so dass der Umfang der Integrationen durch

eine oder mehrere Ungleichheiten ausgedrückt ist, welche mehr als eine Ver-

änderliche enthalten. Bei dei- Behandlung einiger physikalischen Aufgaben,

welche schliesslich auf die Bestimmung einer Classe vielfacher Integrale von

einei- unbestimmten Ordnung zurückkommen, wurde der Verfasser auf die Me-

thode geführt, welche den Gegenstand der Abhandlung bildet, und die nicht

nur die Werthe der Integrale ergiebt. auf die es bei der genannten Unter-

suchung ankommt, sondern sich auch auf viele andere Integrale von den ver-

schiedenartigsten Formen anwendbar erweist. Mit dieser Fruchtbarkeit vereinigt

die Methode einen so hohen Grad von Einfachheit, dass man sich in der That

wundern muss, dass dieselbe nicht schon früher auf ähnliche Untersuchungen

angewendet worden ist. Das Princip dieser Art der Behandlung vielfacher Inte-

grale, welche zwischen veränderlichen Grenzen zu nehmen sind, beruht auf der

bekannten Eigenschaft gewisser bestimmter Integrale, die von den in ihnen ent-

haltenen Constanten in verschiedenen Intervallen auf verschiedene Weise ab-

hängen, odei' mit anderen Worten, welche discontinuii-liche Functionen dieser
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Constanten darstellen. So weiss man z. B. . dass der einfache Ausdruck;

2 /* sm(p ,— cosocc ~ dw
jt J (p

'

der Einheit gleich ist. so lange g zwischen — 1 und -+-1 liegt, hingegen ver-

schwindet, wenn g ausserhalb dieses Intervalles fällt. Hat man nun ein drei-

faches Integral — und wir nehmen nur deshalb keines von einer höheren Ord-

nung, weil bei drei Veränderlichen dem Verfahren noch eine geometrische Deu-

tung zukommt, welche den Gang desselben anschaulich auszusprechen erlaubt —
welches über einen bestimmten Raum, z. B. über den von einer ellipsoidischen

Fläche begrenzten zu erstrecken ist, so darf man nur bemerken, dass, wenn

a. ß. Y <^'*? halben Hauptaxen dieser Fläche bezeichnen, welche der Richtung

nach mit den Coordinatenaxen zusammenfallen sollen, der Ausdruck:

(l)'-(f)-(t)'

unter oder über der Einheit liegt, je nachdem der Punkt (.r, y, z) innerhalb

oder ausserhalb des genannten Raumes liegt, um sogleich zu sehen, dass das

bestimmte Integral

:

if"^-((^)V(|)V(-:-)>^.

innerhalb des Ellipsoids die Einheit zum Werthe hat, ausserhalb aber ver-

schwindet. Multiplicirt man also den gegebenen Differentialausdruck Pdxdydz,

wo P irgend eine Function von .r, y, z bezeichnet, mit vorstehendem Integral,

so hat man nun bei der Integration auf die ursprünglichen Grenzen keine Rück-

sicht mehr zu nehmen, d. h. man kann die Integrationen nach den Veränder-

lichen .r, y. z zwischen .den constanten Grenzen — oo und oo ausführen, indem

offenbar durch den hinzugekommenen discontinuirlichen Factor die Elemente,

auf welche sich die Integration nicht erstrecken soll, von selbst herausfallen.

Alan kann das eben angegebene Verfahren mit zwei Worten so charakterisiren,

dass jedes über einen bestimmten Theil des Raumes, oder wenn man will, über

eine nach allen Seiten hin begrenzte Masse auszudehnende Integral sogleich in

ein anderes verwandelt werden kann, welches sich über den ganzen unendlichen

Raum erstreckt und mithin in den meisten Fällen viel leichter zu behandeln

sein wird, imrl zwar dathu'cli.
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benen liafanges der Null gleicli werden läsht. welcher Voraussetzung iaiuier

leicht durch einen discontinuirliclu-n F'actor genügt werden kann. Es ist über-

raschend, in welchem Grade durch diese Transformation, von welcher man auf

den ersten Blick sich wenig Erfolg zu versprechen versucht ist, die schwierigsten

Integrationen vereinfacht werden, und wie durch dieselbe Probleme, die auf

anderem Wege sehr verboroene KunstürifFe oder einen grossen Aufwand von

Rechnung erfordern, ohne Schwierigkeit und mit alleiniger Hülfe einiger längst

bekannter bestimmter Integrale gelöst werden können.

A'on den in der Abhandlung gegebenen Anwendungen dieser Methode

können hier nur einige der einfacheren kurz angedeutet werden. Als erstes

Beispiel wählen wir die Attraction der Ellipsoide, welches Problem die Mathe-

matiker so vielfach und mehr als irgend ein anderes der Integralrechnung be-

schäftigt hat.

Bekanntlich hat man bei diesem Probleme innner den Fall eines äusseren

Punktes auf den des inneren, welcher weniger Schwierigkeiten darbietet, zurück-

geführt, oder, wenn beide unabhängig von einander gelöst worden sind, so sind

für jeden ganz verschiedene Mittel in Anwendung gekommen.

Durch das obige Vei'fahren werden beide Fälle einer ganz gleichtVu'migen

und unabhängigen Behandlung fähig. Man hat erst dann einen Unterschied

zwischen beiden zu machen, wenn man das Resultat der Untersuchung in seiner

letzten und einfachsten Form aussprechen will. Ausserdem ist das \'erfahren

nicht auf die Voraussetzung beschränkt, dass die Attraction dem Quadrat der

Entfernung umgekehrt proportional ist, sondern bleibt auch für jede andere

ganze oder gebrochene Potenz der Entfernung anwendbar. Ebenso wenig

braucht die Dichtigkeit der anziehenden Masse constant vorausgesetzt zu werden,

sondern kann durch irgend eine rationale ganze Function der drei Coordinaten

x, y, z ausgedrückt sein. Der Einfachheit wegen soll jedoch hier die Dichtig-

keit als constant und der Einheit gleich angenommen werden.

Es seien ci. ß, y die halben Axen des Ellipsoides, u. h, c die Coordinaten

des angezogenen Punktes, x, y, : die irgend eines Punktes der anziehenden

Masse. Es sei ferner:

und — das Attractionso-esetz . wo n zwischen 2 und 3 lieoend angenommen

wird, weil ausserhalb dieser Grenzen das \'erfahren einige unl»edeutende Mo-

ti. Lejeiine Üirichlet's Werke. -19
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dificatioiien erfordert. Nun ist hekanntlieli die der Axe der x parallele Com-

ponente A der Attraction gleich dem nach a genommenen DifFerentialquotienten

des über das ganze Ellipsoid zu erstreckenden Integrals:

1 i'J.tidi/dz

m<l nach dem oben Gesaoten verwandelt sich dieses Inteoral in:

7t(p—1)
^j-!5^.,/c.,((i)V(i)V(-;,)'),^^

wo jetzt die Integrationen nach .r. i/. : von — oo bis cjo ausgedehnt werden

können. Die Rechnung wird sehr vereinfacht, wenn man statt dieses Integrals

das folgende betrachtet, dessen reeller Theil mit dem zu findenden zusammenföllt:

7t(p—l) J
(f

'*J' qp-^ '

Die Integrationen nach x. ij. z lassen sich in dieser Form nicht bewerkstelligen;

sie werden alier leicht ausführbar, weim man den Factor :- mit Hülfe eines

bestimmten Integrals so ausdrückt, dass die in q enthaltenen Coordinaten x, y, z,

wie in dem andern Factor, nur im Exponenten vorkommen. Man kann sich

zu diesem Zwecke der bekannten EuLEu'schen Formel liedienen:

(1) py^^'-'ip'-'dW rpO ±\rn]'-l

(±qy

in welcher r positiv und < 1 sein muss, und die oberen oder die unteren

Zeichen gelten, je nachdem q positiv oder negativ ist. Vermöge dieser Foi-mel

ist also:

Substituirt man diesen Ausdruck, setzt für q- seinen Werth und berücksich-

tigt, dass:

K/'-i)r(i(/'-i)) = r(Kp-hi))

ist, so erhält man:
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WO mit U zur Abkürzung das Product von drei nach .r, (/, j resp. genommenen

einfachen Integralen bezeichnet ist, von denen das erste:

nach einer belvannten Formel, welche leicht aus (1) folgt, den Werth hat:

VI
]jrp-

kSubstituirt man diesen Ausdruck und die beiden anderen von gleicher Form

und lierücksichtigt, dass:

V'

ist, so kommt:

Da die Ausdrücke im Exponenten und unter dem Wurzelzeichen homogene

Functionen von
(f,

xp sind, so sieht man sogleich, dass sich das Integral ver-

einfachen wird, wenn man statt einer der Variabein (p, xp, etwa statt i/'. ihr

Verhältniss zu der andern (p einführt. Man setze also:

xb = ~,
s

wo s die neue Veränderliche bezeichnet; dann werden die Grenzen für diese

oo und 0, und man kann dafür auch und co nehmen, wenn man dem ganzen

Ausdruck das Minus-Zeichen vorsetzt. Man erhält so, wenn man zur Abkürzung:

,jj, „ «^ b" c"

setzt

:

Die Differentiation nach a ergiebt den Ausdruck:

"
(

—

ds I
<f^'^

e ' sincfdip,«"«.-)
^V(.,^y(,^.)(,^..)

49*
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dessen reeller Theil nach Obigem die gesuchte Componente ^4 darstellt. Um
diesen reellen Theil zu erhalten, hat man nur den von:

zu suchen, welchen man sogleich findet, wenn man siny; durch Exponential-

grössen ausdrückt, und dann mit (1) vergleicht. Man gelangt so zu dem Re-

sultat, dass der reelle Theil dieses Ausdrucks Null oder:

^r(ip-l).sma-^— l),^.(l-.S)'-5" = ^-^__(l_.S)'-^^

ist, je nachdem >S> 1 oder .S <; l ist.

Um nun das Endresultat hinzuschreiben, hat man zu unterscheiden, ob

der angezogene Punkt (ci, b, c) ein innei-er oder äusserer ist.

I. Fiir einen inneren Punkt ist:

a' h-

also auch:

a--j-s ß--hs y -\-s

da .V positiv ist. Man erhält mithin:

A =

IT. Ist der Punkt ein äusserer, so hat man:

a' I)' C'
^r -4- -pr H- -^ > 1

.

tt- ß- y

Der Ausdruck N ist also > l für ä = 0. Da derselbe offenbar um so kleiner

ist, je grösser s ist, und für .s- = oo verschwindet, so giebt es einen und nur

einen positiven Werth u von s, für welchen S = 1 ist. So lange s <io ist,

wird offenbar N>1; ist hingegen s > a, so wird S'<:;1. Folglich hat man

das Integi*al nach .v nur von:

.s = a his x = oc

ZU nehmen, und man erhält:

"/(-„^)'('-7^)(-f)



ÜBER EINE NEUE METHODE ZUR BESTIMMUNG VIELFACHER INTEGRALE. 389

Für /) ^ 2 fallen diese Resultate mit den bekannten t'iii- das Newton^scIic Gesetz

geltenden zusammen.

Ein anderes Beispiel der Anwendung unserer Methode bietet das Inte-

gral dar:

jx''-^i/''-''z''-^...da:dyih...,

welches über alle den Bedingimgen:

.>o, ,:,o. .->o, .... (^)V{f)V(;)V...<,

genügenden Elemente auszudehnen ist, luid wo a, I>, c. . . ., a, ß, y, . .,

p, q. r. ... positive Constanten bezeichnen. Durch eine ähnliche, jedoch weit

einfachere Rechnung rindet man für dieses Integral den Ausdruck:

a"ß''Y' -m^Hi.)-
pqr (, a b c \

\ p q r )
r

p q

Es ist einleuchtend, dass durch dieses Resultat die Bestimmung des körper-

lichen Inhaltes, des Schwerpunktes und des Trägheitsmomentes einer grossen

Anzahl von Körpern auf einfache Quadraturen zurückgeführt ist.

Schliesslich ist noch zu bemerken, dass man dem oben beschriebenen

Verfahren durch gewisse Modificationen eine grössere Ausdehnung geben oder

die Anwendung desselben erleichtern kann. Eine dieser Modificationen, welche

sich sehr leicht darbietet, und sich auf den Fall bezieht, wo der zu integrirende

Ausdruck in Factoren zerfällt, besteht darin, einen derselben in den disconti-

nuirlichen Factor hineinzuziehen.

Will man z. B. den Werth des Integrals:

/-
dxdydz...

S" T'

bestimmen, in welchem:

«='+(Ty-(f)"-. ^='-(^)'-(f)'--

und die Integration über alle Elemente zu erstrecken ist, für welche T positiv
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ist, SO kann man leicht mit Hülfe der Gleichung (1) den Factor:

1

rpq

durch ein bestimmtes Integral ausdrücken, welches für ein negatives T ver-

schwindet, so dass also hierdurch schon der Bedingung hinsichtlich der Begren-

zung des Integrals genügt wird. Man findet so, dass das Integral (durch

welches für den speciellen Fall zweier Variabein x und y und der Werthe:

die Oberfläche des Ellipsoids bestimmt wird) immer auf Quadraturen zurück-

führbar ist.
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ÜBER EINE NEUE METHODE
ZUR BESTIMMUNG VIELFACHER INTEGRALE.

[Vorgelesen in der Akademie der Wissenscliaften am 14. Februar ISolJ.]

Bekanntlich gehört die Bestimmung eines vielfachen Integrals oder auch

die Zurücktührnng eines solchen auf ein anderes von einer niedrigeren Ordnung

im Allgemeinen zu den schwierigeren Problemen, namentlich wenn die Inte-

srationsgrenzen für die einzelnen Veränderlichen nicht constant. sondern seoen-

seitig von einander abhängig sind, so dass der Umfang der Integrationen durch

eine oder mehrere Ungleichheiten ausgedrückt ist, welche gleichzeitig mehrere

der Veränderlichen enthalten. Bei der Behandlung einiger Aufgaben, welche

schliesslich auf die Bestimmung einer Classe vielfacher Integrale von einer un-

bestimmten Ordnung zurückkommen, bin ich auf die Methode geführt worden,

welche den Gegenstand dieser Abhandlung bildet, und die nicht nur die Werthe

der Integrale ergiebt, auf welche es bei der genannten Untersuchung ankommt,

sondern sich auch auf viele andere Integrale von den verschiedensten Formen

anwendbar zeigt. Mit dieser Fruchtbarkeit verbindet die Methode einen so

hohen Grad von Einfachheit, dass man sich in der That wundern muss. dass

dieselbe nicht schon früher auf ähnliche Untersuchungen angewandt worden ist.

Das Princip dieser Art der Behandlung vielfacher Integrale, bei welchen die

einzelnen Integrationen nicht zwischen constanten Grenzen auszuführen sind,

beruht auf der Möglichkeit discontinuirliche Functionen durch bestimmte Inte-

grale auszudrücken. So weiss man zum Beispiel, dass der Ausdruck:

"^üiücfi

TT J
coa

ff (fd(f

der Einheit gleich ist, so lange die Constante /;, abgesehen von ihrem Zeichen,

unter der Einheit liegt, hingegen verschwindet, wenn die Constante die Einheit

übersteigt. Hat man nun ein dreifaches Integral — und wir nehmen nur deshalb

G. Lejeune Diriclilet' s Werke. 50
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nicht eines von beliebiger Ordnung, weil bei drei Variabein dem Verfahi-en

noch eine geometrische Deutung zukommt, welche das Wesen dei-selben an-

schaulich auszusprechen erlaubt — und soll dieses Integral über einen be-

stimmten Raum. z. B. über den von einem Ellipsoide begrenzten ei'streckt

werden, so darf man nur bemerken, dass, wenn et, ß, y die halben Hauptaxen

der Grenzfläche bezeichnen und der Richtung nach mit den Coordinatenaxen

zusammenfallen, der Ausdruck:

(v)V(|)V(f)=

unter oder über der Einheit liegt, je nachdem der Punkt (x, y, z) im inneren

oder im äusseren Räume sich befindet, um sogleich zu sehen, dass das Integral:

^/=r-[(T)"-(f)V(f)l.^

im Inneren die Einheit zum Werthe hat ausserhalb aber verschwindet. Multi-

plieirt man also den gegebenen Differentialausdruck:

Pdxdi/dz,

wo P irgend eine Function von .r. y. z bezeichnet, mit vorstehendem Integral,

so hat man bei der Integration auf die ursprünglichen Grenzen keine Rück-

sicht mehr zu nehmen, d. h. man kann die Integrationen in Bezug auf .r, i/, z

zwischen den Grenzen — oo und oc ausführen, indem offenbar durch den hinzu-

getretenen discontinuirlichen Factor die Elemente, auf welche sich die Integra-

tion nicht erstrecken soll, von selbst heraus fallen. Um das eben beschriebene

Verfahren mit zwei Worten zu charakterisiren , kann man sagen , dass jedes

über einen bestimmten Theil des unendlichen Raumes oder, wenn man will,

über eine nach allen Seiten hin begrenzte Masse auszudehnende Integral sogleich

in ein anderes verwandelt werden kann, welches sich über ilen ganzen unend-

lichen Raum erstreckt und mithin in den meisten Fällen leichter zu behandeln

sein wird, und zwar dadurch, dass man die Dichtigkeit im äusseren Räume

verschwinden lässt. welcher Forderung immer leicht durch einen discontinuir-

lichen Factor genügt werden kann. Es ist überraschend, in welchem Grade

durch diese Umformung, von der man auf den ersten Blick sich wenig Erfolg

zu versprechen versucht ist, die schwierigsten Integrationen vereinfacht werden,

und wie durch dieselbe Probleme, die auf anderen Wegen verborgene Kunst-

griffe oder einen grossen Aufwand von Rechnung erfordern, ohne Schwierigkeit
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und mit alleiniger Hülfe einiger hestiinmter Integrale gelöst werden können,

welche wegen ihrer Wichtigkeit und ihres häufioen Voi'kommens länast in die

§• 1-

Ehe wir dazu übergehen, die in der Einleitung beschriebene Methode zur

Bestimmung oder Reduction vielfacher Integrale auf Beispiele anzuwenden, wird

es zweckmässig sein, einige allgemeine Bemerkungen über gewisse Schwierig-

keiten vorauszuschicken, welche diese Anwendung zuweilen darlTieten kann. Ist:

j'PcLrdy...

ein vielfaches Integral, in welchem P eine beliebige Function der Variabein

a*. V. . . . darstellt und dessen ümfans; wir uns durch Uno-leichheitsbedina"un2;en

zwischen diesen oder auf irgend eine andere Weise bestimmt denken, so können

zwei wesentlich verschiedene Fälle eintreten, welche denen ganz ähnlich sind,

die l^ei unendlichen Reihen statt finden. Setzt man nämlich an die Stelle der

Function ihren numerischen oder absoluten Werth, so wird das so modificirte,

in demselben Umfange genommen gedachte Integral entweder einen endlichen

Werth erhalten oder unendlich gross werden. Im ersteren Falle hat das ur-

sprüngliche Integral einen völlig bestimmten endlichen Werth. welcher von der

Ordnung, worin die Integrationen ausgeführt werden, ganz unabhängig ist und

auch derselbe bleibt, wenn man statt der Veränderlichen x, y, irgend welche

neue einführt*). Ganz anders verhält sich die Sache im zweiten der eben er-

wähnten Fälle: das Integral ist dann wesentlich unbestimmt oder unendlich.

Nimmt dasselbe bei einer gewissen Aufeinanderfolge der einzelnen Integrationen

einen bestimmten endlichen Werth an, so kann bei veränderter Ordnung der-

selben oder nach Einführung neuer Variabein ein solcher zu existiren aufhören,

oder, wenn dies auch nicht der Fall sein sollte, so kann dieser Werth von dem-

jenigen verschieden sein, welcher der Art, wie die Integrationen zuerst ausge-

*) Es ist liier nur von der Einführung neuer Variabein im gewölinlichen Sinne des Wortes die

Rede, hei weicher Operation an die Stelle der ursprünglichen Variabein x, y, . . . andere /', 7, ... in gleicher

Anzahl treten, welche bestimmte Functionen der ersteren sind. Zerlegt man hingegen jedes Element de.s

gegebenen Integrals durch Einführung neuer Integrale in unendlich viele neue Elemente, so kann das so

entstehende Integral einer höheren Ordnung natürlich unbestimmt werden, obgleich das ursprüngliche einen

völlig bestimmten endlichen Werth hatte. Es kommt dabei lediglich darauf an, ob die in das gegebene

Integral eingeführten neuen Integrale völlig bestimmte sind oder nicht.
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führt wurden, entsprach. Es Ibljit daraus, dass, wenn ein Integral der zweiten

Art, bei einer bestimmten Ordnung der Integrationen, Gegenstand der Unter-

suchung ist, man keine der oben genannten Veränderungen damit vornehmen

kann, ohne sich vorher überzeugt zu haben, dass diese keinen Eiiitluss auf das

Resultat ausübt. Gewöhnlich wird man diesen Zweck dadurch erreichen, dass

man statt der Function F eine andere allgemeinere P^ einführt, welche eine

neue Constante s enthält und für * ^ in P übergeht. Ist alsdann das Inte-

gral /Pj,f/;rf/7/. .. zwischen denselben Grenzen und. so lange als t von Null ver-

schieden ist, ein völlig bestimmtes, und lässt sich zugleich nachweisen, dass dei-

Unterschied zwischen den Integralen:

vor und nach der beabsichtigten Veränderung für ein unendlich kleines 6 selbst

unendlich klein wird, so kann man daraus schliessen. dass auch das Integral

l'Pdxdy... von dieser Veränderung nicht afficirt wird. Es ist dieses Verfahren

ilemjenigen ganz analog, welches mehrere Mathematiker und namentlich PoissoN

imd Cauchy schon angewandt haben, um ähnlichen Unbestimmtheiten vorzu-

lieugen. Über die Wahl der Function P^ lassen sich keine allgemeinen Voi--

schriften geben. In bestimmten Fällen wird man jedoch in dieser Beziehung

nur höchst selten auf .erhebliche Schwierigkeiten stossen: vielmehr wird man

bei einiger Übung leicht dahin o-elano-en. ohne das im Vorheroehenden ange-

deutete Verfahren wirklich anzuwenden, aus der blossen Ansicht der gegebenen

Function P zu erkennen, ob das zu liehandeinde Integral die beabsichtigte Um-

i'ormung zulässt oder nicht.

§• 2.

Als erstes Beispiel der Anwendung der oben beschriebenen Methode

wählen wir das Integral:

( 1

)

\^...
(.- <(x+'/+ ) A-—! dx .if-'^dy....

in welchem /,-. a. b. . . . ]jositive Constanten bezeichnen, imd welches über alle

positiven Werthe der \>ränderlichen ausgedehnt werden soll, die der Bedingung:

(2) a = .(•+//+•• <::1

genügen. Es wird, wie immer in ähnlichen Fällen, vorausgesetzt, dass die In-
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cremente dx, dij, . . . positiv sein solle». Multiplicirt man das Element dieses

vielfachen Integrals mit:

TT J

Sin 9: ,~ cosaadw,
,

V

so wird man nach der oben bemerkten Eigenschaft dieses Ausdrucks die Inte-

grationen nach den einzelnen Variabein x, }],• zwischen den Grenzen und

00 ausführen dürfen. Man erhält so:

(3) — 1 1 \ . . .e^'"' x"~^ dx .y''^'' dy... ——— cosa<f:d(f.

Dieses neue Integral ist kein völlig bestinnntes, und es bedarf einer

Untersuchung, ob dasselbe seinen Werth nicht ändei't, wenn wir, statt erst nach

^ und dann nach x, y. . . . zu integriren, wie es eigentlich geschehen sollte.

was uns aber zu dem Integral (1) zuriickführen würde, die Integrationen nach

X, y. ... der nach (p vorangehen lassen. Um sich in diesem Falle zu fiber-

zeugen, dass die so veränderte Ordnung der Operationen keinen Einfluss auf

das Resultat ausübt, darf man nur unter den Zeichen mit e"'"'' multipliciren.

So lange die positive Constante s von Null verschieden ist, bleibt das so rao-

dificirte Integral völlig bestimmt, und man sieht sogleich, dass der Werth des-

selben für ein unendlich klein werdendes s das Integral (3) zur Grenze hat,

man mag in diesem mit der Integration nach
<f

oder mit denen nach .r, y, . .

beginnen. Wir dürfen daher in dem Integral (3) zuerst nach x, y, . . . inte-

griren. Wir sehen so, und w^enn wir zugleich statt cosacp die imaginäre Ex-

ponentialgrösse e"'"'", wo / wie gewöhnlich V— 1 bedeutet, einführen, dass das

Integral (3) mit dem reellen Theile des folgenden zusammenfällt:

^ C-^^ Qd,f,
Ti J a

u

wo Q zur Abkürzung ein Product von einfachen, nach x, y, . . . zu nehmenden

Integralen bezeichnet, von welchen das auf x sich beziehende die Form hat:

und nach einer bekannten, zuerst von Euler durch Induction gefundenen Formel

dem Ausdruck:

na)
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gleich ist. in welchem die im Allgemeinen vielrleutige Potenz, wie ebenfalls

bekannt ist. durch die Gleichung:

{k+tpiy = (k--\-(f-y" e'
°*

ZU bestinunen ist, worin arctg innerhalb des Intervalls zwischen — ^n und

i.T genommen werden muss.

Durch Substitution dieses Werthes und der Werthe von ähnlicher Form

für die übrigen Integrale erhalten wir:

so dass also lias vorgelegte vielfache Integral (1) auf den reellen Theil dieses

einfachen zurückgeführt ist. Man kann diesem letzteren eine andere Form geben.

Wenn nämlich in dem eben erhaltenen, für beliebig viele Veränderliche ,r, y, . . .

gültigen Resultat nur eine Veränderliche ,r als vorhanden angenommen und

zugleich die Constantc <i in a-v-h-\ verwandelt wird, so zeigt sich, dass das

Integral

:

/'
»+'.+ -1

,/.,

oieich dem reellen Theile des Ausdrucks:

TT ^ .' ff (k-hrpO'

ist. Führt man daher statt dieses reellen Theiles das Integral |
c~*''.r"''''"*"'~V/,f

in das allgemeine Resultat ein, so kommt:

- 0...^-*(^+!'+-)A-''-'(/a'.i/"-'«f)/--- = ~
r('"''^b

^^^
I

g-*".i;"+^+--'f/^-.

wo das vielfache Integral sich über alle positiven der Bedingung (2) genügenden

Werthe erstreckt. Man sieht sogleich, dass diese Gleichung ihre Gültigkeit nicht

verliert, wenn man die l>isher jiositiv vorausgesetzte (^onstantc /.' in Null über-

gehen lässt, und erhält so:

fi' r-^d.y"-d,>...~ -
JX'^V'h: -_,^)n^)-

.

JJ....V
aa..y a„ - ^„^/,^...)j.^^^^_^...)

- p^i^„^i^...)

Füi' den Fall, wo nur zwei Variabein vorhanden sind, geht die eben

erhaltene Gleichung in diejenige über, durch welche die Füler sclu-u integrale

der ersten Gattung auf die der zweiten zinnickgeführt werden.
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Man kann in die allgemeine Gleichnng eine grössere Anzahl von Con-

stanten einführen, indem man statt .r. ij, ... beziehungsweise:

(^)' (f)'(3

setzt, wo a. ß, .... p. q, ... neue positive Constanten bezeichnen. Das viel-

fache Integral wird so:

mit der Grenzbedingung:

(-j)'-(f)'-—

•

Schreibt man zugleich — . — , ... statt <^/. b so geht die Gleichuno- in'^

P q
'

. . . ^

die folgende über:

ff......-../...,-.ty... =
""^•-

r^^^^^^f^""",
^ p q )

wo der L nifang der Integrationen durch die Vorher aufgestellte Ungleichheit

bestimmt wh'd.

Es ist einleuchtend, dass durch dieses Resultat, auf drei Variabein be-

schränkt, die Bestimmung des Inhaltes, des Schwerpunktes und des Trägheits-

momentes für eine grosse Anzahl von Körpern auf die EuLER'schen Integrale

zurückgeführt wird. So sieht man z. B., wenn man « = // = c = 1 setzt, dass

durch:

aßr K^)-(v)HI)
pq '•

T. ^ 1 1 1 \r i.H 1 1

—
V p q r J

der Raum ausgedrückt ist. welcher von den zwischen den positiven Coordi-

natenaxen liegenden Theilen der Coordinatenebenen und der Fläche:

begrenzt wird. Sind p. q. r gerade Zahlen oder Brüche, die in ihrer ein-

1.

7
'
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iachsten Gestalt grade Zahlen 7,u Zählern haben, so wird der bloss von der

Fläche eingeschlossene Raum das Achtfache des eben gefiuidenen Ausdrucks sein.

Es ist also namentlich der von der Fläche:

(^)'-(fMfy-
eingeschlossene Raum:

"^ r(f)
'

lind hängt nach den bekannten Eioenschaften der Function F bloss von dem
/•i (j^

Inteeral 1
—^^=^ ab, welches die Länge der Lemniscate ausdrückt.

"^
{ VI—^

§. 3.

In dem eben behandelten Falle Hessen sich nach Einführung des discon-

tinuirlichen Factors und durch eine blosse Umkehrung der Integrationsordnung

die Integrationen nach den ursprünglichen Veränderlichen ohne Schwierigkeit

ausfühi-en. Bei anderen Formen des gegebenen Integrals kann es erforderlich

werden, noch andere Umformungen mit demselben vorzunehmen, um dasselbe

auf die niedrigste Ordnung, deren es fähig ist, zurückzuführen. Zu den wirk-

samsten Transformationen dieser Art gehört, nebst der Einführung neuer Va-

riabein, die Zerlegung des zu integrirenden Elementes in eine unendliche Anzahl

neuer Elemente einer höheren Ordnung, oder was dasselbe ist, die Einführung

neuer Integralzeichen unter den schon vorhandenen. Nimmt man zu dieser

Umformung seine Zuflucht, so wird es fast immer vortheilhaft sein, dieselbe

mit der Einführung des Discontinuitätsfactors zu einer Opei'ation zu verschmelzen,

indem man die neu aufzunehmenden Integrale so wählt, dass sie den Grenz-

bedingamgen schon von. selbst genügen und also den discontinuirliclien Factor

ganz überflüssig machen. Enthält z. B. das Element des ursprünglichen Inte-

grals den Factor — , wo ii eine positive, die Einheit nicht übersteigende Con-

staute, und u irgend eine Function der Veränderlichen bezeichnet, und sollen

die nach diesen zu bewerkstelligenden Integrationen sich nur auf solche Werthe

ders«^lben erstrecken, denen ein positives a entspricht, so kann man leicht den

Factor durch ein bestimmtes Integral darstellen, welches diesen nur für ein
rj'i ^

positives o ausdrückt, für ein negatives dagegen verscluvintlet.
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Zu diesem Zweck kann die Gleichung:

I e"^' tpi-^ dü> = , ,\ g^h"'
j r r (±(r)9

dienen, welche ein specieller Fall dei' schon im vorigen Paragraphen gebrauchten

ist, und worin die oberen oder die unteren Zeichen gelten, je nachdem a po-

sitiv oder negativ ist. Sie zerfällt in die beiden folgenden:

jcosaipip^-'dip =
(±0)"

'
Jsmaipip^-hlip = ±

^^A_^J/
—

Multiplicirt man diese resp. mit sin-l-^n und cos^qn und addirt, so erhält man:

/? ,, N , , rCq)siüiCg7izt.q7t)

'o ^ '

so dass also

:

1 r" 1
^. . \s,inCkqn-\-a\p)ü)<'-'^dtii ^= — oder =0
r{q)s\xiqn J ff'

wird, je nachdem a positiv oder negativ ist.

Mit Iliilfe dieser Formel lässt sich z. B. das Integral:

U= W---^. \ ^-yz ^ ^x^-^dx.y^-'dy... (.x+y+- < I)

(x-hax-j-ßi/-\---y {\—x—y—y

so wie das Integral:

••• - ff- a^„.^^..., c-.^.l^^-^->"^^- —
auf einfache Quadraturen zurückführen.

Um dies mit der grössten Kürze zu thun, wollen wir ein etwas allge-

meineres betrachten, welches beide in sich begreift.

§.4.

Setzt man zur Abkürzung:

k-\-aa:-\-ßt/-\ =
e, 1

—

x—y = Cj

wo ^, a, (i, ... positive Constanten bezeichnen, und sind s, p, q, a, b,

igung

:

ebenfalls positive Constanten, welche der Bedingung:

p-hq>- a-\-b-\

G. Lejeune Diiichlet's Werke. 51
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genügen, so ist. wie leicht zu sehen, das vielfache Integral:

W = li---
— -,

—

^—r^af-'da-.y'-'di/....

welches sich über alle positiven Werthe der Variabein erstrecken soll, und woi'in

die Potenz mit imaginärer Basis in demselben Sinne, wie in §. 2, genommen

gedacht wird, ein völlig bestimmtes.

Da Q und * positiv sind, so hat man:

fe-?'r(f.P-'d(c = ^^ , ie-('+<")y ipi-idip = ^^^^. - .

J ^ ^ Qi> ' J^
V r

(£-{-at)9

Nach der oben gemachten Bemerkung wird das Integral nach Einsetzung dieser

Werthe nicht aufhören völlig bestimmt zu sein. Man kaim daher die Integra-

tionen nach ,r, y, . als die zuerst auszuführenden betrachten und hat dann:

W = „, .„, . i
/(.-'»'-(f+ou'g-P-i (i,9-i Qdwdtp,

wo Q ein Product von einfachen Integralen bedeutet, von denen das nach .r

zu nehmende:

r(a)
i^-(aif>-

(ag>— ifjty

ist.

Durch Substitution dieses Ausdruckes und der übrigen von ähnlicher Form

erhält man

:

Bei aufmerksamer Betrachtung dieses Doppelintegrals sieht man sogleich,

dass sich eine der beiden Integrationen wird ausführen lassen, wenn man statt

einer der beiden Variabein, z. B. statt ip, ihr Verhältniss zur anderen als neue

Veränderliche einführt. Setzt man also xfj = cps, dip = (pds und integrirt dann

nach
(f,

so kommt:

_ r(//0r(a)r(6)... r .^-' i__ _j.
r(p)r(q) J (A+Cf-HOs)-» (a-siy (ß-sif

'" '

wo »? zur Abkürzung für p+ q — « — b gesetzt worden ist.

Durch diese Gleichung ist also das vielfache Integral IV auf ein ein-

faches zurückgeführt. Da das Resultat für jeden positiven Werth von t gilt,
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SO dürfen wir t als unendlich klein ansehen. Fügen wir aber zu den schon

gemachten Voraussetzungen über die Constanten noch die hinzu, dass der Werth

von q ein ächter Bruch sei, so wird sowohl die erste als die zweite Seite der

Gleichung für ein unendlich klein werdendes s nur unendlich wenig von dem

Werthe, der *= entspricht, verschieden sein und folglich die Gleichung für

f = noch gelten. Für das Integral auf der rechten Seite ist dies einleuch-

tend, und man wird sich auch hinsichtlich des vielfachen Integrals leicht von

der Richtigkeit dieser Behauptung überzeugen, wenn man dieses in drei andere

Wi, W^, W^ zerlegt, welche sich resp. über die Werthe der Veränderlichen

erstrecken, welche den Bedingungen:

genügen, in denen k einen Constanten positiven Bruch bezeichnet. Offenbar

haben dann die Integrale W^ und W.^ für ein ins Unendliche abnehmendes s

die Integrale von ähnlicher Form, in denen geradezu 6= gesetzt ist, zu

Grenzen, und was das zweite TF„ betrifft, so sieht man eben so leicht, dass

dieses oder vielmehr der reelle Theil. so wie der Coefficient des imaginären

Theiles desselben, sowohl für t = 0, als für ein unendlich kleines *, unter einel*

gewissen Grenze liegt, welche beliebig klein ausfällt, wenn die Constante k ge-

hörig klein gedacht wird, woraus dann die aufgestellte Behauptung sogleich folgt.

Berücksichtigen -wir nun, dass der Ausdruck:

1

nach der Bedeutung, worin derselbe hier zu nehmen ist, füi- * = in:

1 w j •
1— e-ii'^' oder in -^ r— e«'-^'

ff« (— ff>

übergeht, je nachdem a positiv oder negativ ist, so sehen wir, dass das Ele-

ment des vielfachen Integrals nach diesen beiden Fällen eine verschiedene Form

annimmt, und dass also das Integral W von selbst in zwei andere zerfällt. Wir

erhalten so die Gleichung:

^
np)r(q) J (;i-hsir (a-siy (ß-si)" '

in welcher U und V dieselben Integrale und zwischen denselben Grenzen, wie

im vorigen Paragraphen, bedeuten. Diese Gleichung giebt, da sie die imaginäre

bl*
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Grösse i enthält, sogleich zwei andere, welche zur Bestimmung der beiden Inte-

grale U und V dienen. Durch Diiferentiation oder Integration nach den in

diesen Gleichungen enthaltenen Constanten lassen sich die Werthe von anderen

vielfachen Integralen ableiten, die theils von U und V der Form nach vei--

schieden, theils mit diesen in der Form übereinstimmend, von einigen der Be-

schränkungen, denen die Constanten in U und V unterworfen waren, befreit

sind. Wir übergehen jedoch diese Folgerungen^ da wir nur den Zweck haben,

die Anwendung der oben beschriebenen Methode an einigen Beispielen zu zeigen.

§.5.

Zum Schlüsse wollen wir die Attraction eines homogenen Ellipsoides be-

stimmen, welches Problem bekanntlich die Mathematiker mehr als irgend ein

anderes der Integralrechnung beschäftigt hat.

Es seien a, /?, y die halben Axen des Ellipsoides, a, b, c die Coordi-

naten des angezogenen Punctes, .r, y, z die irgend eines Punktes der anzie-

henden Masse. Es sei ferner:

und — das Attractionsgesetz , wo p zwischen 2 und 3 angenommen wird,
gP O J i O '

weil ausserhalb dieser Grenzen das Verfahren einige unbedeutende Modifica-

tionen erfordert. Dann ist bekanntlich die mit der Axe der x parallele und

nach der Seite, nach welcher die .r abnehmen, als positiv zu betrachtende

Componente A der Attraction gleich dem nach a genommenen partiellen Diffe-

rentialquotienten des über den ganzen ellipsoidischen Körper auszudehnenden

dreifachen Integrals:

(1)
_ljd^ä^

p—l J qP-^

Nach dem oben Bemerkten verwandelt sich dieses Integral in das folgende:

2 /"*sing) ,
/' f ,r.° w' 2' \ dxdydz

7 T\\ ^<^y cos — -1-4^-1--rW—^^r
wo sich jetzt die Integrationen nach x, y, : von — 00 bis 00 erstrecken dürfen.

Die Rechnung wird sehr vereinfacht, wenn man statt des vorhergehenden Inte-

grals das folgende betrachtet, dessen reeller Theil mit jenem zusammenfällt:

2 /'"siny , (i^,+
''fi
+ f)v' dxdydz

i ^M'<;>— 1) i f J Q''
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Die Integrationen nach x, ij, z lassen sich in dieser Form niclit bewerksteUigenÖ^"'

sie werden aber leicht ausführbar, wenn man den Factor vermittelst der

schon in §. 3 angeführten Gleichung durch ein bestimmtes Integral ausdrückt.

Da Q- positiv' ist, so hat man:

p'^'xp^^'-'\u> = ni(|^:zA)Lei'>-')--.

Dui-ch Substitution dieses Werthes und mit Berücksichtigung, dass:

ist. erhält man:

© - ,s=(kWw
."'-""/7"^»"'-""—«* dip.

wo Q ein Product von drei nach .r, y, z resp. genommenen einfachen Inte-

gralen bezeichnet, wovon das erste:

den Ausdruck:

zum Werthe hat, wie dies aus einer bekannten Formel folgt. In der That

hat man:

wenn /. wie es hier der Fall ist, positiv ist. Diese Gleichung ist eine sehr

einfache Folgerung aus der schon angeführten des §. 3. und daraus, dass

r(^) = 1/^ ist.

Substituirt man diesen Ausdruck und die beiden anderen von ganz gleicher

Form, und setzt zugleich ie^'^' statt e^"', so erhält man:

(3) illL /-^) 7 r f'imy ,^,Hp-3)
^^' _ ,,^,,,
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WO zur Ahkürzuno;:

,, { w b' c' \
S = r, 1

-, 1 5 Ib

gesetzt ist.

Da der Exponent -Sy, so wie der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen,

homogene Functionen von ^ und ip sind, so sieht man sogleich, dass sich das

Integral vereinfachen wird, wenn man statt einer der Variabein, etwa statt ^,

ihr Verhältniss zur anderen als neue Variable einführt. Man setze also:

s

wo s die neue Veränderliche bezeichnet, so werden die Grenzen für diese oo

und 0, wofür man auch und oc nehmen kann, weim man das Vorzeichen

des Integrals ändert. Man erhält so:

(4) - ..„•'^.„ -""'^"'rf-V '-"i>"-^°y ,,.,^ ^,

wo S jetzt bloss von s abhängt, und die Form hat:

„ a" 6" c'

Wir haben bisher, um den Fortgang der Rechnung nicht zu unterbrechen,

nachzuweisen unterlassen, worauf die Befugniss beruht, in dem Integral (2), in

welchem, nach den Betrachtungen, welche dasselbe herbeigeführt haben, die

beiden von einander unabhängigen Integrationen nach
<f

und tp den auf .v, y, z

bezüglichen vorangehen sollten, diese Ordnung der Operationen umzukehren.

Man überzeugt sich von der Berechtigung zu dieser Veränderung, wenn man

im Integral (2) die Function unter dem fünffachen Zeichen mit:

multiplicirt, wo * eine positive Constante bezeichnet, wodui-ch das Integral zu

einem völlig bestimmten wird. Es leuchtet zunächst ein, dass das so niodifi-

cirte Integral, in welchem die Integrationen nach ip und i/' leicht ausgeführt

werden können, für unendlich kleine Wei-the von t, das Integral (2), wie dieses

eigentlich genommen werden sollte, zur Grenze hat. Beginnt man hingegen in

dem modificirten Integral mit den Integrationen nach .r, y, z. die sich ebenfalls
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leicht bewerkstelligen lassen, so sieht man ohne Schwierigkeit, dass das daraus

hervorgehende doppelte Integral den Ausdruck (3), welcher von jeder Unbe-

stimmtheit frei ist, zur Grenze hat, womit die verlangte Nachweisung geleistet

ist. Die Ausführung der eben gegebenen Andeutung ist zu leicht, als dass es

nöthig sein sollte, in weiteres Detail darüber einzugehen.

DifFerentiiren wir jetzt das Integral (4) nach a, welche Constante bloss

in »S vorkommt, und bringen den Factor eT'-'-p)"' unter das auf die Variable 5

sich beziehende Integrationszeichen, so erhalten wir:

wo zur Abkürzung

:

• i{^-i)'{^^T){^^T)

R = ei'^^-''^'^'
j sin (fe'^'Pi (fM-- d(p

gesetzt worden. Da der reelle Theil dieses Doppelintegrals die gesuchte Com-

ponente A darstellt, so kommt Alles darauf hinaus, den von R zu ei'halten.

Man findet aber diesen letzteren sogleich, wenn man simp durch imaginäi'e

Exponentialgrössen ausdi'ückt und dann die beiden Integrale, in welche i?

durch diese Substitution zerfällt, mit der schon häufig angeführten Gleichung

des §. 3 vergleicht. Man erhält so das Resultat, dass der reelle Theil von R
Null oder:

irap-l)sinap-l).T.(l-6')-^^ = _^_^__(1_S)H.

ist, je nachdem S' > 1 oder <S <C 1 ist.

Um nun zum Resultate in seiner definitiven Form zu gelangen, hat

Räume liegt.
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da .'^ nur positive Werthe erhält. Es ist mithin:

"/(-T^)"(-»('-7^)
II. Ist der Punkt ein äusserer, so hat man:

«= 6- c'

d. h. .S > 1 , für .V" =: 0. Da nun oifenbar .S um so kleiner ist, je grösser s

ist. und für s = oo verschwindet, so giebt es einen und nur einen positiven

Werth von s. für welchen .$ = 1 ist. Xennt man .:^, diesen Werth. d. h. die

positive Wurzel der Gleichung:

g-^
Z>' c' ^

a'+s "^
ß'-hs

"^ y'+s

so hat man -S > 1 oder < 1 . je nachdem s <Z s, oder ä> äj ist. Das Inte-

gral erstreckt sich daher nur von s = s^ bis s = oc, und man erhält:

a n^ p s'~iP
. _ o\i_jp j.

l'(^)"(-f)(-f)
III. Wir haben, der etwas leichteren Rechnung wegen, die Differen-

tiation an dem noch nicht auf ein einfaches Integral zurückgeführten Aus-

druck (4) vollzogen. Hätte man umgekehrt die Differentiation erst nach Aus-

führung der auf y bezüglichen Integration ausgeführt, so würde man zu den-

selben Resultaten gelangt sein. Man hat auf diesem etwas längeren Wege den

Vortheil, das ursprüngliche. Integral (1), dessen DifFerentialquotienten zur Kennt-

niss der Attractionscomponenten allein erforderlich sind, selbst zu bestimmen.

Da der Werth dieses Integi'als zuweilen gebraucht werden kann, so wollen wir

ihn, der Vollständigkeit wegen, so wie er aus der angedeuteten Rechnung

hervorgeht, hier noch beifügen. Man findet:

J ßP-' r{i(p-l))r(S-ip)J _/7 7T7 TT? 7T^' "^ '

/('-^)(-f)(-7)
wo die nicht angegebene untere Grenze den Werth Null oder .v^, hat. je nach-

dem der angezosrene Punkt ein innerer oder ein äusserer ist.
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§ G-*)

Unter den im Vorhergehenden nicht behandelten Problemen, worauf

sich dieselbe Methode anwendbar erweist, verdienen diejenigen eine besondere

Erwähnung, welche die Theorie der Attraction in dem Falle darbietet, wo man

die auf einander wirkenden Massen beide als ausgedehnt betrachtet. Sind dv

und dv zwei beliebige Voluraenelemente der beiden als homogen angenommenen

Massen, bezeichnet q die gegenseitige Entfernung dieser Elemente, und /(p) eine

durch das Attractionsgesetz bestimmte Function, so hängt bekanntlieh die voll-

ständige Kenntniss der Wirkung, welche die Massen auf einander ausüben, von

dem sechsfachen Inteerale ab:

JAq)dvdv\

welches über beide Massen auszudehnen ist, indem die sechs zu jener Kenntniss

erforderlichen Grössen leicht durch die Differentialquotienten nach den sechs in

den Grenzen des Integrals enthaltenen Constanten ausgedrückt werden, welche

sich auf die relative Lage der beiden Massen beziehen. Das sechsfache Integral

lässt sich allgemein auf ein vierfaches zurückführen**), welches sich über die

Oberflächen beider Körper erstreckt, wenn man gewisse einfache von der Func-

tion /'(p) abhängige Integrale als bekannt voraussetzt. Eine weitere Reduction

des vierfachen Integrals wird nur für Körper von besonderer Gestalt und für-

ein bestimmtes Gesetz der Elementarwirkung stattfinden können; aber selbst

auf solche specielle Fälle, wenn sie nicht zu den allereinfachsten gehören, wie

dies z. B. von der Annahme gilt, wo eine der Massen als kugelförmig betrachtet

wird, werden die bekannten Integrationsmethoden sehr schwer anwendbar sein.

Ein Fall, für den die gewöhnlichen Mittel wenig Erfolg zu vei'sprechen scheinen,

ist der zweier Ellipsoide in ganz beliebiger Lage, deren Elemente sich "nach

dem im vorigen Paragraphen zu Grunde gelegten Gesetze anziehen. Wendet

man hingegen auf dieses Problem unsere Methode an, so findet man ohne

Schwierigkeit, dass das sechsfache Integral auf ein doppeltes zurückgeführt

werden kann, welches sehr verschiedenartiger Formen fähig ist, welche theils

von den in den ursprünglichen Ausdruck eingeführten Hülfsintegralen . theils

') Dieser letzte Paragraph befand sich nicht in der ursprünglichen Abhandlung und ist erst wiih-

pnd des Druckes hinzugefügt worden.

**) Principia generalia theoriae figurae fluidorum in statu aequilibrii, auct. C. F. Garss, art. ti et se<|.

G. I.ejeune Dir ich 1 et 's Werke. .")2
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auch von der Wahl der Coordinaten abhängen, durch welche man sich die Ele-

mente dv und dv ausgedrückt denkt. Die einfachste und am meisten sym-

metrische Form des Endresultats scheint die zu sein, welche aus der Annahme

(»incs geeigneten Systems schiefwinkliger Coordinaten hervorgeht. Nach einem

I)ekannten Satze, welcher von Monge herrührt und zuerst von Chasles bewiesen

worden ist*), haben zwei Flächen zweiten Grades mit Mittelpunkten immer ein

der Richtung nach gemeinsames System von conjugirten Durchmessern. Nimmt

man die Axen diesen Durchmessern parallel und legt zugleich den Anfangs-

punkt in die Mitte der Geraden, welche beide Mittelpunkte verbindet, so sind

die Gleichungen für die Ellipsoide:

und die Rechnung gestaltet sich für beide ganz symmetrisch. Da das Resultat,

welches diesem Ausgangspunkt entspricht, durch seine Form einiges Interesse

darzubieten scheint, so wird es vielleicht nicht unpassend sein, wenn wir die

Iveehnungen , welche zu demselben führen, bei einer anderen Gelegenheit aus-

führlich entwickeln.

*) Correspondance sur l'Ecole Polytechiii()ue. VüL 111 p. 328.
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KECHERCHES Süß DIVERSES APPLICATIONS DE L'ANALYSE

INFINITESIMALE A LA THEORIE DES NOMBRES.

En ni'occupant, il y a deux ans*), k prouver que toute progression

arithmetique indefiiiie dont les termes n'ont pas tous un meme diviseiir commun,

renferme une infinite da nombres premiers. ee qui n'avait pas encore et6 fait

d'une maniere rijioiireuse. j'ai ete condiiit k envisager an grand nombre de

questions relatives aux nombres, sous an point de viie entierenient nouveau,

et qui les rattache aux principes de Tanalyse infinitesimale et aux proprietes

remarquables d'une classe de series et de produits infinis qui ont beaucoup

d'analogie avec les expressions que Fillustre Euler a eonsiderees dans le cha-

pitre de son Introduction ä Fanalyse de Tinfini, ayant pour titre „De seriebus

ex evolutione factorum ortis." Dans une note inseree dans le Journal de

Grelle**), j'ai dejä indiqu^ plusieurs des questions auxquelles ce genre d'ana-

lyse peut etre applique. Je me propose maintenant d'exposer mes recherches

sur eette matiere avec tous les developpements necessaires, dans une suite de

memoires dont celui que je soumets aujourd'hui au jugement des geometres,

sei-a particulierement destine ä l'examen d'une question dont la Solution n'avait

pas encore ete donnee, et qui a pour objet de d^terminer le nombre des formes

quadratiques difFerentes dont le determinant D est un entier quelconque positif

ou negatif. ou ce qui est la meme chose, le nombre des diviseurs quadratiques

qui appartiennent a l'expression x^— -C*«/". L'analyse qui noiis conduira h la

Solution complete de cette question interessante, nous fournira en meme temps

et pour ainsi dire, chemin faisant, des demonstrations nouvelles et tres simples

de plusieurs beaux theoremes dus a M. Gauss, mais que cet illustre geometre

*) Le memoire que j'ai lu sur cette questiou a l'Acailemie de Berlin, vieiit d'etre imprime dans

la collection de l'Academie, annee 1837.')

**) Tome XVIIL p. 259.^)

') S. 313 dieser Ausgabe von G.Lejeuue Dirichlefs Werken. ') S. 357 dieser .\nsgabe von G. Lejeune Dirichlets Werken. K.
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n'avait etablis quau moyen de considerations tres compliquees dans la seconde

partie de la
5'"'"^ section de ses Disquisitiones arithmeticae.

Cette section de l'ouvrage de M. Gauss, qui est consaci-ee ä la theorie

des formes du second degre, se compose de deux parties tres distinctes, dont

la premiere
,

qui se termine ä l'art. 223. peut etre consideree comme l'expo-

sition de la partie elementaire de cette theorie, et renferme tous les resultats

anterieureuient donnes par Euler, Lagrange et LEGE>fDRE, completes et etendus

a heaucoup d'egards et deduits d'ailleurs de principes nouveaux. La seconde

partie qui connnence, a propreinent parier, a Tart. 234, (les art. 223—233 con-

tenaiit des definitions et des lemmes qui servent d'introduction ä la seconde

partie) se compose presque exclusivement de rechercbes propres k l'illustre

auteur. Ces rechercbes. aussi remarquables par la profondeur des methodes

que par le nombre et la variete des resultats, forment sans contredit la partie

de tout Touvrage dont l'etude presente le plus de difficultes. Aussi sont-elles

tres peu connues des geometres, et l'on doit y rapporter pai-ticulierement ce

que Legendre dit dans la preface de la seconde edition de sa Theorie des

Nombres. lorsquapres avoii* indique les decouvertes de M. Gauss qu'il avait

fait entrer dans son ouvrage, il ajoute:

_0n aurait desire enrichir cet Essai dun plus grand nombre des

excellents materiaux qui composent l'ouvrage de M. Gauss: raais les me-

tbodes de cet auteur lui sont tellement particulieres qu'on n'aurait pu, sans

des cii-cuits tres etendus, et sans s'assujettir au simple role de traducteur,

profiter de ses autres decouvertes."

J'ose donc esperer qu'independamment des resultats nouveaux qu'il fait

connaitre, mon travail pourra encore contribuer k l'avancement de la science,

en etablissant sur de nouvelles bases et en rapprochant des Clements, de belles

et importantes theories. qui n"ont ete jusqu'ä present ä la portee que du petit

nombre de geometres capables de la contention d'esprit necessaire pour ne pas

perdi'e le fil des idees dans une longue suite de calculs et de raisonnements

tres composes.

§• 1-

Les lettres k et p designant deux ()uantites positives, la premiere coti-

stante. la seconde variable, considerons la somme de la serie infinie:

^^^ ~¥+Q~ "^
(yfc-f- O'+e

"*" "(1+2)' +^" "t"
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Cette sotiime croissant au dela de toute limite finie, lorsque la variable p de-

vient infiniment petite, voyons quelle est la fonction de p la plus simple qui

piiisse servir de mesure ä cette auginentation. ou en d'autres termes, dont le

rapport a l'expression pr^cedente converge vers l'uiiite, lorsque p convergera

vers zero. Pour cela. nous aurous recours ä la formule coniuie:

'logi
'(I)

dj;

Ell mettant suecessivement /, ^H-1, ^-l- 2, ... ä la place de k et faisaut la

somme de toutes ces ^quations. la serie (1) se trouvera exprimee comme il suit:

1

Si Ton ajoute

eile deviendra:

ä cette expressioii et que l'on en retraiiche la quantite ^gale:

r(Q)

ni+e)

1

ra-^Q)

jj--

^(1)lo

los? y-

Comme le second terme converge vers la limite finie:

j;*-' 1

/ \—x djc.

k etant >-0. on conclut que le rapport de la somme (1) a la fraction —
a l'unite pour limite, lorsque la variable positive q devient moindre que toute

grandeur donnee.

Au moyen du resultat precödent, il nous sera facile de demontrer le

theoreme suivant, dont nous ferons un usage tres frequent dans nos recherches.

,.S()ient:

(2) /,, h, 4, . . .. L, . . .

des constantes en nombre infini, positives, diff^rentes de zero, inegales ou en

partie egales; soit encore /(/) une fonction discontiniie de la variable positive

t. qui exprime combien il y a dans la suite (2) de termes dont la valeur ne

surpasse pas celle de t. Cela pose, si la fonction /(() peut etre mise sous
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la forme:

(3) /'(O = ct+tyip{t),

c et Y designant des constantes positives dont la seconde est iiiferieure ä raiiite,

et la nouveile fonction \p{f), abstraction faite de son signe et quelque grande

qu'on y suppose la variable t, restant toiijours moindre qiie la constante posi-

tive C, je dis que la somme:

(4) y(?) = -7^-+-i+i+--
dans laquelle q designe une variable positive, sera teile qu'on aura pour une

valeiir inüniinent petite de q:

(5) y(e) = -^

c'est-a-dire que le rapport de la somme
<f(j})

ä la fraction convergera vers

l'unite. lorsque q devient moindre que tonte grandeur donnee."

Le nombre des termes de la suite (2) qui ne sarpassent pas l'unite.

est liniite (ce nombre etant egal a c+i/'(l)). et comme parmi ces termes

il n'v en a aucun dont la valeur soit zero. il est evident par la nature de la

proposition (ju"il s"agit d'etablir, que nous pouvons omettre la partie de Tex-

pression <f{Q).
qui correspond ä ces termes. Ce qui reste apres ce retranche-

ment. etant toujours designe par (f{Q),
cholsissons une constante d superieure ä

. et partageons la somme (p(j}) en une infinite de sommes partielles, en

comprenant dans la m'™' de ces sommes partielles tous les termes qui satisfont

ä la double condition:

•?«''<;/„ ^(m+1)'',

et par suite ä celle-ci:

1 1 -^ 1_

,«''"+^) ^ IT' = (m+lf^"^'

Le nombre de ces termes sera evidemment:

/((w4-l)'')-/'('»'')-

La valeur numerique de t'ip^t), lorsqu'on suppose successivement / = j»'^ et

t =1 (m-\-\.y, etant inferieure a C('m-hiy'\ on aura ces deux inegalites:

/((7n+ ])'')—/(?n'^)< c((m-f-l)''— m'^)+26'(OT-hl)'-'

/((m +- 1)'') —/(»»'') > c ((m -hl)''— in")— 2 C(m -f- 1)' 'l
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Ell combinant ces inegalites avec celles que nous venons crecrire, on conclura

que la soinuie partielle dont il s'agit. est respectivement inferieure et superieure

aiix qiiaiitites:

^'

7«^Ci+?) "'"'^^ OT,''(i+?) ' ^ (m-1- !)'»(»+?) (7ra-+-l)^(i-t-e)
"

II siiit de lä qu"oii a:

le signe ^ s'etendant depuis ?/* = 1 jusqu';! m ^ oo.

Piiisqiron a en vertu d\m theorerne connu:

(w-Hl)''— ?«^ = rfra^-'H ^
~~ ^

(ffl+fm)'^'--

«,„ designaiit uue t'ractioii positive, ririegalite precedente pourra se mettre sous

la forme:

(f(Q)<:c6^ 1^ +^,.^(^_l)v(l4_M ^ — +2 C'^ f1+ -^
V'^ .,.

^
,^. .

Or. p devenaiit infiniment petit, les deux dernieres somriies resteront finies,

car elles seront constaminent inferieures a celles-ci:

qiii le sont elles-memes, comuie il est facile de le voir au rnoyen des prin-

cipes connus. si Ton se rappelle que. d'apres la supposition faite sur la con-

stante S, on a ()'(1 — ;')>!. Quant ä la premiere somme. comme eile a une

forme analogue ä l'expression (1) consideree plus haut, eile sera evidemment

-j -, Q etant suppose intiniment petit. On voit donc que la limite superieure

de
(f(j>)

prend la forme — . lorsque (j devient moindre que toute grandeur

donnee. et eoinme le meme raisonnement peut s'appliquer ä la limite inferieure

et conduit au meme resultat, la proposition enoncee se trouve etablie.

On pourrait donner au theorerne que nous venons de demontrer, beau-

coup plus d'etendue. mais comme ce theorerne tel que nous Favons enonce,

suffit aux applications que nous avons en vue, quant ä present, nous ne nous

arreteroiis pas a cette generalisation qui ne presente d'ailleurs aucune difficulte.

G. Lejeuue Di riclilefs Werke. 53
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Nous aurons encore besoin de deux autres lemmes qui appartieniient.

«omme le precedent, k l'analyse infinitesimale. Le premier de ces noineaux

lemmes est tellenient simple que nous nous contenterons de lenoncer. sans en

donner la demonstration qui est tres facile ä suppleer.

Tous les points d'ini plan infini etant rappoi"tes -a deux axes rectan-

gulaires des .v et des y, concevons dans ce plan une courbe fermee assujettie

ou non k une meme loi analytique dans toutes ses parties, siipposons que les

dimensions de cette courbe augmentent de plus en plus et au-delk de tonte

limite, de maniere cependant que la courbe variable reste toujours semblable

a elle-meme, et designons par a l'aire egalement variable a laquelle la coui-be

sert de contour.

Soient maintenant a, b, a, ß qiiatre constantes dont les deux premieres

ont des valeurs positives, et supposons que Ton construise tous les points dont

les coordonnees x et y ont la forme:

(6) j: = ac-{-a, y ^ bir-\-ß,

oü (' et w designent tous les entiers depuis — co jusqu'k oc. Cela pose. si Ton

designe par F(a) le norabre de ces points situes dans Tinterieur de la courbe.

on aura evidemment pour des valeurs intinies de u:

c'est-a-dire que le rapport des deux niembres de cette equation convergera

vers Tunite lorsque a croit au-delk de toute limite positive. II est egalement

facile de voir que la diflerence F(o) r- croitra nioins rapidoment »|ue la

puissance a^. l'exposant / etant suppose >4^- Nous pouvons donc poser:

(7) F(a)= ^^^~a+ayil'(a),

oü Ton a !</< 1, et Ton sera assure que la fonction ip(a). abstractiou faite

de son signe, restera toüjours moindre qu'une certaine constante linie (.'.

Le dernier des lemmes que nous emprunterons a l'analyse infinitesimale,

se rapporte a la theorie des series. On sait que les series infinies convergentes

sont de deux especes tres differentes, les series de la premiere espece etant

convergentes independamment des signes dont leurs terraes sont atfectes, tandis

que Celles de la seconde ne jouissent de cette propriete que parce que les

termes se dötruisent en partie par Topposition de leurs signes.
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La converiience d'une serie de la premiere espece subsiste et sa sonime

conserve toiijoiirs la meme valeur. quel que seit Tordre que Ton etablisse entre

ses termes. Les s^ries de la seconde espece se coraportent d'une nmniere

entierement difFerente. Une serie de cette espece, convergente pour un certain

arrangement de ses termes. pent perdre cette propriete loi-sque cet ordre vient

ä etre change. II peut arriver aiissi que la serie soit encore convergente apres

ce changement, mais que sa somme ait varie en meme temps que l'ordre de

ses termes. Ces remarques intimement liees a notre sujet, comme on le verra

plus loin. ne sont pas sans importance pour d'autres recherches. II en resulte

par exemple et pour le dire en passant, que si Ton parvient a sommer une

serie qui appartient ä la seconde espece, et que Ton trouve pour la somme de

la serie une valeur entierement determinee, sans que l'ordre dans lequel les

termes sont siipposes se suivre, entre comme un element essentiel dans l'ana-

lyse dont on fait usage. la methode de sommation doit renfermer quelque vice

Cache, ou du moins a besoin d'etre completee par quelque consideration qui

indique clairement quel est Tarrangement des termes auquel la somme obtenue

corres[)ond.

Pour j-evenir h notre objet. soit .< une variable positive et considerons

Ja serie dont le tei-me general est:

rentier n etant susceptible de toutes les valeurs depuis n = l jusqu'h n = oo.

Si nous supposons que c„, abstraction faite de son signe, et quel que soit l'in-

dice ». soit toujours moindre que la constante C, notre serie appartiendra a la

premiere espece tant que Ton aura .* > 1. En posant donc *• == 1-1- p, o etant

une variable positive aussi petite que l'on voudra, la somme:

1

Ü'(l-I-O) = 2Cn
n'+?

aura une valeur unique et entierement independante de Tarrangement de ses

termes. Concevons maintenant qu'il s'agisse d'obtenir la limite vers laquelle

la fonction i/'(l-|-p), evidemment continue tant que la variable p reste positive,

converge lorsqne p devient moindre que toute grandeur donnee, en supposant

toutefois (ju'uue pareille limite existe, ce qui peut n'avoir pas lieu. D'apres

les remar([nes taites plus haut, on ne serait pas fonde ä dire que cette limite

53*
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soit exprimee par:

n

l'ordre des termes etant arbitraire, car il est evident que cette derniei-e serie

appartient a la seconde espece, et n'a par consequent pas de somme detenninee.

Les suppositions enoncees plus haut etant conservees, soit k un entior

positif. et concevons que c„ satisfasse ä l'equation:

(8) '„+, = Cn,

ou en d'autres termes, que la suite:

soit periodique. le nombre des termes qui composent une periode etant egal

k A'. Supposons encore que la somme de ces termes soit zero, c'est-a-dire que

l'on ait:

(9) o4-<-2H \-Ck = 0.

Cela etant, je dis que la somme:

qui ne depend pas de Tordre des termes, converge vers une limite ünie, donnee

par l'expression:

n

-eü les termes sont supposes se suivre dans Tordre naturel, cest-a-dii-e de ma-

niere a oe que les valeurs de n croissent constamment depuis )i = 1 jusqu'a

n = oo. Pour demontrer cette assertion, il suffira evidemment de faire voir

que la serie:

les termes etant ranges dans Tordi-e iiidiqui'. roste eonvergente et exprime une

fonction continue de s, depuis 5 = oo jusqu'ä s = 1 inclusivement. Ür il est

facile de prouver que cette double propri^te subsiste non seulement entre les

limites precedentes, mais plus generalement tant (jue .< reste superieur a zero.

Eri effet. h etant un entier positif quelconque, exprimons par une integrale de-

finie la somme des hk premiers termes de la serie precedente. Au moyen de
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la foi'imile:

et eii ayant egard ä reqiiatioii (8), on troiivera pour cette somme:

]e signe soinmatoire s"etendant depuis n = 1 jusqu'ä n = A;. Le polynöme

J^c^x""'^ etant divisible par 1 — .r. coinme on le voit par requation (9). la frac-

tion algebrique soiis le signe d'integration reste finie. Soit K la plus graiide

valeur nnmerique de cette fraction depuis .x; = jusqu'ä x = 1 : la seconde

integrale sera donc moindre que:

et s"evanouira pour A = oc. II resulte de lä que la serie prolongee i\ rintini

est convergente. et Ton voit avec la meme facilite que sa somme exprimee

par la premiere integrale, est une fonction de s. qui varie d'une maniere con-

tiHue avec cette variable tant que Ton a s> 0.

§• -2.

p etant uii nombre premier impair, positif ou negatif. et k un entier

non-divisible par p, qui peut etre aussi positif ou n^gatit", nous designons avec

Legendre par I — 1 Tunite prise avec le signe plus ou avec le signe moins,

suivant que k sera ou ne sera pas residu quadratique relativement ä p. L'il-

lustre auteur definit le symbole (— 1 comme le reste que donne la puissance

li'ii'P-^'i^ lorsqu"on la ilivise par p: la delinition precedente. quoique la nieme au

fond, est preferable pour notre objet en ce qu'elle ne suppose pas que p soit

un nombre positif. Si nous designons par / un second entier non-divisible par

p et par q un nombre premier impair dont la valeur numerique difiere de celle

de jü. on aura suivant la notation precedente:

(1)
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Ces equations qui renferment toute la theorie des residus quadratiques. supposent

de plus, la seconde que p est positif. la quatrieme que p et q n'ont pas simiii-

tanement le signe negatif.

Les entiers k et P, positifs oii negatifs, n'ayant pas de diviseur coni-

raun. et le second P. que nous supposons impair. etant decompose en ses fao-

teurs simples p, p . p" . • • egaux ou inegaux. de sorte que P = pp p" nous

aurons souvent ä distinguer si ceux des nombres preniiers p, p'. p" . ... a

Tegard desquels / est non-residu quadratique, sont en nomhre pair ou inipan-.

ou ce qui est la menie chose, si le produit

:

(D(7)(f)-
a la valeur -|- 1 ou — I . M. Jacobi a propose d'etendre la notation de Le-

GENDRE ä de semblables produits et d'ecrire:

(^)-(l)(i:o(^)-
Comme cette generalisation de la notation de Legendre, dont Tillustre geo-

metre que je viens de eiter. a fait des applications ingenieuses*), est tres propre

ä simplifier les fornmles et k abreger les demonstrations. nous ladopterons dans

ce qui suivra. On aura suivant eette notation:

(2)

|(^)(;)=(4^)- (i.)(|)=U-)- (^^)=(-')-.

en supposant que les entiers /• et / u'ont pas de diviseur cummun avec les

nombres impairs P et Q, que P est positif dans la troisieme, et enfin que P
et Q sont Premiers entre eux et n'ont pas simultanement le signe negatif dans

la derniere de ces equations. Toutes ces equations sont ou evidentes ou se de-

duisent facilenient des relations (1), et il sentit daiitant plus umtile de nous

arreter k les demontrer que les theoremes qu'elles exprinient se trouvent dejk,

ä la notation pres. dans l'ouvrage de M. Gauss art. 133. Pour eviter des

distinctions inutiles il conviendra de ne [)as exclure le eas oü P dans le Sym-

bole l-pj a la valeur ±1. en supposant (qr»-) ^ ^- II *^^t evident que cette

') l.'ompte reridu des seance« rie rAcadeinie de Berlin. Oct. 1S37.
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noilvelle Convention est compatible avec les equations prec^dentes , et qu'en

l'adoptant. la troisienie de ces equations se trouvera coinprise dans la cinquieine

et j-epondra ä Q ^ — 1

.

Nons terminerons ce paragraphe. en posant les equations evidentes qui

suivent, et dans lesqiielles k et / designent des nombres impairs et d la valeur ± 1

:

§. 3.

Nous avons niaintenant k rappeler quelques resultats connus qui se rap-

portent ä la theorie des tbnnes quadratiques. En designant par D un entier

positif ou negatif (le cas de jD = sera excepte), nous appellerons avec M. Gauss

forme du determinant D, toute expression comme:

aj:''-\-2ha!i/-\-ct/',

a, b, c etant des entiers donnes, lies entre eux pai- la condition b'— ac = D,

et x et y designant des entiers indetermin^s. Lorsque le determinant D est un

nombre negatif, les coeffieients extremes seront toujours de meme signe. Nous

ne considerons, dans ce cas, que les formes pour lesquelles ce signe est +,
c est-ä-dire les formes qui nexpriment que des nombres positifs. M. Gauss

ränge les formes qui appartiennent k un meme determinant en differents ordres,

en comprenant dans un meme ordre toutes Celles pour lesquelles le plus grand

diviseur commun de a, b. c a la meme valeur. Nous supposerons toujours

qu'un pareil diviseur n'existe pas ou plutot qu'il est egal k l'unite, les autres

cas pouvant etre immödiatement ramenes k celui-ci. Les formes dont il s'agit

et dont l'ensemble forme l'ordre appel^ primitif, peuvent elles-memes pre-

senter deux cas. II peut arriver que a et c soient simultanement pairs ou

que cette condition n'ait pas lieu. Dans le second de ces cas, les formes con-

stituent ce que M. Gauss appelle Tordre proprement primitif. l'autre cas etant

celui de Tordre improprement primitif. Quand nous parlerons de foi'mes qua-

dratiques Sans autre designation, nous sous-entendrons toujours que ces formes

appartiennent k l'ordre proprement primitif. On sait d'ailleurs que l'ordre im-

proprement primitif n'existe que lorsquon a Z)^ 1 (mod. 4).

Deux formes:

ax''-'r2bj:y-'rcy'. a x' ^ -^2h'x y' -\- c y ''

etant telles que la prämiere se change dans la seconde, au moyen de la sub-
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stitution:

j: ^ a.r'-i-ßy', y = yx'+dy'

,

oü l'on a:

aS—ßy = ±1,

sont dites equivalentes et cette equivalence est appelee propre ou impropre.

suivant que le signe superieur ou le sigiie inferieur a Heu. Cette distinction

que M. Gauss a introduite dans la theorie des formes quadratiques. et qui est

analogue k celle que Ton fait en geometrie entre Tegalite par superpositkm et

Tegalite par symetrie'), a beaucoup d'importance en ce quelle conserve ä la

theorie des formes du second degre une simplicite que cette theorie iVaurait

pas. ä beaucoup pres, si Ton n"y avait pas egard. Nous h'aurons pas a con-

siderer l'equivalence inipi'opre; en disant donc simplement que deux formes

sont equivalentes. nous sous-entendrons toujours qu'il s'agit de l'equivalence propre.

Les formes (positives et proprement primitives) dont le determinant est

un nombre donne /), et qui sont toujours en nombre infini, peuvent se distri-

buer en un nombre limite de classes, en pla(;ant deux formes dans la menie

classe ou dans des classes differentes suivant que ces formes sont ou ne sont

pas equivalentes. Si Ton prend dans chaque classe Tune quelconque des formes

qui la composent, on aura ce que nous appellerons le Systeme complet des

formes difterentes, ou plus simplement. les formes differentes du determinant D.

Ce Systeme etant construit. il est evident que toute forme dont le deteniiinant

est D. aura toujours son equivalente et n'en aura qu"une dans ce Systeme. II

est egalenient facile de voir que si Ton construit un Systeme semblable pour

Tordre des formes improprement primitives, ce nouveau Systeme jouira de la

merae propriete relativement a toute forme qui appartient au nieme ordre.

Les formes differentes qui correspondent au determinant quelconque D.

sont divisees par M. Gauss en genres, qui sont aaalogues k ce que Legendre

appelle groupes de diviseurs quadratiques. La difference qui existe ä cet egard

entre les illustres geometres que je viens de citer, tient uniquement ä ce que

Legendre exciut les determinants qui ont des diviseurs carres. ce que M. Gauss

*) On peut consulter sur cette aualogie lemaiquable un aiticlc nue M. (jaiss a insere dans les an-

nünces litteraires de Gottiugue et dans lequel rillustrc auteur, apres avoir rendu compte d'un ouvrage de

M. Seeber sur les formes quadratiques a trois indeterminees, entre dans des details tres interessant« , sur

la maniere dont on peut representer geometriquement les proprietes des formes du second degre qui ren-

ferment deux ou trois cntiers indetermines. ')

') Gau»3' Werk«, Band IT, S. 188—196. K.
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ne fait pas et ce que nous ne ferons pas non phis, la consideration des deter-

iiiinants de cette espece etant indispensable dans differentes recherches. Voici

niaintenant les principes tres faciles k etablir. siir lesquels repose la division en

genres. (Disq. arithm. art. 229 et suivants.)

I. Si / est un nombre premier impair qui divise D, les entiers vi, non-

divisibles par /, qui penvent etre representes par une meme forme ayant D

pour determinant, sont ou tous tels que (-^1=1. ou tous tels que I^J ^ — 1.

II. Lorsqu'on a Z) ^ 3 (med. 4), les nombres impairs m susceptibles

d'etre representes par la meme forme, sont ou tous tels que (— i^K«-') =_
j^

ou tous tels que (— i)J("'->) = — l.

III. Lorsqu'on a Z) ^ 2 (mod. 8), les nombres impairs m susceptibles

d'etre representes par la meme forme, sont ou tous tels que (— !)«("'— •) __
j^

ou tous tels que (— i)i("'~'^ = — 1.

IV. Lorsqu'on a D=6 (mod. 8), les nombres impairs m susceptibles

d'etre representes par la meme forme, sont ou tous tels que (— iy("'-''+i("''-o ^ j^

ou tous tels que (^_ i)ä("'-i)+i("''-i) ^ _1_

V. Lorsqu'on a Z) ^ 4 (mod. 8), les nombres impairs m susceptibles

d'etre representes par la meme forme, sont ou tous tels que (— nK™-« __ i^

ou tous tels que (— 1)"'"'~'^ == —1.

VI. Lorsqu'on a Z) = (mod. 8), les nombres impairs ru susceptibles

d'etre representes par la meme forme, sont tous exclusivement contenus dans

l'une de ces quatre formes 8,u-i-l, 3, 5, 7, ou ce qui revient au meme, on a

ä la fois (— 1)^^'"-'^ = ±1, (— 1)^^"'~'' = dzl, chacun des deux signes ambigus

restant invariable pour la meme forme.

Toute propriete de la'nature de celles exprimees dans les enonces pre-

cedents,. est ce que M. Gauss appelle un caractere particulier de la forme ä

laquelle cette propriete appartient. C'est ainsi que les caracteres particuliers

de la forme 5a:^-i-4a;i/+ 14?/"', dont le determinant est —66 = —2.3.11. sont

contenus dans les equations:

(f) = ->- fe) = '.
(-.)«->*-' = ->.

L'ensemble des caracteres particuliers d'une forme constitue son carac-

tere complet. et la distribution des formes en genres consiste ä rapporter au

G. Lejeune Dirii-hlet's Werke. 54
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meine geiire les formes qui ont le meme cai-aetere complet, et ä des genres

(lifferents celles dont les caracteres complets sont differents. Quant au nombre

des genres differents, ou ce qui est la meine chose, des caracteres complets

differents. il est, generalement parlant, moindre que celui des combinaisons que

Ton peut foriner avec les caracteres particuliers differents, puisqu'il existe ti)u-

jours, a Texception d'uu cas singulier, une relation entre les caracteres parti-

culiers qui conviennent ä la meme forme quadratique, relation qui derive des

tlieoremes (2) du paragraphe precedent. Pour voir en quoi consiste cette re-

lation, soit >'- le plus grand carre qui divise D. et designons par P ou par 2P

le quotient -^ . suivant qu'il est impair ou pair. Nous auroiis done selon ces

deiix cas:

D = PS\ ou D = 2PS-.

et le noiiihre impair P etant decompose en ses facteurs simples /;, p', p", . . .:

P = PP'P"....

ces facteurs seront tous inegaux. Si nous cousiderons maintenant une forme

quelconque, appartenant k Tordre proprement primitif et ayant D pour deter-

minant. on pourra toujours attribuer aux indeterminees x et y des valeurs pre-

mieres entre elles et telles que la valeur correspoudante m de la forme soit

positive, impaire et premiei'e ä D. Cela etant, D sera residu quadratique rela-

tivement ä vi et par suite aussi a Tegard de tous les facteui-s simples de m.

(Disq. arithm. art. 154.) On aura donc I— 1= 1, et par consequent suivant

les deiix cas que iious veuoiis de distinguer:

\7n J \ m 1 \m J \m J

D\in aiitre cote. m etant positif, il resulte des equations (2) §. 2:

Si Ton remarque maintenant que la puissance (— i)J(''-')K"'-i) est equivalente

k 1, ou k (— 1)*'"'~'\ suivant que Ps^ 1, ou Pn;3 (mod. 4), et que l'on ecrive

("")("')•• ^ ^'"^ place de
(
/yl- et (—1)*''"'"'' k la place de ( — j, on aura

ces resultats:
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D PS\

D = 2PS\

(7n\ { tn \

P-3(mod.4), (_l)U™-.)(^)(^).

|p^ 3 (mod. 4), (_l)M".-)n(--.)(_^j(^) .

Quant aux caracteres particuliers qui n'entrent pas dans ces relations. il n"existe

aucune condition ä leur egai'd, ou pour parier plus exactement et pour ne pas

aller au delä de ce qui a ete demontre, il ne resulte aucune condition qui les

concerne, des theoremes (2) §. 2 dont nous venons de faire usage. Au moyen

des resultats precedents et des theoremes enonc^s plus haut, il sera lacile de

former le tableau suivant qui pourra servir dans chaque cas ä faire Tenu-

meration coraplete des genres differents qui repondent au determinant D. et

dans lequel:

/•, /•', ?", . . .

designent les nombres premiers impairs inegaux qui divisent D sans diviser P.

Premier cas. D = PS\ P . 1 (mod. 4).

S = 1 (mod. 2),
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Quatrieme cas. D = 2PS-, P= 3 (med. 4).

^=l(mod.2).
j

(-1)K--)H(«=-.) (^), (-).

S = (mwl. >), (_,)«.-, (_„«..-... (^). (»). ...

Pour enumerer les caracteres coinplets, c'est-a-dire les genres differeiits

pouvant avoir Heu pour nn determinant donne, il faudra ecrire toutes les ex-

pressions qui forment la ligne horizontale relative au determinant donne dans

ce tableau, les unes ä la suite des autres, apres avoir egale chaque expression

ä =t 1 , et varier ensuite les signes ambigus de toutes les nianieres possibles,

en s'assujettissant toutefois ä la condition que les seconds niembres de Celles

de ees equations qui repondent ä la premiere partie de la ligne horizontale,

doivent donner 1 pour prodviit, cette condition coineidant avec eelle dont la ne-

cessite a ete etablie plus haut. Soit, par exemple, /) = 2 . 3 .
5"-. Ce determinant

se rapportant a la premiere subdivision du quatrieme cas. on aura ces 4 carac-

teres complets:

(-""-'*«--" = (!)= '• (1)= '^ (-,).-.*-.= I, (1) = ,. (!) = -;

Suivant la notation de M. Gauss, ces genres seraient caracterises comme il suit:

1 et 3, 8; i?3; Rb: 1 et 3, 8; A3; A^5;

5 et 7, 8; iV3; Rb; 5 et 7r8; iV3; Nb.

II importe de remarquer que les considerations precedentes ue prouvent

nullement que les genres compatibles avec la condition enoncee, existent reelle-

ment: on peut en conclure seulement qu'il ne saurait y en avoir d'autres.

Quant k la question de savoir 1". si pour chaque determinant il y a reellement

des formes qui appartiennent ä chacun des genres ainsi enumeres, et 2". de

quelle maniere les formes difterentes se distribuent entre les genres, qui ont

une existence reelle, c'est une question tres difficile qui forme Fun des priu-

cipaux objets de la seconde partie de la S'*"""" section de l'ouvrage de M. Gauss,

et dont nous donnerons aussi plus bas la Solution au moyen de nos principes.

Nous ferons encore observer, avant d'aller plus loin, que si Ton designe

par / le nombre des expressions contenues dans la meme ligne horizontale du

tableau precedent, Ic nombre des genres enumeres de la maniere indiquee sera
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evidenunent exprime par 2'^\ II n'v a quuue seule exception a cette reole

generale, exception qui a lieu lorsque la premiere partie de la ligne qui est

assiijettie a une condition dont l'effet est de reduire le nombre des combinai-

sons de moitie, n'existe pas. En jetant les yeux siir le tableaii. on voit de

suite que cela ne peat arriver que lorsque le detenninant se trouve coin[)ris

dans le premier cas, et qu'en ineme tenips F ne contient aiicnn faeteur premier

p, ])'. .... Comme Ton a alors d'iine part P^ 1 (mod. 4) et de l'autre P^±l,
et par suite F= 1, on voit que ee cas n'a lieu que lorsque le detenninant est

un carre positif, et que le nombre des genres est alors egal k 2'.

Tout ce qui precede. est relatif aux formes propreinent primitives. Jl

nous reste k considerer le cas des formes appartenant ;i l'ordre impropre-

ment primitif, et qui ne peuvent representer que des nombres pairs. Ce cas

ne peut avoir lieu que lorsqu'on a D^l (mod. 4). et par suite P^ 1 (mod. 4).

•S ^-- 1 (mod. 2). Si Ton designe par m un entier positif. inqjair et premier a D,

dont le double puisse etre exprime par une pareille forme, on formera san.s

peine le tableau qui suit. et dont l'usage est entierement semblable ;i celtii du

tabloau donne plus haut:

D = PS": P = 1 (mod. 4). .S = 1 (mod. 2).

(y). (?)• !(")•(")

§• 4.

Nous avons luaintenant k examiner sous quelles conditions et de com-

bien de manieres differentes un nombre m que je suppose positif, impair et

pi-emier a D, ou son double, peut etre represente par les formes du determi-

nant I). en supposant que les valeurs positives ou negatives que Ton attribuera

k cet eiFet aux indeterminees x et y, doivent etre premieres entre elles. Pour

qu'une teile representation soit possible, il faut que D soit residu quadratique

relativement a m ou k 2m (Disq. arithm. 154), conditions dont la seconde ne

ditFere pas de la premiere. Or. pour que T) soit residu quadratique par rap-

port k m, il faut et il suffit qu'on ait pour cliacun des diviseurs simples /' de

VI (art. 105):

(!) = •

En supposant / positif. et distinguant comme dans le paragraphe preeedent, les
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qiiatre cas suivants que le determinant 7) peut presenter:

D = PS\ P=l ou :-5(mo(l. 4). D = 2PS\ P=l ou 3 (mod. 4),

la condition dont il s'agit. poiirra etre remplacee, eii vertu des theoremes (2)

§. 2 et Selon les qiiatre cas. par liiiie de celles-ci:

(2) (f) = l. (-1)^^'-''(^) = 1. (-1)'''=-'(4) = 1' (-l)«^-"-*^^=-^(^) = l.

Cela pose. soit:

(3) <ijr-\-2hd-i/-i-cij', a'x'-\-2b\vy-\-c'y', . . .

le Systeme coinplet des tbrnies differentes (proprement primitives) ayant poui-

determinant le nombre negatif D. et voyons combien de fois le nombre m dont

tont diviseur simple /' est suppose satisfaire k la condition (1), peut etre repre-

sente de la maniere indiqiiee. par la totalite de ces formes. Si nous designons

])ar ,1/ le nombre tles divisein's premiers inegaux / de in. la congruence:

z' ^ D (mod. »»)

aiira aiitant de racines difterentes quil y anra dunites dans la pnissance 2"

(art. 105). Soient:

/, /'. /", . . .

(•es racines et oherchons. dapres les preceptes de lart. 180, les representations

qiii appartiennent ä chacune de ces racines. Pour obtenir celles qui se rap-

portent a z ^ h il faudra voir si parmi les formes (3) il y en a une qui soit

äquivalente a celle-ci:

V—D „

Or, m etant impair et premiei- ä ]). cette derniere sera pi-opi-ement primitive,

et aura donc toujours son equivalente dans le Systeme (3), par laquelle m pourra

etre represente de deux manieres. Le meme raisonnement pouvant s'appliquer

a toutes les autres racines /'. /" on voit que m peut etre represente par

la totalite des formes (3) d'autant de manieres difft^rentes qu'il y a d'unites

dans la puissance 2"'*"\ deux representations etant considerees comme diiferentes

lorsqu'elles se fönt par des formes differentes ou lorsqu'ayant lieu par la meme

forme, et designant par x. y et par x', y' les valeurs simultanees des indeter-

minees, on n'a jjas a la fois x = x , et </ = y

.

Si le Systeme complet (3) est celui de Tordre im[)ropi-ement primitif,

et si en meme temps le nombre qu'il s'agit de representer par ces formes, est
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2h«, on arrive ä la ineme conclusion. II sut'fit de reniarquer qiie le nombre

des racines de la congi-iience z"- ^ D (mod. 2/») est egalement 2". et que l'une

quelconque de ces racines etant desigiiee par /. la forme:

27w.i'^-|-2/.j.'«H T w^
2 m "^

sera inipropreinent primitive. Uest ce qui resiilte de ce ({ue m est impair et

premier a D. et de ce que. /' et/) etant de la forme 41^-1-1. le coefticient de

2/' est pair. Nous avons donc ce theoreme daus lequel les deux cas sunt reimis

daiis le meme enonce:

Theoreme I.

Soient:

a.T^-\-2bxi/-\-cy^. a' .v--\-'lb' ,ry-\-r' y". . . .

les formes proprement (improprement) primitives differentes. ayant Tentier ne-

gatif 1> pour determinaiit; soit encore m un nomI)re positif. impair et premier

a I). dont tous les diviseurs simples /' satisfont ä celle des conditious (2). qni

se rapporte an nombre donne I), et designons par // le nombre des factenrs

simples inegaiix de m. Cela pose, je dis (pie. si les indeterminees ,r et y sont

assnjetties a n'avoir pas de divisenr comnmn, Tentier in (2 in) sera tonjonrs

represente par la totalite de ces formes, d'autant de manieres diffei-entes qn'il

y a d'nnites dans la puissance 2''+\

Remarque. Le theoreme precedent est snjet ;i denx exceptions. dont la

premiere a lieu lorsqu'on a J) = — 1. la seconde lorsqu'on a /) ^^ — 3. et qu'il

s'agit des formes de Tordre improprement primitif. II resulte de Tarticle deja

cite de l'ouvrage de M. Gaiss, qne le nombre des representations est respec-

tivement dans ces cas 2'""*'" on 3.2'''*''.

Pour etablir le theoreme qne nous allons enoncer. et qui se rapporte

au cas oü D est un nombre positif (iion-carreY) , ü n'y aura rien k changer

aux considerations pi'ecedentes, si ce nest qu"au lieu de s'appuyer sur Tart. 180

des Disq. arithm. . il faudra recourir a l'art. 205 du meme ouvrage. Pour

reunir le cas des formes proprement primitives et celui des formes impropre-

ment primitives dans un enonce cornmun, nous avons fait usage de la lettre <»,

par laquelle il taut entendre le nombre 1 ou 2 selon ces deux cas.

*) Les formes dont le determinant est un cuire positif, et qui se decomposent toujours eu deux

facteurs lineaires, ne sont pas de veritables formes quadratiques. Par cette raison nous les exrlurons tou-

jours dans ce qui va suivre.



432 APPLICATIONS DE LAXALYSE INFINITESIMALE A LA THEORIE DES NOMBRES.

Theoreme II.

Soient:

(t.r--i-2b.ri/-\-ci/\ d' j-''-^2b' .ri/-\-c'y'. . . .

les fornies ])ropreiiient (iinproprement) primitives difFerentes ayant Tentier po-

sitif D pour determinant: soit encore ;/( iin nombre positif, impair et premier

ä D, dont tous les facteurs simples /' satisfont ä celle des conditions (2) qui

se rapporte au nombre dorme D. et designons par ,i< le nombre des facteurs

simples inegaiix de j». Cela pose. et les indeterminees x et >/ etant assujetties

k n'avoir pas de diviseur commnn. je dis que les representations de com par

la totalite de ces tormes poiirront tonjours etre distribuees en 2" groupes

distincts. en comprenant dans un menie gronpe deux representations telles que:

(ix'-\-2hj'i/-\-ci/'' = u)!ti. iiy--\-2b.i;'i/'-\-cy'' = o)m.

(jui sc font par la meme tonne quadratique. et dans lesqnelles les valeurs .r, y
et .i'. ;/' de^^ indeterminees sont liees eiitre elles par les equations:

./• = --^- (.e't—(by-\-cij')u), ij = - - {y'f-{-(a.i-'^h!/)ii.l

t et // designant des entiers quelcon(|nes positit's on negatits tels ([u'on ait:

(4) i-— Dir = (0-.

[On peut reniarquer (jue cet enonee. si Ion y supprimuit la condition

(pie J) doit etre positif. resterait exact et comprendrait alors le theoreme I

avec ses deux exceptions. En eifet, D etant suppose negatif. requation (4)

n"a en general que ces deux Solutions t = dzoj. u = 0, ce qui donne deux re-

presentations pour chaque groupe. de soi-te que le nombre total des represen-

tations, fini dans ce cas. devient 2""^' comme dans le theoreme I. II n'y a

exception que lorsqu on a on 1) ^ — 1. w ^ 1: ou D = — 3, o) ^ 2, auxquels

cas le nombre des Solutions de l'equation (4) est respectivement 4 ou 6, ce qui

s'accorde avec les exceptions indiquees plus haut. Mais tont en faisant re-

marquer ce (pie le cas de IJ positif et celui de D negatif ont de comraun,

comme sous d'autres rapports ces deux cas sont tres diflferents et doivent etre

traites s^parement, nous avons cru devoir donner deux enonces distincts, pour

pouvoir appliquer plus facilement les resnltats precedents cpie nous aurons

souvent ä employer.]

II est facile de voir que les i-epresentations, ou ce qui est la meme chose,



Al'PI.lCATIONS DE I/AXALYSE LXFINITKSIMALE A L\ THEORIE DES NOMBRES. 433

It'S Solutions de requatioii:

(5) (i,r''-\-2f>.t:i/-\-Cl/'' = 0)'m,

(|ui appartieiiiient au meme ^roupe. peuvent toujours sc deduire toutes de l'une

quelcoiique d'eiitre elles, .r = (t, y = y. au nuiyeii des t'onnules:

cu attribuaut ;i / et ii tuutes les valeurs eiitieres. taut positives que neü'utives.

qui satistont ;i l"e(]uation (4).

Nous allons faire voir uuiintenaut (ju'il existe certaines üinites tres simples

entre lesquelles se trouve toujours coiiiprise une de ees soliitions eu iioinbre

iiitini. et entre lesquelles il ne saurait y en avoir plus (Tune. Poui- eviter des

distinetions inutiles ;i noti'e olijet. nous supposerons (pie dans cliacuue des formes

donnees:
a.i-''-'r2b.rii-\-cij-, a' .ir-\-2/j' .ri/-hc' ,{/', .

les coeftieients de .r' et de :vi/ sont positifs, et (pie eehii de y- est neoatif. On

sassure t'acileuient de la legitiniite de eette sup|)osition: il sut'tit de reniarquer

que panni les formes qui coniposent nne nieme classe. et entre lesquelles nous

pouvons en choisir mie k volonte, pour construire ce que nous avons appele

le Systeme complet des formes differentes, il y en a toujours au moins une qui

satisfait aux conditions enoncees. En etfet. la periode des formes i-eduites qui ap-

partiennent ä une classe donnee de determinant positif. contient toujours au moins

deux formes (Disq. arithm. art. 187), et il est evident que sur deux formes eon-

tigues quelconques de cette periode. il y en a toujours une qui est teile que:

(7) «>0, Ä>0, c<0.

Ces conditions ayaut lieu. il est facile de voir que parmi les Solutions de re([ua-

tion (.")). il ne saurait y en avoir aucune pour laquelle x soit zei*o, puisqu'il

resulterait de cette supposition: cy- = ojm, ce qui est impossible. c et rn ayant

des signes opposes. La valeur particuliere « sera donc aussi differente de zero,

et nous remarquerons que cette valeur peut toujours etre supposee positive.

Cela resiilte de ce que la Solution .r = «, y = y. qui sert de point de depart

pour obtenir toutes celles qui appartiennent h un meme groupe, peut etre

choisie a volonte dans ce groupe, et de ce que le groupe qui contient la Solu-

tion ,v = (c. y^y. renferme evidemment aussi celle-ci: ,r ^ — a. y == — ;'.

cette derniei'e se deduisant par les formales (6) de la premiere, en supposant

t = — w. II = 0.

G. liejeuiio 1) i licli let 's Werke. ,")5
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Les Solutions, en iiombre inrini, qui t'ormeut nn meine gronpe, et qui

resultent des equations (6), peuvent se distribiier en deiix gronpes partiels dont

le premier comprend toutes celles pour lesquelles on a ,i'> 0. tandis ((iic eelles

du second satisfont a la condition .r<;*'.

Nous allons raaintenant faire» voii' qiie dans le preuiiei- de ces groiipes

partiels, les valeurs de y s'etendent depuis — oo jasqu"a oo, sans qiie cette in-

determinee puisse obtenir la menie valenr dans deiix Solutions differentes, et

que Celle de ces Solutions jiour laquelle // a la plus petite valeur positive, diife-

rente de zero, satisfait a des conditions d"inegalite tres simples au nioyen des-

quelles il est facile de la separer de toutes les autres. et de reduire cliaque

groupe a une representation unique. ce qui i-endra le theoreme II entierement

semblable au theoreme I qui se rapporte aux determinants negatit's. Pour rem-

plir lobjet que nous avons en vue. nous observerons qu'il resulte de requation:

aa'''-\-2haY-\-cY'- = mm.

mise sons la forme:

(J)U-\-cyy— Da' = tncm,

et de ce que ojcm est negatif, qu'on a, abstraction faite des signes:

ayij >/}((-+- ()',

et connne on a pareillement en vertu de lequation (4):

cu tu

on oonclut. en faisant toujours abstraction des signes:

at '::>(/!(( -{-''y)'<-

11 suit dl- la et de la supposition a > 0. que pour enibrasser toutes les repre-

sentations contenues dans les equations (6) pour lesquelles .v a une valeur posi-

tive, on n'aura h faire usage que de celles des Solutions de lequation (4) dans

lesquelles t a le sigiie plus. Or. il resulte dun theoreme connu que toutes les

Solutions qui reniplissent cette condition. sont donnees ])ar les formules:

2 IV (u (u / V m 0) / I

dans lesquelles T et U designent les plus petits uonibres positifs (autres que
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0) et 0) qui satistoiit ä requation (4), ii devaiit etre egale successivemeiit a- tous

les entiers depiiis — oo jusqu";! oc. On aura donc pouT le groiipe partiel dans

leqnel x est positif. eii distinguant les dilFerentes Solutions de ce groupe par Tin-

dice II. dej;t eniploye dans les e([iiations precedentes:

En substituant les expressioiis de /„. »„. lu secoude de ces eqiiatious deviendivi:

V 2i/z> / ^ "^ "j ' ^ 2yl) / ^ w "j /

II est tacile de volr (pu- les (|uantites:

yy D-\-H(i+Yh. y\D— ua— yh

sont la preniiere positive, la seconde negative. Pour s"en assurer il sut'tira de

faire voir qiie (ca-\-yh est iinniei-i(|iiement sLqx^rieur :i y\l) et pusitif. La pre-

iiiiere de ees assertions se pi'ouve. en niettant lequation:

(I u'-'r'lhay-\-ry'' = vjiit

soiis la forme:

(t'.d+yfi)"— Dy' = (•laiii.

et oliservant ipie le second nieinhre est positif. Pour jnstitier la seconde as-

sertion. on remarquera que. puisque la valeur ninnerique de cia-hyb surpasse

Celle de y]I>. eile surpassera n fortiori celle de yb. h etant <Z\^J. De la et

de ce (|ue an a le signe positif. on conckit que (ca-\-yh est egalenient positif.

Connne en vertu de ce (jui precede. les coefficients qui entrent dans

lexpression de y„, sont le preniier ]iositif. le second negatif. et ([ue d"nn autre

cöte. les quantites positives:

dont le produit est 1. sont evideunnent la premiere superieure, la seconde iii-

ferieure ä Tunite. ou voit sans peiiie que chacun des deux termes dont se com-

pose y„. croit avec l'indice ti. On aura donc, quel que soit cet indice:

ce qui prouve. comnie nous Tavons avance plus haut, que rindeterniinee y ne

saurait ol>tenir deux fois la meine valeur dans le groupe partiel oü x est po-

sitif. et Ion voit egalement fpie y doit passer du negatif au positif, car on a

55*
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evidemment y_^ = — oo, y^^co. Poiir obtenir la Solution qiie noiis avons

en vne, et dans laquelle y„ a la plus petite valeur positive, differente de zero.

il faiidra poser ces deiix conditions:

Si Ton observe qu'eirvertu des expressions de x„, y„, t^, u„. donnees plus haut,

on a la relation:

3/«-i = ~i>/„T—(,uv„-\-by„)U),

la secoTide de ces conditions prendra cette autre forme:

(r-bU)y„^aU.>;n.

Comnie on a 2^> U^D, b<C\D. et par suite T— hU'^ 0, l'inegalite pre-

cedente est equivalente a celle-ci:

^ aU

II ivsnlte de ce qui precede, que parmi les representations en nonihre infini,

forniant un meme groiipe, et qui sont toutes donnees par les equations (6). il y

en a toujours une qui satisiait ä ces trois conditions:

(8) ,r>0. yXK xj^
T--hU

''-

Ces inegalites ont ete deduites de la definition de la Solution particuliere

(jue noiis voulions separer de toutes les autres contenues dans le nieme groupe

i|u'elle. D'apres cette delinition. la Solution dont il s'agit devait appartenir

au premier des deux groupes partiels, et repondre dans ce groupe ä la plus

petite valeur positive de y. On peut prouver reciproquement que toute Solu-

tion pour laquelle les inegalites precedentes ont Heu, est necessairement. parnii

toutes les Solutions formant avec eile un menie groupe total, celle :i hupielle

s'applique la definition precedente; il suffit pour cela de repeter ensens inverse

les raisonnenients que nous venons de developper. Cela etant. on voit que le

theorenie II jicut etre rempiace par uu auti'C tlieoriMue dont voici Tenonce.

Theoreme 111.

Les suppositions du theorenie II etant conservees, si Ton ajoute que les

coefficients et les indetenninees de la forme ax--i-2bxy-hey'-, doivent satisfaire

aux conditions (7) et (8), et que l'on assujettisse toutes les autres formes a des
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ronditions analogues. je dis que le nonibre des representations dIfFerentes de

rentier toin. que ron peut effectuer au moyen des formes donnees, sera exprime

par la piiissanee 2".

Pour rendre plus faciles les applications que nous aurons k faire du tlieo-

reine precedent. il conviendra de mettre sous une forme geometrique le resultat

sur lequel ce tlieoreme est fonde. Soierit a cet effet OX, OY deux axes reetan-

üulaires des x et des y, diriges dans le sens des coordonnees positives, le preniier

horizontalenient, le second verticalement et de bas en haut. ' T^es variables .r

et // dans lequation:

a.i:--+-2/j,vij-\-''ij'- = iMin

('taut considerees coniine eontinues, cette equation sera k une hvperbole. et Ton

deduira facilement des conditions a > 0, h'^ 0, c <[ 0, que Taxe des _;/ separe

l'une de l'autre. les deux branches inlinles de cette courbe. Si done nous ap-

pelons preniiere branche celle de ces deux liranehes intinies sur hiqnelle l'abscisse

X est partout positive, le preniier des deux groupes partiels preeedennnent distin-

gues, re})ondra ä cette preniiere branche. Cela etant Finterpretation geometrique

du resultat etabli plus haut consiste en ce que. parmi les Solutions en nombre

intini formant le meme groupe total, et (pii sont toutes coniprises dans les

ecpiations (6), il y en a toujours une. et quil ne saurait y en avoir plus d'une,

qui soit representee par un point de Tarc de la preniiere brauche, intercepte

d'une part par Faxe OX, et de l'autre par la droite qui a [)Oin- e(juation:

ce ;i quoi il taut ajouter qu'on doit toujours exclure la Solution qui iH'itoiid ä

lextremite inferieure de cet arc.

§. 5.

II nous reste une derniere question preliminaire a resoudre, avant d'en

venir au veritable objet de ce memoire. Cette question consiste a assigner

toutes les valeurs simultanees des indeterminees x et y qui, etant Substitutes

dans une forme donnee du determinant D, rendent cette forme preniiere a 7),

et en outre impaire ou impairement palre suivant qu'il s'aglt d'une forme propre-

nient ou improjirement primitive. Nous designons par />, la valeur numerique

de D, et nous commencerons cette recherclie par l'examen du cas oü la forme

donnee appartient a l'ordre proprement primitif. Ce cas se subdivise lui-mOmc.
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suivant que D est pair ou iaipair. Sdit en preinler Heu T) iinpair. Les inrle-

terminees .r et y etant ini^es soiis la forme:

22), r+«. 2Z>, jf+z,

oü i\ w designent des entiers (|iielconqiies positits oii iiegatifs. a, y etant des

nonibres pris riin et Taiitre daiis la siiite:

0. 1. 1. . . .. -11) —\.

un aiira evideniiiient:

fi.v-~{-'2l>.vf/-hci/- ^ ui'.--{-2l>aY-^('Y' (nioci. '2D^).

La tiiiestlon proposee revient donc ä voir pour lesquelles des coinhinai-

sons n. y. ou plutöt. pour eoiubien de ees combinaisoiis (car cest iiniqueuieut

leiir noii)l)re quil nous Importe de connaitre) le second membre est premier ä

21 ly. Nous observerons d'abord qu"on peut, sans nuire en rien h la generalite de

la question. supposei- Tun des coefficients extremes, le premier a par exemple.

sans diviseur commun av'ec 2/),. En efiet. si eette condition n'a pas lieu dans

la forme donnee, on peut tonjoui-s transformer celle-ci en une autre oü eile se

trouve remplie. Soit a\r"--i--f)'.t'i/'-hc'i/'- la nouvclle forme equivalente ä la

premiere. et soient:

,r = 2>.r'-^qii'. // = r.v' -\-si/'. jis— qr = 1

les equations (pii correspoiideut ;i eette transformation. Si niaintenant dans les

congruenees

:

a ^ pn' -\- <!)•'. Y = ra +><)' (müil. 2L\ )

on conibine k's nombres ct. y' . pris Tun et l'autre dans la suite:

0. 1. 2 2/>,— 1.

de toutes les manieres possibles. rt ([Ur lOii (k'tei'uiiiie c. y de nianiere que

ces nombres se trouvent. compris entn- les nn'nies limites. ä chaque combinaison

«', / correspondra une combinaison c. y. et recipnxinement. eoinnie on le voit

en mettant les congruenees precedentes sons la foruK':

a' ^ stt— qy. y' ^ — ru-i-pY (moci. 2/>|).

De \k et de ce que Ton a evidemment:

aa^+2b(r.Y-{-cY' ^ </'«'-)- 2 //«')-' -+-(•'/" (nuxl. 2 />,),

on conclut (|ue les nombres des comltiuaisous a. y et (i'. y poiu" lesquelles:

air-'r2haY+ cY'- et n'u'''-^2h'HY'-\-<'y''

sollt prcmit-rs ii 27), eoYiioident. Cette conclusioii justifiaiit Tassertion avancee
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plus haut, iiüiis poiivons coiisiderer a comme preiiiier k 2/)i. Cela pose, pour

qiie le ti'inönie:

iTait pas de diviseur coinmiin avec 2/^,. il fant et il siit'tit que le |)rodiiit:

rt(«K"+ 2i«)'H-c7") ^ {iia-\-hyy— Dy'

joiiisse de la meine propriete, et par siiite, que au-\-hy soit premier a 2Z),

.

lorsque ;' est pair. oii que (ta-^-hy soit pair et premier ä D^, lorsque / est

impair. Or. ;' ayant une valeur determinee. Celles de l'expression a(c-\-hy.

lorsquon y pose suceessivement:

H = 0, 1. 2 2Z), — 1.

coTncideront. abstraction f'aite des multiples de '2D^, avec la meme suite. Tout

se reduit donc ä voir dans le cas de y pair, combien la suite precedente ren-

ferme de termes premiers a 2Di, et dans le cas de / impair, combien il y en

a dans la meme suite, qui jouissent de la double propriete d'etre pairs et pre-

miers a /), . Si Ton designe par ^1 le nombre des entiers posltit's non-siq^e-

rieurs*) ä D,, qui n'ont pas de diviseur commun avec D, le nombre des termes

en question sera, pour Tun et Tauti^e cas, exprime par zi. Comme d'un autre

cöte. y est susceptible de 2 /J, valeurs differentes, on voit que les combinaisons

(c, y (|ui donnent ä:

(tir-\-2bny-\-cy'

une valeur preniiere a 2Z)j, sont au nombiv de iD^zl. Une discussion toute

semblable etant appliquee au cas oü I) est pair. i'ait voir que le nombre des

combinaisons est alors 4/)iz/.

Considerons en dernier Heu le cas oü la forme donnee:

a.e''-\-20.rij-{-ct/'

appartient ;i Tordi-e im|)i'oprement primitif. Si nous posons:

-J-rt = «', -|c = c'

et comme j)recedemment:

j; = 2D^ f+a, y = 2/), '«+/,

nous aui'ons:

a'x^-\-bj;ij-\-<:' ij- ^ «'«^H-^fry-f-r-'y- (mod. 2D^),

*) Je (lis ä dessein non-superieiirs, |iour que le cas de Z)] = 1 ne fasse pas exceptioii.
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et il s'agira de voii- pour combien de conibinaisons a. y le second membre est

iiupair et premier a D, . Poiir y parvenir de lä maniere la plus simple, nous

supposerons, ce qiii est permis. que f/ n'ait pas de divisenr conimiin avec 2/),.

Cela etant, il taut distinguer le cas oü Ton a D = 1, et celiii oü /) :^ 5 (mod. 8).

Dans le premier de ces deux cas. h etant impair. il resalte de l'equation:

D = lr— ac = b''— \u'c',

que c est pair. et Ton voit de nienie que dans le second, c est impair. On

conclnt de lä (pie:

«'«+/'«)'+'•')'

ne saiü'ait etre impair dans le premier cas, k moins que les nombres ci. y ne

soient le premier imi)air. le second pair. et dans le second, a moins que a. y

ne soient ou Tun pair. Tautre impair. ou inqwiirs tous les deux. Pnur avoir

egard'ä l'autrc conditiou d"apres laquelle:

ii' a'-^ba)'-\-c Y'

doit etre premier ä /),, on remar(juera (ju'il taut et (juil suftit. pour (prelle

soit remplie. que le produit:

All' {a iC -i-ln'.y-{-r' y-) = {<ia-\-l)y)-— Dy-

jouisse de la meme propriete. Cela pose. si nous siipposons d'abord 1) : \

(mod. 8), il laudra, apres avoir attribue a ;' une valeur determinee paire, egaler

rc a cliaque terme de la suite:

1, 3, 5, .... 27), — ],

et voir combien de t'ois aa-hby, ou ce ijui est la meme cliose. le reste de

cette exj)ression, pris relativement au diviseiu- 7),. est premier a Di. ()r il est

facile de voir qne les restes de (i(i-\-hy sont. absti'actiou laite de 1 ordre:

(». 1. _' y>, — 1:

on en conclnt iju ii chacpie valeur de ;' correspond un nombre _/ de valeurs im-

paires de ce. telles que:

^/ <r -!-/'(( y+cV'-

soit impair et premier ä I). II resnlte de la et de ce que le nonilire ;' est

lui-meme susceptible de 7^, valeurs differentes, (pie le noml)re des cond)inaisons

(e. y ([ui domient ii Texpression:

\{inr -^'Ihay-'rcy'-)

une valeur impairi- et premiere ä I), est egal ii li^J. Si nous considerons en



APPLICATIONS DE L'ANALYSE INFINITESIMALE A LA THEORIE DES NOMBRES. 441

second lieii le cas oxi D ^ b (mod. 8), on troiive, comme dans le cas precedent,

qu'ä chaque valeur paire de y, il correspond un nombre de valeurs convenables

de a, egal ä zl, puisque, y etant pair, a doit etre impair; mais il n'en est plus

de meme, lorsque la valeur deterrninee que l'on attribue a y, est impaire, a

pouvant etre alors pair ou impair. II faut, dans cette derniere supposition,

egaler « dans l'expression aa-hby ä chacun des nombres:

0, 1, 2, . . ., 2Z),— 1.

Or, les valeurs de aa-^-hy, correspondant ä ces nombres, etant diminuees des

multiples de D^ qu'elles contiennent, coi'ncideront evidemment avec la suite:

0, 1, 2, . . ., A— 1,

chacun des termes de cette suite etant suppose ecrit deux tbis. On conclut

de lä que les valeurs convenables de a, repondant ä une valeur impaire donnee

de /, sont toujours au nombre de 2/1. Si l'on remarque maintenant que, parrai

les valeurs:

0, 1, 2, . . ., 2Z),—

1

dont y est susceptible, il y en a Z), qui sont paires, et autant qui sont impaires,

on verra que dans le cas oü l'on a, Di^b (mod. 8), le nombre des corabinai-

sons a, y, rendant le trinome:

^(rta'-l-2i«y-|-cy')

impair et premier ä D, est egal ä 3Di/J.

Nous resumerons ici les resultats qui ont ete etablis dans ce paragraphe.

La valeur numerique du determinant D etant designee par D^, et z/ exprimant

le nombre de eeux des termes:

1, 2, . . ., D,

qui n'ont pus de diviseur commun avec /), , les valeurs simultanees de x et de y
qui rendent une forme quelconque de ce determinant, ou la moitie de cette

forme lorsqu'elle appartient a l'ordre improprement primitif, impaire et premiere

ä D. peuvent toujours se distribuer en systemes de la forme:

oü V et lü designent des entiers indetermines positifs oü negatifs, et oü ce et /
sont Fun et Fautre compris dans la suite:

0, 1, 2, . . ., 2D^~1;

quant au nombre des systemes qui jouissent de la propriete enoncee. il sera,

lorsqu'il s'agit d'une forme proprement primitive ^D^zl ou 4iD^J, suivant que

G. Lejeune Dirichlet's Werke. 56
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D est impair oii pair, et lorsque la forme est improprement primitive, 7),z/

QU BD^J. suivant que Ton a Z)ssl ou D^b (mod. 8).

Nous terminerons les preliminaires en demontrant le lemme qui suit.

„Seit K^ kk'k"... le prodiiit des nombres premiers positifs, impairs et inegaux

k, k', k". .... et designons par L un entier quelconque qai divise K. Posons

encore ö = ±l. »y^+1, les signes ambigns etant quelconques et independaiits

l'un de Fautre. Cela etant, je dis que rexpression:

Oll le signe sommatoire s'etend ä toiis les entiers n premiers ä 27v, et compris

depuis n^l jusqu'ä n = 8K— 1, est toujours egale a zero, si on n'a pas si-

multanement ö= 1, i] = 1. L ^ 1."

Designons par a Tun quelconque des nombres 1. 2, .... k— 1, par a'

l'un quelconque des nombres 1. 2. .... //— 1, et ainsi de suite. Soit encore

h Tun quelconque des nombres 1, 3, 5. 7. Cela pose, il est facile de voir que

Ton obtiendra toutes les valeurs que n doit recevoir dans la somme precedente,

en determinant. pour chacune des combinaisons a, «', . . .: b, le nombre n,

moindre que 8^, qui satisfait aux congruences simultanees:

n ^ a (mod. fc), n ^ a! (mod. ^-'), . . ., n^b (mod. 8).

On conclut de ces congruences:

[ihii)' (f)=(T)' •• '"'-=^'''-', ,*--'-,*<•-•

Si maintenant on designe ceux des nombres premiers k, k', . . . qui sont

contenus dans L, par k^^, A'',, . . ., les autres par k^. kl, .... la somme du lerame:

sera exprime par le produit*):

(A,-ix^-;-i)...^(^)^(-^)...^ö^'-^i<^'-"

(a=l, 2, ...,A„-1; a' = 1, 2, ..., *;— 1; ...; '.= 1,3,5,7)

dont les facteurs:

f (i)' f©• •

s'evanouissent evidemment. Comme on a encore:

•) Im Ori^naltext sind die einzelnen Factoren des Products angegeben; die Formel-Darstellung habe ich der Deutlichkeit

wegen hinzugefügt und deshalb noch einige Aenderungen angebracht. K.
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pour les trois cas : 6=1, »;= — 1; ^ — 1. >;=1; 6 = — 1, ij ^ — 1, il

resulte que l'expression

:

s'evanouit toujours. ä moins qu'on n'ait ä la fois 6^1, tj = l, L ^ l, ce qa'il

s'agissait de prouver.

§.6.

En passant maintenant aux questions indiquees dans le preambule de ce

memoire, nous conserverons les notations dont nous avons fait usage dans les

§§. 3, 4 et 5. Nous poserons donc:

(1) D = PS\ ou D = 2PS\

S- etant toujours le plus grand carre qui divise D. et:

(2) p = pjyp'...,

j), p\ p", . . . etant des nombres premiers impairs, positifs ou negatifs, tous

ditferents les uns des autres. Nous poserons aussi:

(3) R = rr' )"...,

r, r' , ?", . . . designant, comme plus haut, les facteurs premiers impairs inegaux,

contenus dans .S, sans l'etre dans F. Soit encore q un nombre jjremier positif

impair quelconque, qui n'est contenu ni dans P ni dans i?, et decomposons

cliacun de ces produits d'une maniere quelconque en deux facteurs, sans exclure

le cas oü Tun de ces facteurs serait egal ä Tunite, c'est-ä-dire. ecrivons les

deux equations:

(4)
7J= P,P,, B = R^R,.

Posons entin:

(5) ^ = ±1, i = ±l, d = ±l, /; = +!,

les signes etant qiielconques et independants les uns des autres. Cela etant

et s designant une variable continue positive, assujettie a rester superieure ä

Funite, nous aurons par le developpement en Serie, et en ayant egai-d aux

equations (2) et (3) du §. 2:

' '^ "^ \P,Rjr
oü, pour abreger, on n'a ecrit dans le second membre que son terme general,

dans lequel il taut egaler / successivement ä toutes les valeurs entieres depuis

1=0 jusqu'ä / = oo.

56*
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Siipposons maintenant que dans requation precedente, on mette pour q

toiites les valeurs dont ce nombre est susceptible, c'est-ä-dire tous les nombres

Premiers impairs positifs qui iie divisent pas D, et que Ton forme le produit

de toutes ces equations. Le produit des seconds membres formera une serie

dont la loi est tres facile a reconnaitre, si l'on se rappelle que, d'apres iin

theoreme connu, un nombre compose ne peut resulter que d'une seule maniere,

de la multiplication de facteurs simples, et que l'on continue en meme temps

ä avoir egard aux theoremes cites du §. 2. On obtient ainsi requation:

(6) n ^ ^^ == 20''"-^it"'-"(V^)\ ,

' ^ ''

y p^R^ ) qs

le signe de multiplication JI se rapportant a toutes les valeiu-s de q, prece-

demment definies, et le signe sommatoire s'etendant a tous les entiers, compris

depuis n = 1 jusqu'ä n = co, qui remplissent la double condition d'etre im-

pairs et Premiers ä D, ou jilus simplement, qui sont premiers a 2Z).

Avant d'aller plus loin, nous aurions ä montrer la necessite de la sup-

position faite plus haut, et d'apres laquelle on doit avoir s> 1. On s'en rendra

facilement compte, si l'on remarque que la serie precedente n'a une somme in-

dependante de l'arrangement de ses termes, que lors^que la condition 5>1 a lieu,

et qu'il en est de meme du produit, dont la valeur n'est egalement independant

de l'ordre de ses facteurs qu'autant que la meme condition est remplie. II me

semble d'autant plus inutile d'entrer dans de plus grands developpements a ce

sujet, que je me suis dejä explique avec detail sur le point en question, dans

la demonstration du theoreme sur la progression arithmetique que j'ai citee plus

haut et qui est fond^e sur une equation de meme nature, mais plus generale

que la precedente.

Si dans l'equation (6) on remplace 0. >; respectivcmcnt par dO. ttj, et que

l'on change en meme temps F., en P, , eile deviendra:

On a encore , en y faisant 6=1, jj ^ 1 , P„ = 1 , i?, = 1 , et rempla^ant s

par 2s:

(8) n—Kr-=^^^,
1 n-'
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les signes de maltiplication et de sommation s'etendant toujours aiix valeurs de

q et de n, precedemment definies. Le produit des equations (6) et (7) etant

divise par requatiou (8), le facteur general dans le premier membre sera:

(-i){-i)
(i-W^"-'('i)»"-"Cpffi7)f)(i-<''"-"i"'-"(T^)^)

Comme le numerateur de cette fraction est evidemment equivalent ä:

eile pourra se mettre sous cette forme jdus simple:

L'expression precedeate presente deux cas differents, suivant qiie l'on a:

^K7-.) ,i{,'-.) (^^-) = Jäf"-'^ eiC'=-') (Xj = _ 1 ou +1.

Dans le premier de ces deux cas, eile est egale ä l'unite et peiit etre omise

dans le produit; dans le second, on peut lui donner cette autre forme:

i-^"-"''"-"(Tpr)-?

Les doubles signes dans les valeurs ()'= ±1, £ = ±1, que contient l'equation (7),

ont ete tout ä fait arbitraii-es jusqu'ä present. Nous supposerons desormais que

suivant les quatre cas dejä distingues dans les §§. 3 et 4, et que le deterrainant

D peut presenter, savoir:

D=PS% P=l ou 3(mocl. 4); D = 2PS\ P= 1 ou 3 (med. 4),-

ces signes seront respectivement:

(9) ä=l, 6 = 1; (J = — 1, 6 = 1; ^=1, « = —1; ^ = —1, e = — 1.

Cela etant, la condition:

coincidera avec Celle des quatre conditions (2) du §. 4 qui correspond ä chacun

des quatre cas precedents. En designant donc les nombres premiers q positifs,
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impairs et non-diviseurs de D qiii y satisfont, par /'. cette lettre aiira la meme
signification que dans le §. 4. c'est-ä-dire que Ion aura:

(10) J*'-^-"e*^'^-"(^] = 1,

et le premier membre de requation dont lorigine a ete indiqiiee plus haut, sera:

1 ,
(QK/-i)„i(/=-i) { f \ J_

le signe JI s'etendaiit ä toutes les valeurs de /. Au moyen de requation:

1+3 = 1-
1-

et en ayant egard aux equations (2) et (3) du §. 2, le facteur general du pro-

duit precedent pourra se developper en une serie dont le (Z+l)'"""" teruae est:

' \P,Rj(/')'>

Le premier terme qui repond a /=0, fait exception ;i cette loi et a l'unite

pour valeur. II est facile de conclure de la, et en ayant toujours egard aux

equations citees du §.2, que le produit precedent peut lui-meine prendre la

forme d'une serie, ayant pour terme general:

2''
""-"'*'-'

(tPt)
DU in designe generalement tous les entiers positifs, impairs et premiers ä D,

n'ayant que des diviseurs simples / tels que la condition (10) soit satisfaite,

et oü ju indique, comme dans le §. 4. le nombre des diviseurs simples inegaux

de m , Sans compter le diviseur 1 . On peut remarquer que le terme qui re-

pond ä m = 1, ne fait pas exception a la loi generale, l'expression precedente

se r^duisant ä Tunite dans ce cas. Nous avons donc l'equation:

2'"

(11)

dans laquelle on doit etendre les sonmiations h tous les entiers n ou ??i, pi'ece-

demment definis, et l'on doit se rappeler que les valeurs ö'^=±l, «^±1
sont Celles que nous avons fixees par les conditions (9), tandis que les signes

dans les equations ö^±l, jy = ±l restent arbitraires.
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En faisant 6=1, >; = 1. R= l, -ßi = 1, et par suite Pj = P. Yequa-

tion pi-ec(k]ente prendra la forme:

(12) ^J_. vJl. = vj_.vjif"-i)£i("=-')f^'\ J_

C'est cette equation particuliere qui nous servira ä determiner le nombre des

formes difFerentes qui repondent a un determinant quelconque positif ou nea;atif.

II iaudra, dans cette recherche. traiter separement le cas oü D est positif et

celui oü D est negatif. et subdiviser encore chacun de ces deux cas suivant

qiril s'agira de formes proprement ou improprement primitives. Mais comme
il y a neanmoins une partie commune ä l'analyse de ces quatre cas, il con-

viendra, pour n'avoir pas a presenter deux fois les memes considerations, qua

nous nous occupions d'abord de cette partie de la discussion, dont l'objet con-

siste ä voir quelle forme prend le second membre de Tequation (12). si Ton y
suppose 5 = 1-i-p. et que Ton considere la variable positive p comme devenant

moindre que toute quantite donnee.

Pour commencer cet examen par le premier des deux factenrs contenus

dans le second membre, soient e, e', e" , . . . ceux des nombres:

1, 2, 3, . . ., 2Z).—

1

qui n'ont pas de diviseur connnun avec 2Z)i. Cela pose, il est evident que la

somme Z. ^^^ . oü n ne doit recevoir que des valeurs positives et premieres

ä 2Z),
,
peut etre decomposee en autant de soinmes partielles de la forme:

1 1 1

e'+?
"*"

(2i>,+e)'+?
"•"

(4i»,+^y+?
"*"

qu'il y a de termes dans la suite e, e', e". . . . Comme, d'un autre cote, on

conclut facilement du resultat obtenu plus haut sur la serie (1) du §. 1, que

cbacune de ces sommes partielles prend la forme ^r-^r , et qu'il est d'ailleurs
^ ^ Z Dj Q

^

evident que le nombre de ces sommes partielles, ou ce qui revient au meme,

le nombre des termes e, e', e", ... est z/ ou 2//, selon que D est impair ou

pair,"la lettre z/ ayant la meme signification que dans le §. 5, on aura selon

ces deux cas:

(13) -i^ = ^d;-j^ °^ -^^ = i)7-7'

la variable p etant toujours supposee infiniment petite. Si nous considerons
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en second Heu Fautre faeteur du second niembre, il est facile de voir que ce

facteur est un cas particulier de la serie ä laquelle se rapporte le troisieme

des lemmes du §.1: il faudra, pour l'y comprendre, supposer daiis la serie

generale de ce lemme:

,K.-.,i(.-0(^), ou c„ = 0,

suivant que n est on n'est pas premier a 27),. Quant aux deux conditions

que ce lemme suppose, et qui consistent 1". en ce que c„ doit etre une fonction

periodique de l'indice n, et 2". en ce que la somme des termes qui composent

une periode, doit etre zero, on s'assure facilement qu'elles sont remplies. -Cela

est evident pour la premiere, et pour voir que la seconde a egalement lieu, il

suffira de recourir au lemme qui termine le §.5, et de remarquer qu'on ne

saurait avoir a la fois d = 1, e ^ l, P ^ ± l. En effet, il resulte des condi-

tions (9) que les equations precedentes ne sont compatibles entre elles que

lorsqu'on a F = 1 : ces equations se rapportent olors au cas que nous avons

exclu oü le determinant est un carre positif. II resulte de ce qui precede que

la somme:

\P J n'+f

lorsqu'on y considere la variable positive comme devenant intiniment petite,

converge vers une limite linie donnee par Texpression:

(14) -^*«-'.^--(^)i,

dans laquelle il f'aut supposer que les valeurs de n. se snivent dans Tordre

naturel, c'est-a-dire de maniere a former une suite croissante.

I. Revenons maintenant ä l'equation (12), et considerons en pi-emier

lieu le cas oü D est n^gatif de sorte que D ^= — /),. Soient

(15) aa;^-i-2ba;i/-\-cy'^, a'x''-i-2/)' .z-ij-\-c'y\ . . .

les formes differentes et proprement primitives de ce döterminant D, formes

dont je designerai le nombre par h. Cela etant, on aura l'egalite:

2"+'
1 1

(16)
V V ^__^H_:s_

(ux''-^2bxy-'rcy''y (a'x''-'r2b'xy-\-c'y''y
'"'

oü le second membre contient autant de termes qu'il y a de formes (15), et

oü la double sommation dans chaque terme doit s'^tendre ä tous les syst^mes

de valeurs entieres de x et de y, comprises entre — oo et oo, qui i-emplissent
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la double condition de n'avoir pas de diviseur commun et de donner ä la forme

oü elles sollt substituees, une valeur premiere ä 2D. Cela resulte 1". de ce

que chacun des entiers m coiitenus dans le premier niembre est, en vertu du

theoreme I du §. 4, susceptible d'etre represente de la inaniere indiquee et par

l'eiisemble des tbnnes (15), autant de fois qu'il y a d'unites dans Fexpression

2""*'', et 2". de ce que reciproquement toute valeur premiere a 2D, que l'une

quelconque des forines (15) peut obtenir lorsqu'on y attribue ä x et y des

valeurs sans diviseur commuii, col'ncide d'apres les resultats connus et que nous

avons rappeles au commencement du paragraphe cite, avec Tun des entiers

designes par rn. Si maintenant 1 on substitue Texpression de ^ "
^ ,

donnee par

requation precedente, dans Tequation (12), il viendra:

^ 1 „ 1 „ 1 ^ 1

_1 . vaK»-i)
,2^ ^"-'(7)4-

II est facile de voir que cbacun des termes du premier membre peut

etre mis sous une forme plus simple. Le premier de ces termes est evidem-

ment equivalent ä Texpression:

^- 1

(ax^-\-2bxy-\-cy'^y '

OÜ les valeurs simultanees de x et de y, dans la sommution double, ne sont

plus assujetties qu'k la condition unique de rendre le trinome oü elles sont sub-

stituees, impair et premier a I). En attachant donc ce sens au signe 2^',

on aura:

1
. ^, 1

_ j
(ax'^-\-2ba:y-\-cy''y (a' x' -\-2b' xy-\-c'y'y

l 7f \PJ «'

11 faut maintenant poser s^=l-hp, la variable positive p etant toujours con-

sideree comme infiniment petite, et voir ce que les diiferents termes du pre-

mier membre deviendront dans cette supposition. Puisque d'apres les resultats

que nous avons etablis dans le §. 5, les valeurs simultanees que Ton doit attri-

buer ä x et y, dans chacune de ces sommes doubles, dans la premiere par

exemple, peuvent etre distribuees en systemes de la forme:

(18) x = 2I)^v-\-tt, y = 2D,w-hy,

G. Lejeune Dirichlet's Werke. 57
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on voit qiie la soinine en questlon peut etre decomposee en autant de sommes

partielles qu'il y a de ces systemes. telles que:

(ß ^- -t- 2 6 .r^+<?)/-)'+?
'

oü il taut substitiier poui' x et >/ les expressions precedentes, et sommer en-

siiite relativement aax entiei's v et iv, depuis — oo jiisqu'ä co. Poui- obtenir

cette somme partielle, nous chercherons l'entier qui exprime combien de fois

le trinöme ax- -h2bxy-\-cy-, dans cette somme. obtient une valem' ne sm--

passant pas la quantite positive quelconque a. Or, cette derniere qnestion est

evidemment identique ä celle de savoir combien dans l'interiear oii sur le con-

tour de Fellipse, determinee par requation:

a,r--\-'2h.cii-\-c}j' = ff,

il V a de points dont les coordonnees x et y sont de la forme (18), et si ron

observe que Faire de cette ellipse est:

oü la lettre tj a la signification ordinaire, on conclura immediatement du second

lemme du §. 1*) que le nombre qu'ii s'agit de determiner, peut etre mis sous

la forme:

—=^ff+ö-''i//(ff)
41/D|

l'exposant constant t) ayant une valeur quelconque comprise entre \ et 1, et

la fonction ip(o) restant finie quelque grande que l'on suppose la variable a.

II resulte de la et du preniier theoreme du paragraphe deja cite, que la somme

partielle que nous considerons, a la valeur:

TT J_

4VZ)y
'

Q
'

d'oü l'on conclut, en considerant que d'apres le §. 5, le nombre des systemes

(18) et par suite celui des sommes partielles dans lesquelles la somme:

{aar-\-2bxy-\-c\j-y'^'-'

*) II est evident par la natiire de ce lemnie, que les points places sur le contour de la couibe

peiivent etre consideres ä volonte coinme des points intericurs ou corarae des points exterieurs. On peut

donc aussi et ä plus forte raison, ranger ees points en partie parmi les points Interieurs et en partio parmi

les points exterieurs, comme nous le ferons plus bas, lorsque nous nous occuperous des determinants positifs.
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a et^ partagee, est 27), z/ oa 4iD^J. selon qiie D est impair ou pair. que la

somme precedente est siiivant ces deux cas:

nd 1 ttJ 1—P= ou
,

—

2y^ Q YD] Q

Comme ce resiiltat ne contient rien qiii soit particalier k la forme a.v--\-2b.ri/-i-ci/-,

et qiril ne renferme que le deterrainant comnum a toutes les formes (15). on

voit que le premier menibre de requation (17), en supposant toujours ^ infini-

ment petit et en distinguant le cas de D impair et celui de D pair. est:

JiTiJ 1 IittJ 1
r=T: OU —z=

2yD\ Q YDl 9

All moyen de ces expressions et des resiiltats (13) et (14). precedemment etahlis,

requation (17) se changera pour une valeur inliniment petite de p, dans l'equa-

tion remarquable qui suit et oü les cas de D pair et impair sont confondus

dans la meme forme:

(19) ,> = ^yD^6^'''-\^^"'-ij,)^.

Cette equation est sujette ä une exception qiii a lieu lorsque D est — 1. et qui

est une suite de l'exception que le theoreme I du §. 4 soufFre dans le meme
cas. Pour retablir Fexactitude dans ce cas singulier. il taut doubler le second

membre, comme cela resulte de Tanalyse precedente, et comme on peut aussi

le verifier a posteriori. En effet. on a dans ce cas /i = 1, /), = 1. J = — 1,

* = 1, P= — 1: Fequation modifiee, comme on vient de le dire. deviendra donc:

4 /, 1 1 1 \

ce qui est exact d'apres la Serie connue de Leibniz.

IL Le determinant D etant toujours negatif et en outre tel que D^\
(mod. 4), nous supposerons que les formes (15) sont Celles de l'ordre imprope-

ment primitif. On aura dans cette supposition. S ^1, £ = 1, et Fegalite ("16)

devra etre remplacee par celle-ci:

9/'+' 1 1
^-^ = 2 - u^" =

\

(im)' {ax'-\-2bxy-^cy''y (a'x--{-2b'.vi/-\-c'i/y
'

OÜ la double sommation s'etend dans chaque terme ä toutes les valeurs simul-

tanees de x et de y qui n'ont pas de diviseur commun, et qui rendent la moitie

de la forme entrant dans ce terme, pi'emiere ä 27). La Substitution de Tex-

57*
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pression precedente dans requation (12) donne:

„ 1 „ 1
. „ 1 „ 1

w^' {ax' -\-2bxy +cy''-y w^' ~ {a'x^-\-2h'xy-\-c'y''y

eqiiation de laquelle on passe, comnie dans le cas dejä examine, k cette aiitre:

1 „, 1

,
(ax--\-2ba;y-hcy-y ~ (a'x'+2b'xy + c'y^

l n' \P ) n'
'

le signe ^' indiquant que dans la double sommation la moitie de la forme

quadratique ne doit recevoir que des valeurs premieres ä 2Z). En supposant

maintenant 5= 1+ p, Q etant toujours une variable infiniment petite et posi-

tive, on achevera la Solution comme dans le cas dejä traite. si l'on se rappelle

que d'apres ce qui a ete demontre dans le §. 5, le nombre des systemes de

la forme:

X = 22), y+ K, y = 2D^ "+ }',

qui rendent la moitie d"une forme impi'oprement primitive du determinant D
Premiere ä 2D, est Di/I ou 2>Di/t, suivant que Ton a 7)^1 ou D^b (mod. 8).

On trouve ainsi pour le nombre h des formes improprement primitives:

Ih=
— VD, 2{^— , D=\ (mod. 8),

On doit ajouter que la seconde de ces equations est en defaut lorsqu'on a

Z)= — 3, comme cela resulte de l'exception ä laquelle le theoreme I du §. 4

est sujet dans le meme cas, et que \^ov\v retablir Texactitudc. le second membre

doit etre triple.

III. Nous passons maintenant au cas des d^terminants positifs, c'est-ä-dire

au cas QU Ton a, D ^ D^, et nous supposerons d'abord que les formes diffe-

rentes (15) appartiennent ä l'ordre proprement primitif, et remplissent chacune

les conditions (7) du §. 4. On a alors d'apres le theoreme III du §. 4:

2" 1 1v—^ = v — 1-^
I

m' (ax'+2ba;y-\-cy'y ~ (a'x^-i-2b'xy-{-c'y''y
'

oü la double sommation dans chacun des termes du second membre doit s'etendre
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a toiis les systemes de valeurs simiiltanees de x et y, premieres entre elles, qui

donnent au trinöme oü elles sont substituees, une valeur premiere ä 2 Z) et satis-

font en outre aux inegalites (8) du paragraphe cite, lorsqu'il s'agit du premier

terrae, et a des inegalites de forme analogue pour tous les autres termes.

Comnie les nombres susceptibles d'etre exprimes par une forme de deter-

minant positif, peuvent etre positifs ou negatifs, il semble d'abord que l'on

doive ajouter encore la condition que les indeterminees soient choisies de ma-

niere k donner k la forme quadratique une valeur positive; mais il est aise de

voir que cette condition est dejk implicitement contenue dans les precedentes.

En eifet, a. b. x et y etant positifs, la condition:

-^ T—bU

entrainera evidemnient celle-ci:

a.t'^+'lhxxj+cy- ^-l^{T-'—(b-—ac) U')-^
L'expression precedente de ^^^ etant substituee dans l'equation (12), il viendra:

W-' " (ax''-\-2bxy-'rcy-y " ri-' (a'x^-\-2b'xi/-^c'i/'y'

n' Vi / n'

On voit Sans peine que le produit:

_ 1 _ 1

n' ~ (ax'-\-2bxy-\-cy'y

peut etre mis sous cette forme plus simple:

v-__ i
(ax^-\-2bxy-^cy''y

'

oü la double sommation est supposee s'etendre ä toutes les valeurs simultanees

de X et y, qui rendent le trinöme premier a 2Z), et en outre telles que l'on ait:

^ ^ ^ aü
x>0, y>0, y^ T—bü '^'

II suftit pour cela de remarquer que les conditions (8) du §. 4 conservent la

meme forme lorsqu'on y remplace x et y par nx et ny, n etant positif, et que

si Ton ecrit ensuite x et y au lieu de nx et ny, les nouvelles indeterminees x

et y ne seront plus assujetties k la condition d'etre premieres entre elles. En
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attachant donc au signe ^' le sens que Ton vient de deliiiir et en supposant,

bien entendii, que s'il s"agit de ]a seconde fonne. a, b dans la derniere des in-

egalites precedentes doivent etre reniplacees par a'. h\ et aiusi de suite. on aura

l'equation:

,
(^ax^+iba-y+ci/y ~ (a'a;'+2b',vy+c'fy

vJ_.v^K-.),i(--.)(MJ_,
71' \ P ./ n'

II s"agii-a maintenant de voir ce que les differents termes de cette equa-

tion deviendront. lorsqu'apres avoir pose 5= l-t-(>. la variable positive q de-

vient moindre que toute grandeur donnee. A cet etfet. nous decomposerons

chacun des termes du premier membre, le premier:

par exemple, en autant de sommes partielles qu'il y a de systemes de la forme:

x^2Dv-{-a, u = 2Dw-\-y.

qui rendent le trinome a.i'- -h2b.il/ -\-cij- premier k 2D. Soit:-1 . . cU
0. ,i/ > 0, 1/^

(ax--\-2ba;y-hcfy+e '^

"^
'^
"^

'
' = T—hU'

.V = 2Dv-\-a, y = 2Dw-hy.

l'une de ces sommes partielles, dans laquelle la sommation double relative ä v

et w doit s'etendre a toutes les valeurs entieres depuis — oo jusqu'ä oo*). Pour

obtenir l'expression de cette somme, nous designerons par a une variable posi-

tive quelconque. et nous chercherons le nombre qui exprime eombien de fois

le trinöme a.r -\-2bxy-\-cy- dans la double sommation obtient une valeur non-

superieure a a. Or, d'apres la eonstruction geometrique indiquee dans le §. 4,

la recherche dont il s'agit, revient evidemment ä la qucstion de savoir eombien

dans l'interieur ou sur le contom' du secteur hyperbolique. termine d'une part

par les droites:

aU

et de l'autre par Tarc de la preiniere bivuiche de l'hyperbole:

ax'-h2bxy-\-cy' = ff,

•) Compatibles avec les coiiditions precedentes.')

Anmerkung von Dirichlet's Hand in dem an Gauss gesandten Ex
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il y a de points dont les coordonnees x et y sont de la forme:

j^ = 2Dv-\-a, y ^2Dw-\-y.

Ajoutons, poiir etre tout ä fait exact, quoique cela n'influe en rien sur le re-

sultat definitif. qiie Ton doit faire abstraction de ceiix des points en qiiestion

qui pourraient se troiiver sur la partie du contour, formee par Taxe de x. Si

Ton a recours anx coordonnees polaires /• et y, liees aux coordonnees rectangu-

laires x et y par les equations x = rcosg), y^=r&\n<f, l'aire du secteur sera:

d(p

-' ' J a COS' <f-\-io cos <f,sin<p-\-csm'<f!

les limites de Tintegrale etant zero et Fangle aigu dont la tangente trigono-

metrique est -yp
—

j-jj • L'integration etant eftectuee par les methodes connues,

on trouvera pour Taii'e dont il s'agit. cette expression tres simple:

~\og{T+U]/D).
2]/D

Au moyen de ce resultat et du second lemme du §. 1, on conclura que le

nombre que nous nous etions propose de determiner, peut etre mis sous la forme:

logCT-t- üYD)+<s''^ (/'(ff),

l'exposant constant ()' etant compris entre -1^ et 1 , et la fouction ij-'ip) restant

finie. quelque grande que Ton suppose la variable a. II suit de lä et du pre-

mier des theoremes du §. 1, que la somme partielle que nous consid^rons, est:

log(T-f- [/]!')— :

et conime d"apres les resultats du §. 5, le nombre des sommes partielles con-

tenues dans la meme somme totale, est 4Z)z/ ou 27)//, suivant que D est pair

ou impair. on conclura que chacun des termes du premier membre de l'equa-

tion (22) est selon ces deux cas, et pour une valeur infiniment petite de q:

—^ iog(r+ uVD)— , ou —£=- iog(r+ vVd)— •

Si donc nous designons par h le nombre des formes diiferentes du detei-minant

D. le premier membre sera:

^^ \og{T+UVD)— , ou
^'— log(r+;7]/g)—

,

2YW Q 4yz)' ^ Q

Selon que T) est pair ou impair.
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Comme. d'un autre cote et en vertu des resultats (13) et (14), le second

membre est respectivement dans ces deux cas:

D Q \ P J n zD Q \ F J n

on conclura, en supprimaiit le facteiir — . eommun aux deux membres:

(23) h = ^V^-- v^i("-.),i('.=-.fM 1,
^ ^ log(r-4- C/yZ)) \PJn'

equation qui convient ä un detenninant positif (non-carre) quelconque, pair ou^

impair. et dans laquelle T et U sont les plus petits entiers positifs. autres que

1 et 0, qui satisfbnt ä requation /-— Dtt' = 1.

IV. Le cas oü le determinant positif D est de la forme 4i'+ l, et oü

les formes de ce determinant dont il s'agit de determiner le nombre h, sont

Celles de Fordre improprement primitif. etant entierement semblable ä celui que

nous venons de traiter en detail, nous nous contenterons de rapporter le resultat

qui repond ä ce cas, et qui est contenu dans les equations qui suivent:

(24)

-2V^ .(Ml, Z)=l(.nod.8),
HKT-hUyD) \PJn'

1 2VD ^[ n\ l ^ - ^ j ox
"„ ;:^^ -^ — . D = o(mod. 8).
3 log^(T+C/]/5) \P ) n

dans lesquelles T et U designent les moindres entiers positifs, autres que 2 et 0,

qui satisfont ä l'equation f— Dir ^ A.

V. Nous nous occuperons maintenant de la recherche dejk indiquee

dans le §. 3, en prouvant que les genres enumeres d'apres les principes connus

et que nous avons rappeles dans le paragraphe cite, existent tous i-eellement

et contiennent chaeun le menie nombre de formes. Soient h cet eflfet:

(25) (f, <f'. (f'\ ...
I

ip, ip', ifj". . . .

les expressions qui servent a faire cette enumeration pour un determinant quel-

conque, soit qu'il s'agisse des formes proprement primitives, soit qu'il s'agisse

de Celles qui composent Tordre improprement primitif, lorsque ce dei'nier ordre

existe pour le determinant donne. Les determinants carres etant exclus, la

premiere partie de la ligne precedente contiendra au moins un terme, et il re-

sulte de l'inspection des deux tableaux donnes dans le §. 3. que les expressions
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(f. (f'. <f",
. . . qui forment cette premiere partie, sont toiijours telles qn'on ait:

(26) ^y',"... = J^^"->.>-{^).

Nons designerons generalement par / rune quelconque des expressions (25),

ou Tun quelconque des produits que Ton peut former avec ces expressions, en

les combinant 2 ä 2, 3 a 3, et ainsi de suite, ou enfin le prodult de toutes,

en n'excluant qtie le seul produit (26), autrement dit, nous designerons par /
Tun quelconque des termes de Texpression developpee:

(27) [(l+g,)(l4-y')(l+y")--][a+ '/')(l+ 'iO(l+ '/'")--]-y9V"-— 1-

Si nous conservons ä la lettre A la meme signification que nous lui avons donnee

dans le §.3, le nombre des expressions / sera 2''— 2. Cela suppose, nous

allons faire voir que si Fon partage le nombre total h des formes qui repondent

au determinant donne, en deux groupes coraprenant respectiveraent H et H'

formes. en rangeant dans le premier groupe toutes Celles qui satisfont ä la

condition / ^ 1 , et dans le second Celles qui remplissent la condition opposee

/^ — 1. on aura toujours:

H—ir = 0.

Pour prouver ce dont il s'agit. il suffii'a d'appliquer l'analyse dont nous avons

fait iisage, en partant de l'equation (12), k Fequation plus generale (11), apres

avoir attribue dans cette derniere a 6. jj. R, et R^ des valeurs qui fönt coin-

cider Texpression ^K^'-ij^Km'-i) i

j
^vgc y_ liest facile de voir qu'en rem-

plissant cette condition. il ne peut arriver qu"on ait h la fois, soit:

6 = 1, »; = 1, 1\R,=±1,
soit:

6d = l. £»; = !, P.Ä. = ±1.

L'impossibilite du premier Systeme de valeurs simiütanees resulte de ce que %
contient au moins un facteur de l'une des formes:

(_1)K.-« (_l)i(-., (^), (-^);

et pour que le second put avoir lieu, il faudrait que Ton eüt = d', t] = s,

P.R^^ zhP, ce qui donnerait ä / la forme:

G. Lejeune Dirichlet's Werke. 58
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que nous avons exclue plus haut. II resulte de lä que chacun des deux fac-

teurs du second membre de l'equation (11) est de meme nature que le second

facteur du second membre de l'equation (12). et que par consequent ces deux

facteurs convergent Tun et l'autre vers une llmite finie de la forme (14), lorsque

la variable p devient infiniment petite. Pour discuter le premier membre de

Tequation (11) dans la meme circonstance. il faudra substituer ä Tegalite (16),

lorsqu'il s'agit d"un determinant negatif et de lordre proprement primitif, celle-ci:

?n' {ax--\-2bxy-\-cy-y {ax"-\-2b'xy-\-c'i)''y

Oll Ion doit choisir le signe superieur ou le signe inferieur dans chacun des

termes du second meml)re. suivant que la forme que ce terme contient, satis-

fait ä la condition ;/ ^ 1. ou ä / = — 1, et il faudra faire une Substitution ana-

logue dans les ti'ois autres cas. Cela pose, on voit sans peine et sans qu'il soit

necessaire d'entrer dans aucun detail ä cet egard, que le premier membre de

Fequation (11), en y supposant toujours la variable o infiniment petite, sera,

abstraction faite d'un facteur purement numeriqne, et qul varie suivant les quatre

cas, le produit de (H— H') — et d'une expression teile que:

^
71, --^\og{T+U\fD) ou -^\og^iT+U\D).

Or, cette derniere expression etant manifestement difterente de zero, il taut,

pour que le premier membre reste fini conime le second, qu'on ait:

77—77' = 0,

oe qu'il s'agissait de faire voir.

Au moyen de ce resultat, il nous sera facile de prouver que les formes

sont egalement reparties entre les genres enumeres d'apres les regles du §. 3.

Soit pour abreger 2'"' = ;^, et designons par /«,, 1u, h, h„ les nombres

des formes contenues dans les differents genres, rang^s dans un ordre quelconque,

les termes de la suite prec^dente qui repondraient ä des genres non-existants

etant supposes egaux a zero. Si maintenant l'on remarque que les formes qui

composent un meme genre, satisfont tous ou a la condition ^ = l. ou ä la con-

dition opposee ;^ ^= — 1, il est evident que tonte equation de la forme:

77—77' =
peut s'ecrire comme il suit:

(28) Ä,zhÄ,,±/(3±...itÄ, = 0.
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Nous avoni« donne dans cette equation le signe -f- au preniier terme; le signe de

tout autre ternie est -f- ou — , selon qiie le genre aiiquel ce terme correspond,

satisfait a la meme condition / = ±1 que celiii auquel se rapporte h^, ou a la

coiidition opposee. II s'agira maintenant d'examiner combien de fois, dans l'en-

seinble des equations analogues a la precedente et dont le nombre est 2''— 2.

comme celui des expressioiis /, un tenue quelconque A„, autre que le premier,

a le signe -H ou le signe — , ou autrement dit. combien de fois ce terme a

un signe egal ou oppose a celui du premiei- terme. Soit k cet etfet:

(j = «. f/' = a\ (/" = ß", ...
I

i/) = ,4, ip' = ß\ ip" = ß'\ . . .

le caractere complet du genre pour lequel /<j designe le nombre des formes,

a, a . et", . . .; ß, ß'
,
ß"

, . . etant des valeurs determinees de la forme dzl,

dont les premieres satisfont a la condition aa'a"-- = 1. Soit de meme:

q< = a, (j' = a', (f" = a". ...
\

ip ^h, ilj' = h\ i^i" = b", . . .

le caractere complet du genre auquel se rapporte /;,„. Cela pose, il suffit de

se reporter k Texpression (27) dont le developpement donne toutes les expressions

/. pour voir que l'exces du nombre des cas oii h^ et /«,„ ont le meme signe,

sur celui oii ils sont precedes de signes opposes, sera donne par Texpression

qui suit:

[(l4-aa)(l+ a'a')...][(l+/3b)(l-H;S'b')...]— «''«'a'...— 1.

Or les deux caracteres complets etant difFerents, on ne saurait avoir k la fois:

«a = 1, ß'a' =1. . . .: ,3b = 1, ß'W = 1, . . .;

la premiere partie de Texpression precedente a donc la valeur zero, et comme
Ton a evidemment:

aa.ß'a'--- = 1,

1 exces dont il s"agit a la valeur — 2. II suit de Ik que si Ton ajoute toutes

les equations de la forme (28), dont le nombre est 2''— 2, et l'equation evidente:

2A,-h2/(o+2/i3H \-2h, = 2/,,

il en resultera celle-ci: 2'hi^2h, et par suite /t, = ^^^_^ , ce qui prouve que

la totalite des formes se partage egalement entre les difFerents genres, le genre

auquel se rapporte le nombre hi, ayant ete arbitrairement choisi.

On a ainsi une demonstration nouvelle et tres simple de Tun des prin-

cipaux theoremes de la theorie des formes quadratiques et qui n'avait ete etabli

58*
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jusqirä present que par le concours dun grand nombre de considerations di-

verses. Voyez Touvrage de M. Gauss, art. 252. 261 et 287, III.

II nous resterait maintenant ä developper les theoremes que contiennent

les equations etablies dans les quatre numeros precedents de ce paragraphe et

qui sont de deux especes, les uns resultant des expressions de h telles que nous

les avons obtenues dans ce qui precede, les autres exigeant au contraire que

Ton effectue prealablement les sommations indiquees dans ces expressions, pour

que le nombre h se presente sous une forme purement arithmetique. Comme
les resnltats dont il s'agit. sont tres nombreux et pour la plupart entierement

nouveaux. il sera convenable de les presenter avec quelque etendue. Par cette

raison j"en remettrai Texposition ä la continuation de ces recherches, et je ter-

minerai cette premiere partie. en remplissant Tengagement que j'ai pris dans

le memoire dejh cite sur la progression arithmetique. D"apres le §. 11 de ce

memoii'e*). il reste ä pi-ouver que la somme:

2-(±l>(±l>'(±l>-(±lX...i-

dans laquelle les signes superieurs n'ont pas simnltanement lieu, a une valeur

differente de zero.

Partageons les nombres premiers positifs p. p ,
p", . . . auxquels se rap-

portent les valeurs ambigues de la forme ±1, ä partir de la troisieme, en deux

groupes, en comprenant dans le premier groupe tous ceux de ces nombres pre-

miers, auxquels le signe inferieur correspond. En continuant ä representer par

p, p', p". ... les nombres du premier groupe, soit:

dzpp'p"... = P,

le double signe restant a fixer: soient encore /', /•', r" , . . . ceux du second

groupe et posons:
/•/•'/•"... = R.

Cela pose, il i'esulte de la signification des lettres «, p'. /. /', .... expliquee

dans le §. 7 du memoire cite, que la somme precedente peut etre mise sous

la forme:

Si maintenant Ton suppose le signe arbitraire dans Fequation:

^PP'l>"--- = P

") S. :J41 dieser Ausgabe von G. Lejeiine Dirichkt's Werken. K.
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1

telleinent ohoisi que le nombre F soit de la forme i^a+l ou de la forme

4,a+ 3. suivant que le signe donne dans rexpression (zhl)'*^""'^ est le signe

siiperieur ou inferieur, il est evident que la somme precedente coincidera avec

Celle que contient Texpression obtenue plus haut pour le nombre h des forines

qui repondent au determinant D, en supposant ee determinant egal a PR- ou

a 2 FR-, suivant que le signe donne dans Texpression (±1)^^"~'^ est le signe

superieur ou le signe inferieur. On conclut de lä que la somme que nous

avions ä considerer. est en effet toujours differente de zero. puisque, s'il en

etait autrement, le nombre h se reduirait lui-meme ä zero, ce qui est irapossible,

comme on le volt par la forme x^— Dy-, qui a lieu quel que soit le deter-

minant D.*)

§•7.

Nous allons maintenant developper les consequences qui derivent des

equations etablies dans les 4 premiers numeros du paragraphe precedent. en

commencant par Celles qui s'obtiennent independamment de la sommation des

deux series generales contenues dans les expressions de h. Nous passerons en-

suite ä Celles qui resultent de cette sommation, que Ton peut effectuer soit par

l'integration d'une fraction rationnelle, soit au moyen des series connues de sinus

ou de Cosinus.

Reprenons l'equation (17), dans laquelle les deux sommations relatives

a n doivent s"etendre ä tous les entiers positifs impairs et premiers au deter-

minant negatif D. Si dans la premiere de ces deux somraes Ton ecrit 7i' ä

la place de u. l'equation pourra se mettre sous la forme:

(l) V ' l , V ' l U . . . = O VJ^'"-!)
jiC«'-!) (JL] _J

le signe ^ indiquant une double sommation relative ä n et n'. II est facile

de donner ä cette serie la forme d'une serie simple, en reunissant en un seul

tous les termes pour lesquels le produit ntt' a la meme valeur. Ou aura ainsi

pour terrae general o^^y, n ayant toujours la meme signification que prece-

demment, et a„ designant l'exces du nombre des diviseurs k de n qui satisfont

ä la condition:

*) Hier schliesst der erste im 19. Bande des CRELLE'schen Journals abgedruckte, vom 4. Jali 1839 datirte Theil der

Abhandhiüg. K.
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sur celul de ces diviseiirs qui satisfont ä la condition opposee:

Le premier membre peut egalement se reduire a une serie simple de forme ana-

logue et dont le terme general a pour coefficient le nombre qui exjirime com-

bien de fois l'entier 7i peut etre represente par la totalite des formes quadra-

tiques, en attribuant aux indeterminees x et y de ces formes des valeurs quel-

conques positives ou negatives, premieres entre elles ou non. En designant le

nombre dont il s'agit par r„. on aura:

^r — = 2 ^(T — •

Cette equation ayant lieu pour toute valeur de Tindetenninee .?j, superieure ä

l'unite, il est facile d'en conclure qu"on a r„ = 2a„.

Ce resultat et celui qni se deduit de la meme maniere de requation (20).

apres en avoir mis le second membre sous la forme:

\I>) (2nn'y '

peuvent etre reunis dans l'enonce commun que voici et dans lequel nous distin-

guons en formes de premiere et de seconde espece Celles que nous avons ap-

pelees precedemment proprement et improprement primitives*).

„n etant un entier positif impair et pi-emier au determinant negatif D,

si Ton designe par o Texces du nombre des diviseurs k de n qui sont tels qu'on

ait ()^-*~''ei'*''~'M -p-| = 1 (oü d\ s et P ont la signification que nous avons

fixee au §. 6), sur celui de ces diviseurs qui remplissent la condition opposee

jä(*-i)£4C*~»)(

I

__ — i ]ß double du nombre g exprimera de combien de ma-

nieres difFerentes l'entier n (2») est susceptible d'etre rejiresente par le Systeme

complet des formes de premiere (seconde) espece, dont D est le determinant.''

*) J'ai cru devoir sur ce point m'ecartcr de la terminologie adoptee dans les Disq. aiitlira., pour

pouvoir conserver dans les denominations l'analogie qui existe entre les objets qu'elles serveat ä desiguer.

Les formes quadratiques i coefficients complexes dont nous aurons ä nous occuper dans la suite de ces re-

cherches, presentent sous le rapport dont il s'agit ici, une variete plus grande que les formes ordinaires, et

ä laquellc les cxpressions employees par SI. Gacss ne s'adapteraient que difficilement. En effet dans les

formes de cette naturc, le plus grand diviseur commun de a, 20, c peut etre l'unitii, le nombre I+K— 1, ou

enfin le nombre 2, en supposant toujours celui de a, b, c egal ä l'unite.
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II importe de remarquer que ce resultat presente les memes cas d'ex-

ception que le theoreiiie I du §.4, et que le nombre des representations est

respectivement pour ces deux cas Aa oa 6a.

En attribuaiit h D des valeurs determinees, on obtient des theoremes

tres simples tels que ceux-ci:

„Le nombre des Solutions de requation x--\-y' = n est egal au qua-

druple de Texces du nombre des diviseurs de n qui ont la forme 4r+ l,

sur eelui des diviseurs compris dans la forme 4*»+ 3."

„Le nombre des Solutions de l'equation .x"+ 2?/' = n est egal au

double de Texces des diviseurs de n, qui sont de l'une des formes %p-\-\, 3,

sur celui de ces diviseurs qui sont de l'une de celles-ci: d>v-\-b. 7."

Et ainsi de suite.

Le premier de ces theoremes particuliers etait dejä connu. M. Jacobi

qui l'avait d'abord conclu du rapprocliement de deux series qui appartiennent

ä la theorie des fonctions elliptiques, en a donne depuis une demonstration

purement arithmetiqiie *).

On peut, par des considei-ations du meme genre, parvenir au resultat

general enonce ci-dessus en partant du theoreme dejä cite du §. 4. C'est ce

que nous allons faire voir en peu de mots en nous bornant au cas oü les formes

sont de la premiere espece, le meme raisonnement s'appliquant ä l'autre cas.

Supposons en premier lieu que les diviseurs simples de n soient tous de l'espece

de ceux que nous avons designes par/, et posons n ^fi'Xtfs'---, /d /o? /s» • • •

designant des nombres premiers inegaux. Pour faire l'enumeration complete

de toutes les representations dont 7i est susceptible, nous les rangerons en

groupes. en comprenant dans le meme groupe Celles de ces representations pour

lesquelles le plus grand diviseur commun des indeterminees o; et ?/ a la meme
valeur /, dont le carre devra evidemment diviser n. II est evident que le

nombre des representations contenues dans un pareil groupe, est le meme que

celui des representations de Fentier -jj- , en assujettissant les indeterminees x et

y a etre premieres entre elles. Or il resulte de la supposition faite sur la na-

ture de /, , /j, ... et du theoreme dejä cite, que ce dernier nombre est ex-

prime par 2.2'', ju designant le nombre des diviseurs simples inegaux de -ß--

*) Voyez le Tome XII du Journal de Ceelle p. 167.
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Tout se reduit donc k determiner la somme des puissances 2" qui correspondent

aux entiers de la forme -ß-- Pour obtenir cette somme. considerons le po-

1yiiome

:

qui doit etre contimie tant qiie les exposants ne deviennent pas negatifs, et

dans lequel le coefficient du dernier terme est suppose egal ä 2 ou ä 1, selon

que l'exposant de ce terme a la valeur 1 ou 0. Le produit developpe de ce

polynome et des polynömes analogues relatifs ä /o, /j, ... etant evidemment

compose de tous les termes de la forme 2^" -j^ . on obtiendra la somme des

puissances 2". en remplacant les nombres f\, f.,.
... par liinite. Mais par ce

changement F, . K. ... deviendront respectivement /,-f-l. /^h-I, .... d'oü

l'on conclut que le nombre des representations qu"il s'agit d* obtenir. est egal

au double du produit (/,-}- 1)(A2-|- 1) ... . qui exprime. comme l'on sait, le

nombre des diviseurs de n. On voit que dans ce premier cas, le resultat

est conforme ä Tenonce general. puisque dans ce cas, oü les diviseurs rem-

plissent tous la premiere des deux conditions exprimees dans cet enonce, le

nombre des diviseurs ne differe pas de l'exces designe par a. Fassons main-

tenant au cas general oü n renferme anssi des nombres premiers g, tels quon ait:

^K.,-„,i(P-i)Q/^j = -1,

et posons:

II est facile de conclure du cas deja examine que dans cette suppo-

sition le nombre des representations dont n est susceptible, sera exprime par

2(^1-1- 1)(/2+ 1)..., lorsque les exposants v,, v^, ... sont tous pairs, et se

reduit au contraire k zero, lorsque cette circonstance n'a pas Heu. Nons avons

donc k prouver qu% l'exces c a la valeur (^1-+- 1)(^2+ 1) • • ou la valeur zero,

Selon que n se trouve dans le premier ou le second de ces deux cas. Pour y

parvcnir, faisons le produit des expressions:

I+/1-I H/>, !+/;+• •-./>, . . ., l+.v.H V-g'l', l+;/,-+----i/^, • • •

dont les dififerents termes donnent tous les diviseurs de n. L'un quelconque

de ces divisem*s etant designe par k, on aura ()'''*^'^i^''''~'M -73-) = ±: 1 , le signe

superieur ou inferieur ayant lieu, selon que le nombre des facteurs ^i, g-,, ...
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contenus dans k sera pair ou impair. On conclut de lä que le produit prece-

dent se changera en a. si Ton y fait 1 ^/j ^yj = ••, — 1 == <^, = ^2 = ...

.

Le produit deviendra ainsi:

a,+i)(.t.+.)...K-^=i>-:^.
'-'-')-"'

....

et il est evident que cette expression est en efFet (^,+ l)(/l._, -1- 1).. ., lorsque

i'i, t'i, . . . sont tous pairs, et zero dans tout autre cas.

Les resultats precedents sont relatifs au cas oü le determinant D est un

entier negatif. II existe des proprietes analogues pour les formes dont le deter-

minant est positif. Pour etablir ces proprietes, on peut faire usage des series

que nous avons considerees dans les Nos. III et IV du §. 6. On peut aussi y
parvenir par des raisonnements purement arithmetiques entierement semblables

ä ceux que nous venons d'indiquer, et en prenant pour point de depart le theo-

reme III du §. 4.

II serait donc inutile d'entrer dans de nouveaux details a cet egard, et

nous nous bornerons ä enoncer les resultats qui se rapportent aux formes ä

determinant positif. Mais il est bon de faire preceder cet enonce d'une re-

marque propre ä le simplifier et qui concerne les conditions auxquelles les coef-

ticients des formes ä determinant positif ont ete assujetties dans les §§. 4 et 6.

On y a suppose, que les coefficients de chacune de ces formes, teile que

ax--Jr-2bxy-hcy-, etaient les deux premiers positifs, le troisieme negatif. Or
de ces conditions la premiere et la troisieme sont seules necessaires, et tout ce

qui a ete demontre dans les paragraphes cites, subsiste egalement lorsque b est

negatif ou zero. Nous n'avons en effet eu nulle part egard au signe du coef-

ficient moyen. si ce n'est dans le No. III du §. 6, pour prouver que l'expression

ax' -h2bxy-hcy'- est positive, lorsqu'on y suppose:

X > 0, y > 0, y^ T—bU '^'

Mais il est facile de voir que ce resultat ne depend pas non plus du signe de b.

Pour s'en assurer, on remarquera que la derniere des inegalites precedentes

peut se mettre sous la forme (ax-hby^U^yT, d'oü l'on conclut, le second

membre etant positif, (ax-hby)- U'- ^y-T'\ On a, d'un autre cöte, T- ^ DW,
et par suite en multipliant, (ax-^byf^ Dy-, ou ce qui revient au meme, le

coefficient a etant positif, ax^-^'ibxy-hcy'^ ^ 0; ce qu'il s'agissait de prouver.

En ayant egard ä la remarque qui vient d'etre faite, et designant comme
G. Lejeune Dirichlet's Werke. 59
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precedemnient par w Tunite ou le nombre 2, selon qivil s'agira de formes de

premiere ou de seconde espece, on pourra reunir les resultats dont il s'agit dans

l'enonce suivant.

„/) etant un entier positii' (non-carre) et T et U designaiit les plus pe-

tites valeurs positives de t et u (aiitres que oj et 0) qui satisfont ä requation

t^—Dir ^ oß, supposons que:

ax'^-'r2bxt/-^cy'. a'x''-\-2b'a;y-\-c'y', . . ..

soient les formes differentes de premiere (seconde) espece, ayant le nomhre D
pour determinant, ces formes etant tellement choisies que les coefficients de .r

soient tous positifs. et ceux de y- tous negatifs: supposons encore que les inde-

terminees x et y ne doivent recevoir que des valeurs positives, et soient de plus

assujetties dans la premiere de ces formes a la condition y^-=,—ttt-^^ ^t dans

les autres ä des conditions analogues. Cela etant et n designant un entier po-

sitif, impair et premier ä D, je dis que le nombre des representations differentes

dont o}n est susceptible au moyen des formes donnees, est egal ä l'exces du

nombre des diviseurs k de n. pour lesquels Texpression J''''~''«^"~'M-p-| a la

valeur 1 , sur celui de ces diviseurs qui donnent a la meme expression la va-

leur — 1."

Pour appliquer ce theorerae a un cas particulier, soit D = 2. On a

alors CO ^ 1, T ^ S, U^ 2, d=l. «^—1, P^l, etle Systeme complet

des formes se reduit ä un seul terme, pour lequel nous pouvons prendre la forme

ar— 2y-. Le resultat relatif ä ce cas est donc:

„Si dans requation x-— 2y'- = n, oii n est impair et positif, les indeter-

minees x et y ne sont susceptibles que de valeurs positives et en outre telles

qu'on ait Sy^2x, le nombre des Solutions de cette equation sera exprime

par l'exces du nombre des diviseurs de n qui ont l'une des formes 8»'±1, sur

celui de ces diviseurs qui sont de l'une de celles-ci: 8*'±5."

Comme dans l'equation (1) etablie ci-dessus, de meme que dans les trois

^quations analogues que pour abreger nous nous sommes dispenses d'ecrire,

les deux membres sont egaux par groupes de termes, en ce sens que le terme

unique qui rösulte de la reunion de tous les termes particuliers du second

membre, pour lesquels le produit /in' a une valeur determinee, est identique ä

celui qui provient dans le premier de tous les termes particuliers pour lesquels
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les formes qiiadratiques ont cette meme valeur determinee, on voit que la ve-

rite de ces equations est independante de la forme particuliere de la fonction

qui y entre, et que cette fonction qui, dans ces eqiiations telles qu'elles se sont

presentees d'abord, est une puissance de l'exposant — s, peut etre remplacee

par une fonction entierement arbitraire. II viendra ainsi, en n'ecrivant toujours

que l'equation qui se rapporte au premier des quatre cas generaux:

les signes sommatoires ayant toujours la meme signification. II faut seulement

ajouter que la fonction designee par la caracteristique
<f

doit etre teile que les

series j^recedentes soient convergentes et du nombre de celles que nous avons

appelees series de premiere espece. Cette condition se trouvera remplie, par

exemple, si Ton suppose:

SP (2) == 2%

q etant une constante reelle ou imaginaii-e, dont la valeur numerique ou le mo-

dale soit moindre que l'unite. Ce cas est surtout remarquable, en ce qu'il

permet d'eflfectuer l'une des sommations dans le second membre et de trans-

former les series doubles contenues dans le premier, en sommes de produits de

series simples, de sorte que l'equation exprime alors un rapport entre certaines

series simples qui sont precisement celles qui se presentent dans la theorie des

fonctions elliptiques. La simplification dont nous parlons, n"a toutefois Heu que

pour l'equation (2) et pour l'autre equation analogue qui se rapporte ä une va-

leur negative de D; eile ne s'etend pas au cas oü le deterrainant est positif.

On peut bien, dans ce dernier cas, executer encore l'une des sommations in-

diquees dans le second membre, mais les conditions d'inegalite auxquelles sont

assujetties Celles relatives k x et y empechent que les series doubles en x et y

ne soient transformees en produits de series simples.

Comme les formules auxquelles on se trouve conduit par la reduction

dont nous venons de parier, sont nouvelles et paraissent presenter quelque

interet, nous indiquerons brievement la maniere dont on peut l'efFectuer. L'equa-

tion (2), lorsqu'on y attribue h la fonction
(f

la forme exponentielle, se change

en celle-ci:

(3)
^'q..^-+il>r,J+c,•-_^2'qa.<+2ör,,+c,J•-_^_... = 226'^"~"

e^'^"'~'^ \^^)
q"'''

.

Dans le cas particulier oü les coefficients moyens b, b' , ... sont tous egaux

59'
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ä zero, le premier inembre se presente immediatement coinme la somme d"iin

nombre limite de produits de series simples. Soit. par exemple, D= — 2: il

n'existe alors que la seule forme x'-^-^y-, et la somme ^'q'''^-'-'\ dans laquelle

ar-|-2?/^ ne doit recevoir que des valeurs impaires, devra s'etendre ä tous les

entiers impairs .r, et ä tous les entiers pairs ou impairs y. En reunissant les

termes qui repondent ä des valeurs opposees de x ou de y, le premier membre

prendra la forme de ce produit:

2iq+q''+ q''+ ---X\+2q' +2(f-''+2q'-''+).

Quant au second membre, comme l'on a d= — 1, f= — 1, P= — 1, il de-

viendra 2^(— i)K"-i)+i('''-«^'"'', ]e signe ^ s'etendant ä toutes les valeurs po-

sitives et impaires de n et de n' . En eifectuant la soramation par rapport ä n'

,

on aura: „

--^ ^> \— q'-

On a donc dans ce cas particulier Fequation:

?
1

^
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cette somnie, peuveiit etre distribuees en im certain nombre de systemes de

]a forme x = 2pi(-hc{, y = 2pv-i-y, oü a et ;' sont des entiers determines et

it et V des entiers indetermines qui doivent prendre toiites les valeurs depuis

— oo jusqivä CO. On aara donc. pour la somrae partielle qui repond ä ce

Systeme, en mettant ax^ -\-2hxij-{-cif sous la forme — {(ctx-\-hyy-\-])y-^:

— (2p(nH+(>r)+«a+fc)-)= ^{2pv+rr

Decomposons maintenant cette somme partielle ä son tour en d'autres somnaes,

en ecrivant successivement «?', av-\-l, ..., av-[-a— l ä la place de v. On
aura ainsi pour l'une quelconque de ces nouvelles sommes partielles, dont le

nombre est a, l'expression suivante qui se rapporte ä la Substitution de av-\-X,

et dans laquelle on a fait, pour abreger, 2pb?,-\-acc-{-by ^ k, 2pX-\-y = l:

2(7« g«

Or, si l'on considere maintenant la sommation relative a u comme devant etre

effectuee la premiere, rien n'empeche de remplacer u-\-hv par «, et le resultat

prend la forme d"un produit de deux series simples:

(O) JS-^-o Sq-

II est d'ailleurs facile de voir que ces deux series peuvent etre i-eduites ä la

fonction si remarquable que M. Jacobi a introduite dans la theorie des fonc-

tions elliptiques et qui a pour expression:

1— (/cos2*+25'^cos4.i'-

—

2(fcos%a;-\ •

D'un autre cote, on peut aussi reduire aux fonctions elliptiques les deux series (4),

en combinant les formales connues de cette theorie avec les belles expressions

que M. Gauss a donnees pour exprimer (— 1 par une serie finie de sinus ou

de Cosinus.

Les formules que Ion obtient ainsi, me paraissent surtout remarquables

en ce que les produits de la forme (5). qui composent le premier membre, de-

pendent, quant ä leur nombre et quant aux constantes a, k, l qu'ils renferment,

du nombre et des coefficients des formes quadratiques difFerentes qui ont lieu

pour le determinant correspondant, et il y a lieu d'esperer qu'en approfondissant

le rapprochement que nous venons d'indiquer, on parviendra ä des resultats plus

importants et qui pourront jeter un nouveau jour sur la nature des formes
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quadratlques a determinant negatif. C'est du moins la consideration qui me

determine ä proposer cet aper9u, tout incomplet qu'il est, ä l'attention des

geometres.

§.8.

Nons noLis proposons dans ce paragraphe 1°. d'etablii- la relation tres

simple qui existe entre les nombres des foi'mes de premiere et de seconde espece

qui repondent au meme determinant et 2'^'. d'exaininer de quelle maniere le

nombre des formes d'un determinant quelconque depend de celui qui se rap-

porte a ce determinant, divise par le plus grand carre qu'il contient.

I. Soient h et h' respectivement les nombres des formes de premiere

et de seconde espece dont le determinant D est un entier 4r-t-l. Si nous

siipposons en premier Heu D negatif. Fequation (19) §. 6 donnera. en observant

qu'on a ^ ^ 1, e = ]

:

II suffit de comparer cette expression aux equations (21), pour en conclure:

h = //, D = 1 (mod. 8); /; = 3h', D = b (mod. 8).

II faut seulement ajouter quo la seconde de ces equations est en defaut ^^our

D ^ — 3, et qu'on a alors h = h'.

II. Lorsque D est positif, la relation qui existe entre /* et h', resulte

de la meme maniere de la comparaison des equations (23) et (24). Si Ton

designe par T, U et T', U', respectivement les plus petites valeurs positives

qui satisfont aux equations:

(1) t'— Du' = l. (2) f"~Dtt'"- = 4,

la i-elation dont il s'agit, sera exprimee comme il suit:

h = 3A'—^-— *_ ^
. Z) = 5 (mod. 8).

Pour reduire ce resultat ä une forme plus simple, nous observerons que

les Solutions de l'equation (1) sout evidemment toutes comprises dans celles de

l'equation (2); il suffit de considerer celles de ces dernieres oü t' et u' sont

pairs et de poser t = ^yt', u ^= \u' . II resulte de lä que si T" et U' sont pairs,

on a T=\T', U=^U', et il est facile de voir que ce cas a toujours lieu
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lorsque D est de la forme 8y-f-l, puisque dans cette supposition requation (2) ne

saurait etre satisfaite par des valeurs impaires de t' et u' . Reste ä considerer le

cas oü Z) a la forme 8r+5, et oü en meme temps T" et U' sont impairs.

Comme toutes les Solutions positives de l'equation (2) sont donnees par la formale:

t'-^u'YD _ / r-^ü'YD \-

oü n est nn entier positif, on conclut de la remarque faite plus haut que Ton

obtiendra les valeurs T et U, en determinant le plus petit exposant n pour

lequel t' et u' sont pairs, et en posant ensuite T=^^t', ü=\u'. Or il est

facile de voir que cet exposant est le nombre 3; car en faisant n = '2 , on

trouve pour u' la valeur impaire T'U', tandis que Celle qui repond ä n = Z,

et qui est ^ f/'(3 T"" + 7) f/''^) , est evidemment paire. On a donc:

En appliquant les resultats precedents aux deux equations donnees ci-dessus,

on voit que, pour un determinant de la forme 8i'-f-l, on a toujours h^h',
et que lorsque /) a la forme 8^+ 5, tout depend des entiers T' et U': selon

que ces entiers seront pairs ou impairs, on aura h = 3h' ou h = h'.

III. Venant h la secomle des questions enoncees ci-dessus, nous remar-

querons d'abord qu'apres avoir Stabil dans ce qui precede, le rapport qui a

lieu entre les formes de premiere et de seconde espece qui appartiennent au

meme determinant, nous pouvons, dans la question qui nous reste ä traiter, con-

siderer les formes qu'il s'agit de comparer, quant ä leur nombre, comme appar-

tenant ä la premiere espece. Soient D et Z)' = DS' les deux determinants, D
n'ayant pas de facteur carre et S etant suppose positif, et designons par h et

h' les nombres des formes qui repondent respectivement a ces deux deter-

minants. Comme les quantltes J', «, P sont evidemment les memes pour ces

deux determinants, si Ton suppose en premier lieu D negatif, on aura en vertu

de l'equation (19) du §.6:

TT \ F J n TT \ F J n

Quoique les termes generaux des deux series contenues dans ces ex-

pressions soient de meme forme, ces series ont neanmoins des valeurs dilFe-

rentes. En effet, dans la premiere equation la sommation doit s'etendre ä tous

les entiers n impairs et premiers ä Z), tandis que dans la seconde n ne doit
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recevoii" que des valeurs impaires et premieres a D' . Pour decoavrir la rela-

tion qui existe entre ces deux somiues, il foiit se reporter ä requation (6) du

§. 6. Si Ton Slippose dans cette eqnation 6 = d, i] = «, A = -P) -^i = 1> on

voit que les series precedentes peuvent etre considerees Fune et l'autre comme

la limite vers laquelle converge le prodnit:

1
77

lorsque la variable s approche indefiiiiinent de riinite: mais il y a cette diflfe-

rence (jue lorsqu'il s'agit de la premiere serie, il taut exclure de ce produit

tous les nombres premiers impairs et positifs q qui divisent D, tandis que pour

obtenii" la seconde serie. il taut exclure tous ceux de ces nombres q qui di-

visent D' = DS'-. II resulte de la que si Ton designe par r, r , r", ... les

nombres premiers impairs, positifs et inegaux, contenus dans D'. sans Tetre dans

D, le rapport de la premiere serie ä la seconde a pour expression:

1

l_,^(^-'),^(-)(jL)l

le signe JI s'etendant h toutes les valeurs de r qu'on vient de definir.

Au moyen de ce resultat, la comparaison des equations en h et h' don-

nera celle-ci:

h' = /,,s/y(i_crit-')ei("-«(^)l).

qui exprime la relation clierchee entre h et h'. On doit ajouter que cette

equation ne s'applique pas au cas oii D ^ — 1, et qu'il taut dans ce cas doubler

son premier membre.

IV. Le cas oii D et D' sont positifs, etant susceptible d'une analyse

toute semblable, nous nous bornerons k enoncer le resultat qui s'y rapporte.

Si Ton designe par T, ü et T', U' les plus petites valeurs positives qui satis-

font aux equations ^-— /)«'-= 1, t'-—D'u"'= 1, le resultat dont il s'agit, sera:

iog(r+z7']/z)') V ^ ^^ '/

oü l'on peut remarquer que le facteur logarithmique equivaut ^videmment a

l'unite divisee par le plus petit exposant positif / tel ([ue le coefticient de VD

dans la puissance (T-+- IIVD)'- developp^e soit divisible par «S.
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Xous observons, en finissant ce paragraphe et avant de noiis occuper de

lu soinniation mentionnee au commencement du precedent paragraphe. qiie les

deux qiiestions que nous venons de traiter, ont dt^jk ete resoliies dans Touvrage

de M. Gauss (art. 253— 256). mais par d'aiitres moyens. Quant aux resultats,

Oll trouve que ceiix de l'illustre auteur. i(lenti(pies aux untres dans le cas des

determinants negatit's, en different essentielleinent et se presentent sous une forme

plus compliquee. lorsque la comi)araisoii qu'il s'agit de faire, doit porter sur

des formes a deterininant positif.

§. !)•

La soniniatioii qui nous reste a effectuer, peut etre operee par deux nie-

thodes diÜerentes, en s'aldant des forinules reniarquables que M. Gauss a etablies

dans le beau Memoire ayant pour titre .Summatio qvarumdam serierinn sinyx-

larium.''*) La premiere de ces methodes est fondee sur certaines series connues

ordonnees suivant les sinus ou les cosinus des arcs multiples. En Temployant

dans la note**) (pii a precede le present Memoire, nous avons dejä remarque

qu'elle s'applique. de la meme maniere et avec une facilite egale, ä toutes les

series qui servent ä exprimer le nombre des formes pour un deterniinant quel-

conque, c'est-a-dire aux deux series generales (19) et (23) du §. (!. Nous

avons meme ajoute que les series de cette forme sont encore susceptibles d'etre

sommees par le meme moyen, dans plusieurs cas differents de celui oii l'ex-

posant 5 de la puissance — , conteniie dans le ternie «leneral. est egal a l'unite,

oe qui etait d'ailleurs evident. En etfet, la methode dont il s'agit, consistant

a remplacer le facteur qui multiplie -^ . au moyen des formules de M. Gauss

par un nombre limite de termes de l'une des formes sin/i.r, cosnx, on voit

que la serie, apres cette transformation, se trouve changee en une somme de

suites trigonometriques dont chacune a pour terme general une expi'ession teile

.sinn.i- cosw.c ^ . ^ ^^ • i ^
que j— ou ^— , et peut par consequent etre sommee pour les memes

valeurs de .*, pour lesquelles D. Bernoulli a donne les soinmes de ces dernieres.

La seconde methode est fondee sur le procede connu de Fintegration

des fractions rationnelles. Les series dejä citees (19) et (23) §. G, coincident

*) Gauss' Werke, Bd. II, S. 9. K.

**) Voyez le tome XVIII du Journal de Ceelle p. 259.')

') S. 357 dieser Ausgabe von G. Lejeune Dirichlet's Werken. K.

G. Lejeune Dirichlet's Werke. 60
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avee Celles qiii t'ormeiit la seconde des trois classes de siiites infinies que iious

avons eu a distinouer dans le Memoire sur la pro^iression arithnietique. et nous

avons deja observe dans le Memoire cite §.10. cjue les series de seconde et

troisienie classe peuvent etre somraees par la methode qui avait ete expliquee

en detail dans le §. 4 du meme Memoire. Les deux methodes que nous venons

de citer. sont lune et Fautre d'une grande simplicite. La seconde etant celle

qui se pvesente le plus naturellement, nous allons l'employer d'abord. Mais

avant d'entreprendre ce cahnd. il laut rappeler les ibrmules de M. Gauss.

Voici une demonstration de ces expressions. fondee sur les meraes principes

dont j'ai deja fait usage dans un precedent memoire*), mais plus simple a

quelques egards.

Designant par /(.r) une fonction de x, que je suppose continue entre les

limites x = et x = rr. si Ton pose:

/f(x)cossä;d,e = c^.

on aura. comme 1 on sait:

le signe 2i s"etendant a tous les entiers depuis 5^1 jusqu"ä s = <x>. Comme

ce developpement subsiste entre les limites ,r ^ et a: = n inclnsivement, on

aura en particulier:

c,+22c, = -r/-(0).

11 est f'acile de voir comment cette equation doit etre modifiee, lorsque les

limites de Tintegrale e, ont des valeurs quelconques. Considerons par exemple

les limites et 2/in-, h designant nn entier positif, et posons:

COS sx(Lv = f's,

la fonction etant toujonrs continue entre ces limites. L'integrale precedente

etant partagee en 2h integrales partielles dont les limites sont:

et TT, TT et 2.T. . . ., (2/i— l)Tr et 2ä.t.

et toutes ces nonvelles integrales etaiit ramenees ä avoir pour limites communes

et n, le premier memlire de Tecjuation (1) se cliangera en:

/ [/W-+-/(2t—•'O-h/'C-^'f+'OH l-/"(2(/i— 1) TT— .r) -\-/\2(h—\)n+j-)-j-/(2hjT—a:)] co.s.s^-</a;.

•) S. 237 nnd S. 257 dieser Ausgabe von G. Lejeunc Dirithlcfs Werken.
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Cette expression de c, ayant la meine forme qiie Celle donnee ci-dessus, on aiira:

(2) c,+2z'c\ = MÄO)-hjX-2I>.r)+2~^~/(2sTi)).

le terme _üenei-al c. du premier membre etant doiine par l'equation (1). Cela

pose, considerous rinteürale:

(cos(.t'')(/.y = a,

a etant une quantite numerique. Posons dans cette integrale ,r = -^T/-^,

z designant la nouvelle variable et n etant im entier positif divlsible par 4.

II viendra ainsi:

Cette integrale etant decomposee en une infinite d'autres ayant ponr limites

deux multiple? cunsecutifs de 2n. tels que 2sn et 2{s-\-V)n, et ces nouvelles

integrales etant ramenees a avoir les limites communes et 27r par le clian-

gement de z en Isn-^z, on aura:

- f cos^ (2s7r+^)\/c = 2« l/—

,

le signe 21 s'etendant depuis s ^ — co jusqu'ä s = oo.

En developpant sous le signe cosinus, omettant le terme ^iis'-n, multiple

de 2n. et reunissant les termes de la sonime qui repondent ;i des valeurs op-

posees de s, il viendra:

le signe 2 s'etendant depuis s = 1 jusqu'ä .? = oo. Si maintenant Ton fait

nz = 2.X', on aura:

I cos I -^ 1 r7,f+ 2 .2'

I
cos I -^ 1 cos s .rJx =^ « ]/2 7i n.

Comme l'entier ii est pair. le premier membre rentre dans la forme de celui

de Fequation (2), f(x) etant cos(,,''- j- On aura donc en vertu de cette

equation

:

^ f n\'' 2ti J-^^~^ ^2tc -,1 2n
cosO+cosUr- h2 Z coss- = «1/

\2 J n , = 1 n ' n
60*
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Si Ton observe que l"on a cosä"-^— = cos(/(

—

s)-^^ , requation precedente pourra

prendre cette forme plus simple:

•'=^->
., -In JJn

2, coss = a \

Pour determiner la quantite a independante de «. il suffira de donner ä ?i une

valeur pai'ticiiliere. Posaiit, pav exemple. « = 4, on trouve a = V^ti. On a

dono definitivement, quel que seit Tentier n = 4,u:

y coss'-^^^^ = 1/'*-

En operant de la meme maniere sur Tintegrale (sin(.t'-)ffe, on ti'ouve aussi:

•'= "-1. „271 ,f-
'

^ sins" = yn.

II serait facile d'obtenir par une analyse semblable - les sommes de la

forme des precedentes. pour les cas oii n est de Tune des trois formes 4,u-|-l,

4// -1-2. 4,« -1-3: mais il est plus simple encore de ramener ces cas ä celui

ou n a la forme 4,w.

Pour y parvenir. soient a et in deux entiers quelconques dont le premier

est suppose positif. et posons:

^ e » = <}{m, «),
s=

OU i designe. pour abreger, la quantite imaginaire V— 1.

La fonction (f(in, ii) jouit de plusieurs pjroprietes remarquables. On a

d'abord evidemment, si m' designe un troisieme entier tel qa"on ait rn ^^m (mod.«):

(3) y('«' w) = (fi^n', w)-

On a encore. en supposant c premier a n:

(4) y(wi) n) = <f(c^m, n).

Cela resulte de ce que Fexpression es. en y faisant successivement:

s = 0, 1, . . ., w— 1,

donne les memes nombres pour rcstes lorsquon la divise par ».

Une troisieme propriete est exprimee par l'equation:

(5) fO'i- 'O^^C": "0 = y(') mn).

(|ui suppose les entiers n et >« Tun et l'autre positifs et premiers entre eux.
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En effet. comine on a:

^ e » = 9'(?w. w), ^ e '" = (f(n, ni),

il viendra en mnltipliant

:

2^^t' '"" = f\>n, n)<f(n, m),

OLi encore, si l"on ajoute ä lexposant rexpression 2stni, multiple de 27Ti:

Le binüme ms-\-)il peut etre reniplace par son reste i'elatit' au diviseur 7/1/;..

Ol'. //( et )i etant premiers entre eux, il est facile de voir que les valeurs de

ce reste entre les limites de la double sommation, coVncident, abstraction faite

de Tordre, avec les termes de la suite 0, 1, 2, . . ., mn— 1. Le resultat prend

donc la forme (fune somme simple et Fon a:

s= >,m— 1 j! 'z2i

^ g um __ (fQn^ n)(f(n, vi),

ce quil s"agissait de prouver.

Au moyen des equations qui viennent detre etablies, il est facile d"ob-

tenir la valeur de (f(^l.)i). quelle que soit la forme de Tentier ». Si Ton sup-

pose d'abord u = 4,m. on aura. en vertu des sonunations effectuees plus haut:

^(1, ») = (1+01'«.

Soit en second Heu ti un entier impair. L"e(|uation (ö) donne, en y faisant wt^4:

y(4, «)y(«, 4) = <f(h 4«).

Le second membre est, d'apres Tequation precedente, egal ä 2(1 + «)]//?. D'un

autre cöte, les deux expressions <p(4:,n'), <f(u.4) penvent. au moyen des equa-

tions (3) et (4). etre remplacees, la premiere par (f(l. n), la seconde par y)(l,4)

ou par y}(3, 4), suivant que n est de la forme 4,« + l ou de 4,«-|-3. ()r il

est facile de voir qu'on a:

9(1, 4) = 2(1+ /), y(3, 4) == 2(1-0-

On conclut de lä:

y(l, n)^y/i, n = iii-\-l\ 9(1, }i)^i]/n, « = 4/(+ 3.

Keste ä considerer le cas ou n a la forme 4/< + 2. Dans cette supposition,

.-, et 2 etant premiers entre eux, l'equation (5) donnera:
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^ (2. |).,(|. 2) = ,(!.«).

et coninie cVuri aiitre eote. <f\.y. 21 ^ y^(l, 2) ^ 0. 11 ss'ensuivra:

y(l, n) = 0.

Considerons specialeinent le cas oü » est un nouibre preinier iinpair p, et soient

a et b respectivement les residiis et les non-residus quadratiques de p, moindres

(--)'
que ce nombre. On aura alors, en observant que 1 expression «^ - ^ se redult

ä 1 Oll k ?', suivant que p a la forme 4,m-|-1 ou 4,m-|-3:

q{L /.) = A -^

^Yp,

equation (juOu peut uiettre. en rempla^ant ^" par son reste, sous cette forme:

l + 2^r /' = /V •-' J]/p^

le signe ^ s'etendant h toutes les valem's de a. Si m designe uii entier nou-

divisible par p, on aura pareillement, en remph^^ant vi-r par son reste:

g.(m, p) = 1+ 2J."" '' ou (f{m, p) = l+2^(' '' .

suivant que:

Puisque d\ui autre eote:

on pourra reunir les deux resultats dans cette formnie:

On donnera ä Texpression y;('".y^). en _v mettant au Heu de .*' son reste. cette forme:

(f(»i, j)) = l-h2le''~p~

et la comparaison de ces deux eijuations fournira celle-ci:

l-|-2^(' p

1>

.(^).f?%

Si maintenant Ton oliserve ([u'on a evidenunent-i'c '' -f-^c '' = — 1, Tequa-

tion precedente poin-ra se changer en celle-ci:

{^¥'^y-
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En sonstrayant cette equation de ]a precedente et divisant le resiiltat par 2,

on aiira definitivement

:

(^).('?%2e J' — 2e P

P

Cette equation subsiste quel que soit Fentier ?/), pourvu qu'il ne soit pas divi-

sible par p. Lorsque m est mi multiple de p. le premier menibre se reduit

evidemment a zero. Nous ecrirons l'equation d'utie maniere plus abregee et

eomme il suit:

oü Je sigiie sommatoire s'etend depuis g^^ jusqu'ti
'J
=

J)
— 1.

§ 10.

D'apres les resultats obtenus dans le §. 8, oü nous avons fait voir que

hl determination du nombre k des formes quadratiques qui repondent a un

deteriuiuant quelconque, se reduit toujours a une questiou du meme genre et

relative au oas oü le determinant ii'a pas de diviseur carre et oü les formes

dont il s"agit d'obtenir le nombre. appartiennent h la premiere espece, nous

n"aurons plus a nous occiqjer que des 4 determinants

:

p, 2P, —P, — 2P,

P ^ pp'ji" . . . designant un entier inipair et positif dont les diviseurs simples

[K p . p" . . . . sont tous difFerents les uns des autres.

II Importe de remarquer que la lettre P teile qu'on vient de la detinir.

a la meme signification que dans les §§. 5 et 6, lorsque le determinant que

nous designerons toujours par D, est positif, mais que dans le cas de D ne-

gatif, cette lettre teile qu'elle a ete employee dans les paragraphes cites, repond

a ce que nous designons maititenant par — P. Cela ne change rien k Tex-

pression (-p), contenue dans Tequation (19) du §. 6, et k la valeur de s üxee

par les equations (9) du meme paragraphe, cette valeur devanf etre -f-1 ou

— 1, suivant que le determinant, delivre de tout diviseur carre, est impair ou

pair. Mais il n'en est pas de meme de d\ cette valeur dependant du reste que

donne P, pris avec son signe, relativement au diviseur 4. II resulte de lä

qu'en posant pour abreger:
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oü le signe 2 s'etend ä tous les entiers n positifs. impairs et preniiers ä P,

les expressions ()' = ±1. t^±l qui doivent entrer dans la serie T' contenue

dans l'equation (19) ou (23), siiivant qu'il s'agit d'un determinant negatif ou

positif, seront determinees comme il suit:

D = P. i'=4/,+ ll

D = —P, P = 4/(-t-o I

1) = P. 7^= 4,.(-+-3
1 ,

D = -P P= 4,,+ l)
''=-^-

' = ^'-

D = 2P P=4.,+ ll ,_ 1.

D = -2P P=4/,-+-3j ^-^- *--!'
D = 2P 7' = 4/<+ 3

1

Z> = _2/> 7'=4.<+ lJ
'^--^- '--^-

Cela pose, nous avons successivement ä considerer les quatre conibinaisons que

presentent les eqiiations simiiltaiiees ä = zt.1, £^±1.
I. Supposons d'abord f)= 1 . £^1. La serie V etant divisee par

(l-(-^)yj, il viendra:

'-(J^)i

le signe ^ s'etendant a tous les entiers positifs >i, preniiers ä P. pairs on impairs.

En exprimant la serie par une integrale comme an §. 1, on anra:

oii Ton a fait, pour abreger, /(.v) = ^{^\x". le signe ^ s'etendant aux entiers

precedemment definis moindres que P. En appliquant ä cette integrale la me-

thode ordinaire de decomposition, on trouve:

le signe ^ s'etendant k tous les entiers m depuis m = jusqu'ä m = P— 1.

Tout se reduit dune ä obtenir la fonction /\^c ''

j ^ 2^( .y\e''
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PoLir y parvenir, mettons la fraction ~, contenue dans Texposant,

sous ]a forme:
n q n'

P f f'

u etant uii entier positif ou negatif, et g, g\ ... designant des entiers positifs

respectivement iiiferieurs a p, ;/, .... Ün sait que cela ne peut se faire que

d'une seule maniere (Disq. arith. 311), et il est manifeste, n etant premier ä P,

qu'aucun des entiers g, g', ... ne saurait etre zero. II est encore facile de

voir qu'en donnant a n tontes les valeurs qu'il doit recevoir dans la sommation,

g, g , ... presenteront toutes les combinaisons que Ton peut former avec les

entiers depuis g = 1 jusqu'ä g = p— 1, depuis g' ^ l jusqu'a g' z= j}'—l^ etc.

Quant k rentier ft , on pourra le negliger parce qu'il est multiplie par 2mni

dans 1 exposant. bi mamtenant nous laisons pour un instant — ^ ?'. — = ?•'

P P
Tequation precedente donne:

n ^ gr-\-g'r'-\ (mod. P),

d'oü Ton conclut ces egalites:

(y) = (f)(y). (F) = (f)(f).
•••

au moyen desquelles la fonction f\e ''

) deviendra le produit (-— )(~r)•••

mnltiplie par les sommes:

-'(f)'-"^. <fy^
Remplacjant ces dernieres par leurs valeurs fournies par l'equation (6) du para-

graphe precedent, on aura:

en supposant m premier a P. Dans le cas contraire f\e ''

J s'evanouira parce

qu'nne au moins des sommes precedentes se reduira ä zero. Quant au pro-

duit (^) ("')•••, on remarquera qu'il se compose d'autant de produits partiels

de la forme
I ')(-), que les nombres p, j)', . . . peuvent etre combines deux

G. Lejeuue Dirichlet's Werke. 61
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ä deiix. Or, comme on a:

(f)(f)
on voit que l'expression qui luultiplie ( -p-

J
YP dans requation obtenae plus

haut, peilt prendre la forme:

Nous avons donc definitivenient:

(1) /(/^) = ou f{e"^) = i^^y [^^yp,

suivant que m a ou n'a pas de diviseur commun avec P. Substituant cette

valeur et observant que tant que iiKiP, on a:

/dx . (^ . }»Tt\ 71 ( _, 2m \ .

j^ = log(2sin-p-j-+-^ (^1 ^j»,

V A^; ^/«ar, (^. m7i\ n f, 2m \.]

il viendra:

le signe sommatoire s'etendant ä tous les entiers ?*) inferieurs et premiers ä P.

L'equation prec^dente se simplifie en reniarquant qu'on a ^(4^]^0; eile

devient ainsi:

V * ^ ^ ^ Z' «* \ /'i .mir mn \

TTpTL
^

Y]^^\i^)r^''''rp—j^v-

Le premier membre etant reel, les imaginaires doivent se detruire dans le

second, comme il est d'ailleurs facile de le verifier.

Distinguons maintenant les deux formes que P peut präsenter, en sup-

posant successivement P= 4u-hl et P=4,a-t-3. Nous obtenons ainsi:

le signe ^ s'etendant toujours aux entiers m inferieurs et premiers ä P.

(a)
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II. Soit en second lieu d' ^ —1, s = 1. Comme le facteur qui multiplie

— dans la serie F, est le meine pour des valeurs de n qui difFerent d'un mul-

tiple de 4P, on aura d'apres ce qui a ete dit dans le §. 1:

/•' 1

V= —
a-^P—l '

en posant pour abreger:

le signe ^ s'etendant ä tous les entiers n Interieurs et premiers k 4:P.

La methode connue pour la decomposition des fractions rationnelles donne:

oü le signe 2^ s'etend ä tous les entiers depuis ?/i == jusqu'ä m ^ 4P— 1.

Tout SB reduit done a determiner Fexpression F\e *^
j.

On peut y parvenir par des eonsiderations analogues ä Celles que nous

avons emplovees dans le nuuiero precedent pour trouver f\e ^
j , mais il est

plus simple de ramener ce cas ä celui que nous avons dejä examine. Pour cela,

on decomposera la fraction -j-p, contenue dans Texposant, comme il suit:

n Y n'_ = ,,+_+ _, .

oü il est facile de voir qu'en supposant / et n' positifs et respectivement infe-

rieurs ä 4 et a P, les valeui-s de / et de n' presenteront, dans la sommation

qu'il s'agit d'efFectuer relativement a n, toutes les combinaisons des nombres y

inferieurs et premiers ä 4, avec tous les nombres ?i' inferieurs et premiers ä P.

De l'equation precedente mise sous la forme:

n = Py+4w' (mod. 4P),

on conclut facilement:

(_1)K"-. _ (_1/-)(_1)^^-'), (-^-) = (^) .

er
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La fonction Fye *''

) deviendra par la Substitution de ces valeurs:

(2mnt\ iiUTTi f , x 2m7Ti

Quant k la seconde des deux sommes contenues dans le second membre, eile

est evidemment identique a la fonction f\e ^
j, n' ayant ici la nieme signi-

fication que n dans le numero precedent. La premiere somme pourrait se de-

duire des fonnules donnees dans le §. 9, mais comme eile n'a que deux terines

repondant k / = 1, 3. on voit sans peine et independaminent de ces fonnules

que, pour une valeur impaii-e de «i, eile se reduit k 2«(— l^Jt^-''^ et qu'elle

s'evanouit dans le cas contraire. Substituant les valeurs des deux soinmes et

reinpla^ant en meme temps (— 1)^^^"'' par (r)^'^~'\ on aura:

(2) F[f^) = ,:(^)\_l)K"'-) {-l^^^^^P

en supposant ?h premier a 4P. Dans le cas contraire le premier membre

s'evanouit parce qu'une au moins des sommes que nous venons de considerer,

se reduit k zero. Au moyen de ce resultat. on conclura:

le signe s'etendant aux entiers m inferieurs et premiers k iF. Si Ton observe

que pour ces valeurs on a:

l'equation precedente prendra la forme plus simple:

En distinguant maintenant les deux formes que le nombre F peut presenter

lorsqu'on le divise par 4, on aura:

{yuy \F) '

le signe sommatoire se rapportant aux entiers ra inferieurs et premiers k 4 P.
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III. Les cas qui noiis restent ä <;onsiclerer et qui repondent a d'= 1,

t = — 1: (f = — 1. i = — 1, etant entierement semblables a ceux qui viennent

d'etre traites, noiis indiquerons rapidement le calcul qui s'y applique. En con-

servant d'abord la valeur ambigue ()'==±1, on aura:

F= —

le sijiiie -T s'etendant aux entiers n inferieurs et premiers ä 8P. On con-

ehit de lä

:

le signe ^ se rapportant aux entiers compris entre m = et m = SP— 1, et

A„, designant. pour abregei", la somme:

v,K"-)(_l)i(-.'-.(^),f.--,

etendue aux entiers n definis plus haut. En faisant:

n y n'

il est t'acile de voir que n recevra toutes les valeurs aiixquelles la sommation

doit s"etendre, en combinant les entiers / inferieurs et premiers ä 8 avec les

tt' inferieurs et premiers ä P. Si Ton remarque en outre qu'en vertu du §. 2,

la congruence n^=P-/-\-8n' (med. 8P) entraine ces equations:

(7) -(t)!?) = (-')""-"
(7)-

l'expression A,„ prendra la forme:

Tont se reduit donc a avoir la somme relative k /. On pourrait la deduire

du paragraphe precedent: mais comme eile ne se compose que d"un nombre

limite de termes qui repondent a /= 1, 3, 5, 7, on voit de suite que lorsqu"on

a ()'= 1. la somme est zero ou (— l)^^"'~'''y8, et que lorsqu'on a d = —-1,
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eile est zero ou (— 1)'^'" '^+^^"'" '^?"|^. suivant que m est pair ou inipair. On

conclut de lä ces deux equations:

qui supposent 7?; premier ä 8P, et dont les seconds membres, dans le cas con-

traire, doivent etre remplaces par zero. Au moyen de ces expressions le calcul

s'acheve comme dans les cas deja examlnes, et Ton troiive:

(0 ,

(}=1, 6=—

K

-1, f.

1, , -i T- 1 *./ t^Mm'—wi in\, . 7)171

P = 4/,+ 3,

P =4/4 4-1.

r= .-(-1),«»<-i)+i('"--i)
ysp

(VSP)' ^

logsiu
SP

les soinmations s'etendant aiix entiers m inferieurs et premiers ä SP.

IV. Nous allons maintenant resoudre la question dont nous venons de

nous occujjer, par la preniiere des deux methodes indiquees plus haut, qui est

Celle des series trigonoinetriques, en nous boniant toutefois. pour abreger, aux

series V qui se rapportent aux deterniinants negatifs.

Soit en premier Heu ()'^ 1. * = 1, P = i it -{- ?> ; on a alors:

le signe ^ se rajjportant aux entiers n iinpaii-s et premiers k P. D'apres

l'equation (l), on a pour un nombre P de la forme 4,«-f-3:

suivant que n est ou n'est pas premier k P, le signe ^ s'etendant aux entiers

7/1 inferieurs et premiers a P. Si Ton introdiiit cette expression tlans la serie

Vk la place de 1 i, ) « f'i pourra etendre la sonnnatit)!! relative k h k tous

les entier.s impairs, IV-xpression precedente s'evanouissant jiour des valeurs de
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n qui ne sont pas premieres ii P. II viendra ainsi, en intervertissant Fordre

des deiix sonimes:

La premiere peut s'obtenir au luoyen du resultat connu d'apres lequel la

Serie:

(5) 1 '

3""^ 5"

a la valeur -^ ou 'r , suivant que x est compris entre et n, ou entre tt

et 2 71. Ell distinguant donc les valeurs de m inferieures ä ip de Celles qui

surpassent iP, et designant ces valeurs respectivement par rii et m", il viendra:

'' = w(-^(t)-'(^))-

Comme dans la seconde sorame on peut evideniment remplacer m" par P— m',

et qu'on a d'ailleurs, P etant de la forme i/u-\-3:

(^) = (^)(^)-(4).
on aura:

V = "^ ^(~]

expression d'une forme dilFerente de celle que nous avons trouvee plus haut.

Si, avant de sommer, on avait divise par (l— (^-^J^j, on serait tombe sur

le meme resultat que nous avons obtenu par Tautre methode.

Soit en second lieu <)'= — 1, «^1, P=4^-l-l. On a alors:

K = .n^»«-" (-;-)!,

oü n ne doit recevoir que des valeurs premieres ä 4P. L'equation (2) donne

pour ce cas:

-^^(-If \-p)^^nn-^ = (-iy '(^) ou =0,

suivant que u est ou n'est pas premier ä 4P, le signe ^ s'etendant aux entiers

?» inferieurs et premiers k 4P. Introduisant cette expression dans la serie V,
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il viendra:

v-lP \P ) 11 4P

L'expression qu'on a substituee, s'evanoiiissant lorsque n u"est pas premier ä 4/-*,

on voit que Ton peut. dans la somme:

^ 1 . 2m7T
2— smn .

n iP

supposer ä volonte que 7i obtient toutes les valeurs entieres ou seulement

Celles qui sont impaii-es.

Dans la premiere supposition on aura en vertu de Tequation:

, . - sin.r sm2.r sinS.r
iO-T--0 = "j 1 2 ' 3 ^'"'

qui subsiste depuis .r = jusqu'ä x ^ 2n:

^ 1 . 2VITI

n 4P

et par suite:

V ^ -^:s(_if'"-«
fe) ^ v(_i)K.-.) ( - ) „,

ou ce qui revient au meme, la premiere sonune etant evideniment nulle:

(i-\'4py
vp;

ce qui coTncide avec la valeur obtenue par lautre niethode.

Si en second lieii on suppose que n ne re^oit que des valeurs impaires,

on trouvera, au moyen de l'equation (5), et en designant par in ou m" les

valeurs de m, suivant qu'elles sont inferieures ou superieures ii 21':

' =W (-^f-
"""" (-^'

)
-'f- """" (-'?))

En mettant 4f

—

m' k la place de in", et observant qu"on a:

on obtiendra cette nouvelle expression de V:

2|/4P V /' /
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En traitant les deux autres cas de la meme maniere, on troiivera, outre

les resultats dejä obteniis par l'autre methode, deux nouveaux resultats que nous

allons reunir avec les deux precedents:

(d)

ä= 1,

6 = -

6=1,

(5 = -

21/P V P /
'

1. f = 1. 4/(+ l, V=
2y4P

?(-!)''

4/(+3, F=

4/(+ l. V

'.ysp
:^(-i)

i(m-=-l)

21/8P
?(-l) i(,„._i)+l(„,.j_i)

{4-y

Les valeurs m soiit preniieres a P et en outre impaires dans les trois dernieres

equations. Quant aux limites des sommations, on doit ajouter que les valeurs

de ')!)' doivent etre respectivement inferieures ä ^P, 2P, AP, 4P.

Les expressions de V peuvent prendre beaucoup d'autres formes encore.

On obtient, par exemple, des expressions difterentes des precedentes et plus

simples, si dans le eas oü le temie general renferme Fun des facteurs:

ou Tun et Tautre. on les conserve dans la serie, en n'introduisant les formales

de M. Gauss que pour remplacer Texpression (-rr)- O'est ce que nous allons

faire pour les trois derniers cas du tableau precedent (r/).

Dans le premier de ces trois cas, on a:

p-=..n-l)''-»(-P-)i, P=4„+ l.

et Tequation (1) donne alors:

0,

suivant que n est ou n'est pas premier a P, m devant recevoir toutes les va-

leurs inferieures et premieres ä P. En substituant cette expression de (-p-)j

yp
O. Lejeune Diiiclilet's Werke.

' = vp-Ip)-^~'^ ^'''
2mn

62
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oü la sommation relative a n, peut maintenant s'etendre k toiis les entiers im-

pairs. Or on sait qne la serie:

cosiv cos3.r cos 5.»

1 3 ' 5

a la valeur:

TT 71 7t

T' ""T' T'

suivant que x est compris daiis les trois intervalles:

et -^ , -9- et -^ , -^ et 2 ti.

Designant clonc respectivement par m'. m". m'" les valeurs de m comprises dans

les trois intervalles:

et \P, \P et fP, fP et P,

011 aura:

On a d'ailleurs evidemment:

d"oii Ion conclut:

« "-#-'(>)

m' designant les valeurs premieres ä P, comprises entre et IP.

Dans le second cas on a:

F=^(-1)U-.(^)1, P= 4,-1-3.

En substituant la valeur de (-73-) donnee par reqnation (1), il viendra:

n poiivant maintenant recevoir toutes les valeurs impaires premieres ä P ou
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non. Or la serie:

siü.r siüS.r sin 5^ siuTir

1 3 5 7
*

etant sommee par les moyens connus. on trouve que sa valeur est respec-

tivement:

0, -^. 0. ^, 0,

2|/2 2|/2

salvant que x est comprls dans les cinq intervalles:

^,71 TT ^ Stt ^71 , ön 071 Itt In _,

et -j-, -r et —r-. —t— et —r— , —7— et --;— , —r— et ^tt.44 4 4 4 4 4 4

Ell designaut donc par m' les valeiirs de m comprises entre ^P et |-P. et par

m" Celles qui tombent entre |P et |-P, on aiira:

Oll plus simplement en observant qu'on peut remplacer m" par P— m . et qu'on a

(^)--(t)^

On trouve d'iine maniere semblable. P etant de la forme 4,w-(-l:

en designant par in et in" les valeurs premieres ä P et respectivement com-

prises dans les deux intervalles et \P, fP et \^P. II impoi'te de remarquer

que les equations (e) et {g) ne s'appliqnent pas au cas oü P= 1.

§. 11.

On pourrait donner beaucoup d'autres f'ormes ä l'expression de la serie

T'. soit que cette serie reponde ä un determinant negatif, soit qu'elle se rap-

porte ä un determinant positif. Mais comme ces details ne presentent aucune

difficulte, nous ne nous y arreterons pas et nous passons ä Tenumeration des

differents theoremes, qui resultent des equations (19) et (23) du §. 6, lorsqu'oii

y introduit les expressions qui viennent d'etre obtenues.

62*
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Deteriainants positifs.

(I) D = P. P=4i(H-l. //
= ^ 7^ log ,

oü les entiei's m inlerieurs et premiers ä P sont designes par a ou par h, sui-

vant que requation 1 -p- 1 :^ ± 1 a lieu avee le signe superiem- ou avec le signe

inierieur.

/7sin j-p
(II) D = P. P= 4,«+3. h = p^log

log(T+f7VP) ° jj^^^<^
4P

oü les entiers m inferieurs et premiers ä -iP sont designes par a oii par h.

suivant que le signe ambigu, dans l'equation (— l)^<"'~'M-p-| ^ ±1, est le signe

snperieur ou inierieur.

_ . bnmm ^-p
(III) D = 2P, P= 4,((+l, h = —^=— log-

log(T+Ut2P) "
^,i^|^

oP

oü les entiers m inlerieurs et premiers a 8P sont designes par a on par b,

suivant que le signe ambign, dans l'equation (— 1)"'" ' (^) = ^1- "^^t ^^ signe

superieur ou inierieur.

77- ^^

(IV) D = 2P, P=4«-+-3, h = —^^log
\og(T-^UV2P) jj^^^

oü les entiers in inlerieurs et premiers a SP sont designes par a ou par b.

suivant (jue Ton a (_ l)»'"-'
)+*""'->>

(^j = +1 ou = -1.

iJvtermiiiants n eg a t ifs.

(V) D = -P., P=4,.<+3, h = (-2-(^jj))
^t=^ = A-B.

Dans cette equatiou a et b ont la meine signitication que dans le premier cas,

et A et B designent respectivement combien il existe de valeurs a et b au-

dessous de \P.
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'.b— :Sa A—B
(VI) D = —P, P=4a«+ 1. h

AP

Les lettres a et h ont la meme signilication que dans le second cas, et A et

B designent respectivement les nombres des valeiirs a ei b qui sont inferieures

a 2P. On a encore dans ce sixieme cas. en designant par A' et B' les nombres

des valenrs a et h aii-dessovis de \P, a et h ayant le meme sens que dans le

premier cas:

h = •2(.4'— £')•

^b—:Sa A— B
(VII) D = —2P. /'=4<(+ 3, /( =

8P

Les lettres a et b ont la meme signilication que dans le troisieme cas, et A et

B designent respectivement les nombres des valeurs a et b moindres que 4P.

On a encore dans ce septieme cas, en designant par A' et B' les nombres des

valeurs a et b, comprises entre ^P et ^P, a et b ayant le meme sens que

dans le premier cas:

h = 2(A'—B').

(VIII) D = —2P. P=4//+ l. />= ~\^ = o ^
oü (I et b ont le meme sens que dans le quatrieme cas, et ^ et 5 designent

les nombres des valeurs a et b qui tombent au-dessous de 4P. On a encore

si, conservant aux lettres « et /; la meme signilication (jue dans le premier

cas, l'on designe par A', B' et A", B" les nombres des valeurs a, b cjui sont

contenues dans les deux intervalles compris entre et IP, |P et ^P:

h = 2{A'—B'—A"^B").

II nous reste k presenter quelques remarques sur les resultats qui vien-

nent d'etre enonces. Pour parier d'abord des quatre premiers cas, nous devons

dire ciue les expressions qm s'y rapportent, quoique tres simples, ne sont pas

sous la forme qui en montre la veritable signilication. Pour leur donner cette

forme, nous nous occuperons specialement du premier de ces cas. Les trois

autres donnent lieu a des remarques entierement semblables. Soit x une inde-

terminee et considerons les deux pjroduits:

ny—e ^ j, /z(.i— e ^ j.
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II est evident qu'en posant:

x = n [.v—c'^'-j n [.v—e'^)

,

le polynöme A'^ ne sera autre clios;e que le premier membre de lequatioii que

Ton obtient en delivi-ant requation liimnue x^— 1 := de ses racines uon-

primitives. II est tacile de conclure de la que poui- ,r ^1, oii a:

X=l Oll X = P

suivant que le noinbre des faeteurs simples p. p ,
p" . . . . de F est supei'ieur

ou egal ä lunite. (Le cas oü Ion aurait P^ 1. est exclu, le deterininant

etant un carre dans ce cas.)

On a donc suivant les deux cas qui viennent d'etre distingues:

On a aussi:

n[l~e '' )n[l—e f
j = l ou =P.

observant donc que les valeurs a et h sont en nombre egal, que la suite des

valeurs a renferme toujours avec un nombre a son coiuplement P— a. et qu'il

en est de meme de la suite des valeurs b, on en conclura:

i7sm-p- n[l—c P
j

puis, en ayant egard k une equation precedente:

n • ^^

. (171

JJsm-p-

n\\—e''\ ou = p^nyi—c '
\

suivant les deux cas dejii distingues. La determination de Ji depend donc du

produit:
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Or il resulte d"un tlieoreme connu dii ä M. Gauss et qu'il est facile

d'etenclre a im nouibre compose P, que le polynöme:

est tonjours de la forme ^(^Y-i-Z^P), Y et Z etant des polynömes ä coeffi-

cients entiers. En designant donc par F, et Z^ les valeiirs que Y et Z prennent

pour X = 1, et passant des logarithmes aux nombres, requation qui determine

/(. deviendra:

suivant que le nombre des facteurs simples de P est superieur ou egal ä l'unite.

Sous cette forme les resultats qui se rapportent ä an detei-minant positif,

paraitront bien remarquables , s'il est vrai, comme Ta dit un illustre geometre,

que l'interet que presentent les reeherches arithmetiques ait sa source non

seulement dans la difficulte de la matiere, mais sui-tout dans les rapports in-

times que les reeherches de ce genre devoilent entre des theories entre les-

quelles on ne soupgonnerait aucune connexion.

Quant au calcul des polynömes Y et Z, il peut se faire, soit par la

methode de M. Gauss, soit par un moyen dont Lec4ENDRE a fait usage et qui

est fonde sur les relations eonnues qui existent entre les coefficients d'une

equation et les sommes des jauissances semblables de ses racines. II est facile

de voir qu"ä Taide de ces relations on peut obtenir successivement tous les

coefficients d'une equation lorsque les sommes des puissances de ses racines

sont eonnues, comme cela arrive ici, la somme des puissances m'""^^ des racines

de l'equation:

n\x—e~) =
resultant sans difficulte de la formule (1) du paragraphe precedent.

On trouve ainsi, en supposant par exemple P = 3 • 11

:

Z = a;^-]-x^-i-2ic^+2x'-hx^-hx,

par suite:

F, = 46, Z, = 8,

et comme on a ( ~
|
^ 1

:

Y+z.YpyAi')
(- (23+4]/33)l
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Oll a crun aiitre cöte:

T+üfP = 23+41/33,

rroü il siiit h = 2, ce qui est exact, les t'ormes qiii repondent au detenninant 33,

etan t ;r— 33?/. 33 x"— if

.

Ponr donnei- un exemple du cas ofi P se reduit ä nn nonihre preniier,

soit P= 17; on trouve alors J', = 34, Zi = 8, et Texpression:

/ F,+ Z,|/P
Y-<|)

V 21/P )

devient (4+ 1/17)' = 33+ 8 l/IY, ce qui est la premiere puissance de T-hU^P,
eomme cela doit etre, puisque pour le detenninant 17 il n'existe que la seule

forme .x" — 17^".

Les expressions de h. relatives aux determinants negatifs, n'ont besoin

d'auciine explieation. Nous ajouterons seulement que pour un eas particulier

qui se rapporte au n". V, le resultat avait dejk ete indique par M. Jacobi.

(Voir le Journal de Ckelle Tome IX.)

Nous terminerons ce memoire eu indiquant nne applieation que Ton peut

faire des expressioiis de h, dans le eas des determinants negatifs. On sait que,

lorsqu'un entier k peut etre decompose en trois carres, ou en d'autres termes

lorsque l'equation x- -\-
y- -t z'- ^ k est possible, le nombre de ses Solutions

depend du nombre des formes dont le determinant est — k. Les theoremes

qui fixent cette dependance, ont d'abord ete decouverts par Legendre dans

les eas les plus simples et par voie (rindiiction. M. Gauss les a ensuite de-

montres d"une maniere generale et tres ingenieuse dans la 5""" section de son

üuvrage. II est evident qu'il suffit de comparer les theoremes dont il s'agit

avec les resnltats anx(|iiels nous somnies parvenus dans ce paragraphe et dans

le §. 8, pour en conclun', par !a simple eliniination du nombre des formes qua-

dratiqui's (pii entre dans les uns et dans les autres. de nouvelles expressions

pour le nombre des Solutions de Veqiiation x--hy--hz' ^ k, expressions qui ne

renfermeront plus rien qui soit relatif aux formes quadratiques. Je me bornei-ai

ici k cette seule reniarque et je n'entreprendrai pas (juanl ;i presont li'uunie-

ration de ces nouveaux theoremes; ces details seront mieux places dans im

autre memoire dans lequel je chercherai :i etalilir les resultats dont il s'agit

d'une maniere direete et sans y faire concourir les denx theories dont je viens

de parier.
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ÜBER
EINE EIGENSCHAFT DER QUADRATISCHEN FORMEN.

[Auszug aus einer in der Akademie der Wissenschaften am 5. März 1840 gelesenen Al)luind]ung.]

Die vorgelesene Abhandlung ist als die Fortsetzung einer früheren zu

betrachten, welche in dem Jahrgange von 1837 gedruckt ist, und worin der

erste strenge Beweis des Satzes gegeben worden ist, dass jede arithmetische

Reihe, deren erstes Glied und deren Differenz ganze Zahlen ohne gemeinschaft-

lichen Factor sind, unendlich viele Primzahlen enthält*). In der gegenwärtigen

Abhandlung wird dieser Satz auf quadratische Formen, d. h. auf Ausdrücke von

der Gestalt ax^-\-2bxy -\-cy- ausgedehnt, die jedoch der Beschränkung unterworfen

werden müssen , dass die darin enthaltenen bestimmten Zahlen «, 21, c keinen

gemeinschaftlichen Factor haben.

Die Frincipien, auf welchen der Beweis dieser Eigenschaft beruht, ob-

gleich im Wesentlichen mit denjenigen übereinstimmend, von welchen in der

angeführten Abhandlung Gebrauch gemacht worden ist, bedürfen zum Behufe

dieser neuen Anwendung einiger Modificationen, welche wir an einem speciellen

Falle anzudeuten versuchen wollen. Es ist dies der Fall, wo die Determinante

eine negative Primzahl — p ist, w^elche, abgesehen vom Zeichen, die Form

4/?-f-3 hat, und wo diese Determinante zugleich zu den sogenannten regel-

mässigen gehört (determinans regula7'is, Disq. arith. art. 306, VI).

Es sei /i^2/-l-l die Anzahl der verschiedenen Formen, welche für

die Determinante —p stattfinden, und welche unter der gemachten Voraus-

setzung sich alle aus einer derselben, (p^, durch successives Zusammensetzen

bilden lassen. Diese Formen, welche wir durch (p bezeichnen und durch In-

dices von einander unterscheiden wollen, lassen sich dann immer in folgende

*) S. S13 dieser Ausgabe von G. Lejeuiie Dirichlel's Werken. K.

63*
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Ordnung bringen:

(1) 9^_,. y_a_,). • •. <f-v % <f\- • Vi-,- 9,-

welche Reihe als in sich zurückkehrend zu betrachten ist, so dass auf
(f,

wieder

^-x folgt, und wo jede Form aus der vorhergehenden und der Form y^ zu-

sammengesetzt ist,
<f^

die Hauptform x--\-p)/- bedeutet, und entgegengesetzten

Formen

:

a.v'-\-2bj->/-i-ct/'. ax'— 2ba-i/-\-cy',

entgegengesetzte Indices entsprechen.

Theilt man die Gesammtheit der positiven ungeraden Primzahlen (^J aus-

genommen) in zwei Classen, von welchen die erste alle diejenigen enthält, in

Bezug auf welche — j) quadratischer Rest ist, die zweite alle übrigen umfasst,

und bezeichnet die in den beiden Classen enthaltenen Zahlen allgemein respec-

tive mit _/' und g, so lassen sich bekanntlich die Primzahlen der ersten Classe

ausschliesslich durch die Formen (1) darstellen, und zwar ist jede Primzahl /
fähig, durch zwei entgegengesetzte Formen:

^j, und y— >-,

und nur durch diese ausgedrückt zu werden; wobei es sich von selbst versteht,

dass füi" y= diese beiden Formen sich auf die Hauptform reduciren. Der

doppelte AYerth:

±5'

soll nun der Index von / heissen.

Es sei ferner:

271

nr = "'

wo n die gewöhnliche Bedeutung hat, / irgend eine der Zahlen:

(2) 0, 1, 2. .... /

und endlich s eine jtositive die Einheit übertreffende Grösse. Alsdann findet fol-

gende Gleichung statt, deren Wahrheit leicht aus den l)ekannten Sätzen über

die Zusammensetzung der Formen folgt:

2/7

—

Kr-n 1
— = J— -|-2cosfoj3— H h2co,s/l^w2—

•

i_JL 1 >T
costym 1

yj, y; yj

In dieser Gleichung bezieht sich das erste Multiplicationszeichen auf alle Prim-

zahlen g, das zweite auf alle Primzahlen f. und ±y ist di'r jedesmalige Index
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von /. Was das Zeichen ^ betrift't, so bedeutet dasselbe, dass man in der

quadratischen Form, vor welcher es steht, den unbestimmten Zahlen x und y
alle Systeme positiver oder negativer Werthe von solcher Beschaffenheit bei-

legen muss, dass der entsprechende Werth der Form ungerade und nicht durch

p theilbar wird. Setzt man zur Abkürzung:

277 ^- = G

und bezeichnet die rechte Seite der Gleichung mit Z,, nimmt dann die Loga-

rithmen von beiden Seiten und entwickelt jeden der Logarithmen, welche/ ent-

halten, nach der Itekannten Formel:

so erhält man

:

— ilog(l— 2ccos«-t-2^) = ^co.sa-t-^cos2«-

„ cos^vco , ^ cos2^yto ,, ^2
j^ Hi.2 ~ !-•• = — ilogG+^logL,.

Diese allgemeine Gleichung enthält, wie die frühere, ^.4-1 besondere

Gleichungen, welche den verschiedenen Werthen (2) von t entsprechen. Addirt

man diese besonderen Gleichungen, nachdem man sie der Reihe nach mit:

1, 2cos/)cu, 2cos2/(ci), . . ., 2cosA;(u)

multiplicirt hat, und nimmt man für /t eine der Zahlen 1, 2, . . ., A, so kommt:

(.3) ^-:^-\-\2\^+--- = -^(logL„+2co.s<.(wlogL,H h2cos>l/.(ajlogL/),

wo die erste Summation auf alle Primzahlen auszudehnen ist, deren Lidex ±^«*

ist, die zweite auf diejenigen, deren doppelt genommener Lidex congruent ±fj,

(mod. li) ist, u. s. w. Für ,a = erhält man durch dasselbe Verfahren:

(4) :s\+ ^l\;+ -- = -ilogG+^(logL,+21ogL,H h21ogLO,

wo die Summation sich resp. über alle Primzahlen erstreckt, deren Lidices, resp.

mit 1, 2, ... multiplicirt. durch A theilbar werden.

Die Gleichungen (3) und (4) gelten, wie diejenigen, aus welchen sie ab-

geleitet sind, für jeden Werth von s, welcher grösser als 1 ist. Setzt man daher:

s = \^Q,
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WO p positiv angenommen ist. so kann man die Veränderliche p unendlich klein

werden lassen. Untersucht man nun die unter dem Logarithmenzeichen vor-

kommenden Ausdrücke in dieser Voranssetzung, so findet man durch sehr ein-

lache Betrachtungen, die jedoch hier nicht ausgeführt werden können, dass i„

unendlich wird, dass hingegen L,, wenn t nicht den Werth hat, sich einer

endlichen, von der Null verschiedenen Grenze nähert, und dass dieselbe Eigen-

schaft dem Producte G zukommt. Aus diesem Resultate folgt sogleich, dass

die zweite und also auch die erste Seite jeder von den Gleichungen (3) und

(4) für ein unendlich kleines q unendlich gross wird, imd dann ferner, wie in

der früheren Abhandlung, dass die Summe:

aus unendlich vielen Gliedern besteht, oder, was dasselbe ist, dass jede der

Formen (1) eine unendliche Anzahl von Primzahlen enthält.
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UNTERSUCHUNGEN
ÜBER DIE THEORIE DER COMPLEXEN ZAHLEN.

[Auszug aus einer in der Akademie der AVissenschaften am 27. Jlai 1841 geleseneu Abhandluug.]

Da sich diese Untersuchungen, sowohl hinsichthch der darin befolgten

Methode als durch ihre Resultate, an frühere Arbeiten des Verfassers an-

schliessen, so wird es zur leichteren Verständlichkeit der hier zu gebenden An-

deutungen z\Yeckmässig sein, wenn wir diesen eine kurze Erwähnung einiger der

früher behandelten Fragen vorausschicken.

In einer Abhandlung, welche unter denen der Akademie für das Jahr 1837

gedruckt ist*), hat man sich die Aufgabe gestellt, den längst bekannten und oft

als Lemma benutzten Satz, nach welchem jede arithmetische Reihe, deren ei-stes

Glied und deren Differenz keinen gemeinschaftlichen Factor haben, eine unend-

liche Anzahl von Primzahlen enthält, in aller Strenge zu beweisen. Der dort

entwickelte Beweis bietet das Merkwürdige dar, dass er ungeachtet der rein

arithmetischen Natur des zu begründenden Satzes wesentlich auf der Betrachtung-

stetig veränderlicher Grössen beruht, indem derselbe von der Bildung unend-

licher Reihen ausgeht, die wie die schon von Euler in der Introd. in Amd. inf.

behandelten durch Multiplication einer unendlichen Anzahl von Factoren ent-

stehen. Diese neuen Reihen unterscheiden sich jedoch darin von den EuLER'schen,

dass in die Factoren, von denen jeder ein Glied der Reihe der Primzahlen ent-

hält, noch Potenzen von Wurzeln der Einheit eingehen, deren Exponenten mit den

sogenannten Indices der Primzahlen zusammenfallen, wenn diese mit allen übrigen

auf ein System primitiver Wm-zeln bezogen wird. Sobald man den eben ange-

deuteten Weg betreten hat. scheint sich der Beweis mit der grössten Leichtigkeit

*) S. 313 dieser Ausgabe von G. Lejeune Dirichlefs Werken. K.

G. Lejeuue Diriclilet's Werke. 64



506 ÜBER IiIE TOEORIE DER CO.MPLEXEN ZAULEN.

und, so zu sagen, ganz von selbst zu gestalten; allein bei autinerksanier Betrach-

tung bemerkt man eine Schwierigkeit, ohne deren Beseitigung das Verfahren ganz

illusorisch werden oder doch nur auf besondere Fälle anwendbar sein würde.

Diese Schwierigkeit besteht in der für den Erfol"" unerlässlichen Nachweisuno-,

dass die Summen gewisser Reihen, deren Convergenz leicht einzusehen ist, von

der Null verschieden sind, und hat nicht etwa, wie man es zunächst vermuthen

sollte, ihren Grund in der Unmöglichkeit die Summation auszuführen. Diese

Operation ist vielmehr in allen Fällen leicht zu bewerkstelligen: allein der end-

liche Ausdruck, welchen man dadurch erhält, gewährt keine Erleichterung für

die geforderte Nachweisung, und es ist im Allgemeinen eben so schwer aus der

Summe in endlicher Form zu erkennen, dass sie von Null verschieden ist, als

dies bei der ursprünglichen Reihe der Fall war.

Nach mancherlei fruchtlosen Versuchen war es zwar gelungen, die er-

wähnte Schwierigkeit vollständig zu überwinden ; doch waren die Betrachtungen,

zu welchen man seine Zuflucht zu nehmen genöthigt war, so complicirt und

indu-ect, dass sie nur wenig befriedigen konnten und die Auffindung eines kür-

zei'en und der Natur der Sache mehr entsprechenden Verfahrens sehr wünschens-

wex'th machen mussten. Wiederholte auf diesen Gegenstand gerichtete Bemü-

hungen hatten denn auch endlich den beabsichtigten Erfolg und führten zu

dem unerwarteten Resultate, dass die erwähnten Reihen mit einer Aufgabe zu-

sammenhängen, dei'en Lösung in einem der wichtigsten Theile der Zahlenlehre

eine längst gefühlte Lücke ausfüllt. Die Theorie, von welcher wir reden, ist die

der quadratischen Formen, welche zuerst von Lagrange begründet, später durch

Legendre und besonders durch Gauss zu einem hohen Grade der Ausbildung

gelangt ist. Bekanntlich sind die Eigenschaften solcher Formen hauptsächlich

von einer durch ihre Coefficienten bestimmten ganzen Zahl, welche die Deter-

minante der Form heisst, abhängig, und Lagrange hat gezeigt, dass jeder

Determinante, sie sei positiv oder negativ, nur eine endliche Anzahl wesentlich

verschiedener Formen entspricht, so wie derselbe grosse Geometer auch das

Verfahren angegeben hat, nach welchem sich für jede numerisch gegebene

Determinante diese wesentlich verschiedenen Formen darstellen lassen. Die

Frage nach dem allgemeinen Zusammenhange zwischen der Anzahl der Formen

und der Determinante wird jedoch durch die Kenntniss dieses nur in bestimmten

Fällen auszuführenden Verfahrens nicht erledigt, und diese Frage ist es nun,

welche in den oben erwrihntcu Untersuch uniron ihre Lösung erhält.
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Von den daraus hervorgehenden Resultaten, welche im CRELLE'schen

Journal (Bd. XIX u. XXI)*) ausführlich entwickelt worden sind, ist für unseren

Zweck nur zu erwähnen, dass die Abhängigkeit der Anzahl der Formen von

der Determinante sich in einer ganz vei'schiedenen Weise darstellt, je nachdem

die Determinante negativ oder positiv ist. Im ersteren Falle ist diese Abhän-

gigkeit rein ai-ithmetischer Natur, während der Ausdruck für die Anzahl der

Formen im zweiten Falle gewisse Verbindungen der Coefficienten der Hülfs-

gleichungen enthält, welche bei der Kreistheilung vorkommen.

Was nun die neueli Untersuchungen betrifft, deren ersten Theil die der

Akademie vorgelegte Abhandlung enthält, so haben diese den Zweck, die eben

angeführten Resultate auf die Theorie der complexen Zahlen auszudehnen. Den

Gedanken, complexe ganze Zahlen, d. h. Ausdrücke von der Form t-hu]/— 1, in

die höhere Arithmetik einzuführen, verdankt man dem berühmten Verfasser der

Disq. (trithm., welcher auf diese Erweiterung durch seine Untersuchungen über

die Theorie der biquadratischen Reste geführt worden ist, deren Fundamental-

theoreme nur dann in ihrer höchsten Einfachheit und ganzen Schönheit er-

scheinen, wenn man sie auf complexe Primzahlen bezieht. Die Wichtigkeit des

so erweiterten Begriffs der ganzen Zahl ist jedoch nicht auf die eben erwähnte

Anwendung beschränkt; es wird vielmehr durch dessen Einführung den Unter-

suchungen der höheren Arithmetik ein neues Gebiet aufgeschlossen, auf -welchem

fast jede Eigenschaft reeller Zahlen ihr Analogon findet, welches nicht selten

der ersteren hinsichtlich der Einfachheit und Eleganz gleichkommt oder sie gar

übertrifft. So gilt z. B. der angeführte Satz über die arithmetische Reihe auch

noch für complexe Zahlen, d.h. der Ausdruck an-hf) enthält unendlich viele

complexe Primzahlen, wenn man darin « und b als gegebene complexe Zahlen

ohne gemeinschaftlichen Factor, n dagegen als eine unbestimmte complexe Zahl

betrachtet. Der Beweis bleibt dem für reelle Zahlen sehr ähnlich, und diese

Ähnlichkeit erstreckt sich auch auf den hier gleichfalls vorkommenden Umstand,

dass man zu zeigen hat, dass gewisse convergirende Reihen Summen haben, welche

von Null verschieden sind. Die Analogie machte es im höchsten Grade wahr-

scheinlich, dass zwischen diesen Reihen und der Anzahl der quadratischen Formen

für die entsprechende complexe Determinante ein ähnlicher Zusammenhang statt-

finden müsse, wie er früher für reelle Determinanten nachgewiesen worden war.

•) S. 4n dieser Ausgabe von O. Lejeune Dirichlefs Werken. K.

64^
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Doch war dieser Znsaminenhang in der Theorie der complexen Zahlen weit

schwerer aufzufinden, nicht nur wegen der gi-össeren Comphcation des Gegen-

standes, sondern hauptsächheh deshalb, weil die Theorie der quadratischen

Formen auf dem Gebiete der complexen Zahlen noch ganz unausgebildet war

und es also erforderlich wurde, die bekannten Sätze der Theorie der quadra-

tischen Formen, im gewöhnlichen Sinne des Wortes, der Reihe nach durchzu-

gehen, um zu erkennen, mit welchen Modificationen sie für complexe Zahlen gelten.

Nach dieser vorläufigen Untersuchung gelangt man in der That dahin,

den vermutheten Zusammenhang nachzuweisen, und es bleibt alsdann nur noch

übrig, die erwähnten Reihen zu summiren. um den Ausdruck zu erhalten, welcher

die Anzahl der Formen für eine complexe Determinante als Function dieser

Determinante bestimmt. Als schliessliches Resultat der Untersuchung stellt sich

heraus, dass die Abhängigkeit der Anzahl der Formen von der Determinante

deijenigen ganz ähnlich ist, welche in dem zweiten der oben angeführten Fälle

stattfindet, nur mit dem Unterschiede, dass die Rolle, welche dort die Hülfs-

gleichungen fiir die Kreistheihmg spielen, hier von den Gleichungen übernommen

wird, welche sich auf die Theilung der Lemniscate oder, was dasselbe ist, auf

die Theilung der elliptischen Functionen beziehen, welche dem Modul V'i ent-

sprechen.

Merkwürdiger noch als dieses allgemeine Resultat ist ein besonderer Fall,

wo die Anzahl der Formen unabhängig von der Theilung der Lemniscate be-

stimmt werden kann. Es ist dies der Fall einer reellen Determinante D\ für

eine solche ist nämlich, wenn man sie in der Theorie der complexen Zahlen be-

trachtet, die Anzahl der Formen ein Product von drei Factoren, von welchen

der erste eine einfache algebraische Function der Determinante darstellt, während

der zweite und dritte mit den Zahlen zusammenfallen, welche in der gewöhn-

lichen Theorie der quadratischen Formen bezeichnen, wie viel Formen für die

Determinanten -\-D und —D stattfinden. Dieses Resultat enthält, wenn wir

uns nicht sehr täuschen, einen der schönsten Sätze der Theorie der complexen

Zahlen und muss um so mehr überraschen, als in der Theorie der reellen Zahlen

zwischen den Formen, welche zwei entgegengesetzten Determinanten entsprechen,

gar kein Zusammenhang zu bestehen scheint.
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Gegenwärtige Abhandlung bildet einen Theil einer grösseren Arbeit,

Avelche den Zweck hat, mehrere der Theorie der reellen ganzen Zahlen ange-

hörige, früher von mir gelöste Fragen auf das Gebiet der complexen Zahlen zu

verpflanzen und vermittelst derselben Methode, von welcher in den erwähnten

Untersuchungen Gebrauch gemacht worden ist, zu behandeln. Zu dieser Er-

weiterung hat mich nicht nur die Aussicht auf die neuen Resultate, welche sich

von derselben erwarten Hessen, sondern auch und mehr noch der Wunsch be-

stimmt, auf solche Weise jene frühere Behandlungsweise einer Prüfung zu unter-

werfen und klar zu iibersehen. ob der Erfolg derselben einer wirklichen Ü^ber-

einstimnnmg der Methode mit der wahren Natur der gelösten Fi-agen oder, wie

es bei mathematischen Untersuchungen nicht selten der Fall ist, mehr zufälligen

Umständen zuzuschreiben sei. Diese Probe nun hat die Methode mit Glück

bestanden, indem es nur geringer, sich ganz von selbst aus der veränderten

Beschaffenheit des Gegenstandes ergebender Modificationen bedurfte, um sie auf

die analogen, der Theorie der complexen Zahlen angehörigen Fragen anwend-

bar zu machen.

Der bei weitem grössere Theil der neuen Untersuchungen, deren Zweck

ich im Vorhergehenden bezeichnet habe, bezieht sich auf die Lehre von den

quadratischen Formen und wird nächstens an einem anderen Orte erscheinen.*)

In der gegenwärtigen Abhandlung beschäftige ich mich ausschliesslich mit dem

Beweise des Satzes, dass der Ausdruck kt-\-l, in welchem t eine unbestimmte

complexe ganze Zahl und k. l gegebene solche Zahlen ohne gemeinschaftlichen

Factor bezeichnen, immer unendlich viele Primzahlen enthält. Dieser Beweis

•) S. ÖH3 dieser Ausgabe
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setzt, wie der früher gegebene des analogen Satzes für reelle Zahlen, ausser

den Fundamentaltheoremen über die complexen Zahlen gewisse Eigenschaften

der quadratischen Formen voraus, weshalb ich mich, um unnütze Wiederho-

lungen zu vermeiden, auf die eben erwähnten Untersuchungen berufen werde*).

§•!

Obgleich, wie schon bemerkt worden, die Elementareigenschaften der

complexen Zahlen als bekannt vorausgesetzt werden, so wird es doch zweck-

mässig sein, einige dieser Eigenschaften, welche für das Folgende von beson-

derer Wichtigkeit sind, hier ganz kurz anzugeben.

Wir setzen, wie gewöhnlich, V— 1 = « und nennen complexe ganze Zahl

jeden Ausdruck f-hgi, in welchem / und g reelle ganze Zahlen bedeuten. Die

der complexen Zahl f-^gi entsprechende positive Zahl f'-hg' wird ihre Norm

genannt und mit ^"(f-i-gi) bezeichnet werden. Vier complexe Zahlen:

/+//•'', —ff+fh —./—//», (/—/'^

welche so von einander abhängen, dass irgend drei derselben aus der vierten ent-

stehen, wenn man diese mit — 1, ±^ multiplicirt, sollen zusammengehörig heissen.

In Bezug auf einen gegebenen complexen Modul m lässt sich immer eine

Zahlenreihe bilden, welche die doppelte Eigenschaft besitzt, dass sich unter ihren

Gliedern eines und nur eines befindet, welches mit einer beliebigen Zahl nach

dem Modul m congruent ist.

Die Anzahl der Glieder eines solchen Systems incongruenter Zahlen ist

N(7n). Auch lässt sich allgemein bestimmen, wie viel Glieder es in einem sol-

chen Systeme giebt, die mit m keinen gemeinschaftlichen Factor haben.

Setzt man nämlich:

(1) 7/1 = i" a"!)' c^ ....

wo fl, b, c, . . . Prinizaliien bedeuten, von denen keine der anderen gleich ist

*) Diese Untersuchungen sind, seit gegenwärtige Ablianilluug der Aliademie voigelegt worden ist,

unter dem Titel „Recherches sur les formes tjuadratigues ä coe/ßcients et a ind^termin€es cowplexes^ im Crelle-

schen Journal Band XXIV bekannt gemacht worden. ') Ausser dem im Titel angegebenen Gegenstande ent-

hält die eben angeführte Abhandlung eine kurze Darstellung der Elemente der Theorie der complexen Zahlen,

wobei ich mich jedoch auf die Sätze beschränkt habe, die zum Verständniss jener Abhandlung erforderlich

waren. Eine vollständigere Darstellung dieser Elemente findet man in der zweiten Abhandlung über die

biquadratischen Reste von Gauss, in welcher dieser grosse Geometer den Begriff der complexen Zahl zuerst

in die Wissenschaft eingeführt hat, und auf welche ich den Leser verweise.

') S. bXi dieser Ausgabe von (;. Lojeuiic Diriclilcl's Werken. K.
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noch mit ihr zusammengehört, und setzt fernei-:

.V(«) = A. A'(/>) = B. .V(0 = C, . . .,

so wird die verlangte Anzahl </'("') durch die Gleichuns;:

ip(m) = (A—l)A''-K(B—l)B''~K(C—l)Cy~\..
o-eoeben.

Sind:

(2) /(, ,'(', /(", . . .

die Glieder, deren Anzahl so eben bestimmt wurde, und bezeichnet / eine Zahl,

die mit m keinen gemeinschaftlichen Factor hat. so beweist man leicht, dass

die Zahlen:

lii, In', Ifx", . . .

,

weim man von ihrer Ordnung absieht, mit den Zahlen (2) nach dem Modul

m congruent sind, und hieraus erschliesst man, wie in dem bekannten Beweise

des FERMAx'schen Satzes für reelle Zahlen, die Congruenz:

(3)
/'^'"^ = 1 (mod. m).

Wie man in der gewöhnlichen Zahlentheorie die positiven Zahlen als die

urspi-ünglichen und die negativen als durch Multiplication mit dem Factor —

1

aus diesen entstanden zu betrachten pflegt, so gewährt es fiü- manche auf com-

plexe Zahlen bezügliche Betrachtungen eine wesentliche Erleichterung, wenn

man unter je vier zusammengehörigen Zahlen eine nach einem festen Princip

gewählte als die ursprüngliche oder primäre und die übrigen als die Pro-

ducte dieser in — 1, ±i ansieht. Das Bedürfniss einer solchen Unterschei-

dung ist besonders bei der Betrachtung ungerader Zahlen fühlbar, und man hat

bei der zu treffenden Wahl darauf zu sehen, dass, wie das Product von po-

sitiven Factoren selbst wieder positiv ist, so auch hier aus der Multiplication

primärer Factoren wieder eine primäre Zahl hervorgehe. Wie leicht zu sehen,

findet sich in jeder Gruppe zusammengehöriger ungerader Zahlen inuner eine und

nur eine Zahl f-^fji, für welche /und (j resp. die Form 4,a-|-l und 2,a haben,

so wie auch nur eine, für welche /— 1 und g entweder beide in der Form 4/<

oder beide in der Form 4,^+ 2 enthalten sind, und man überzeugt sich ohne

Schwierigkeit, dass der eben ausgesprochenen Bedingung Genüge geschieht,

welche dieser Zahlen man auch allgemein, d. h. für alle Gruppen zusammen-

gehöriger Zahlen, als die primäre betrachte. In der oben citirten Abhandlung

haben wir die erste Definition gewählt: doch bleibt alles dort Gesagte wörtlich

G. Lejeune Dirichlefs Werke. Gö



514 VBER DIE THEORIE DER COJIPLEXEN ZAHLEN.

richtig, wenn die zweite Definition zu Grande gelegt wird. Diese letztere ist

für unseren gegenwärtigen Zweck vorzuziehen: wir werden deshalb in dieser

Abhandlung diejenigen ungeraden Zahlen /h-(/2 als primär betrachten, für welche

/— 1 und (] gleichzeitig die Form 4,u oder gleichzeitig die Form 4/t-t-2 haben,

und bemerken nur noch zur leichteren Anwendung dieser Definition, dass die-

selbe offenbar darauf hinauskommt, in jeder Gruppe zusammengehöriger unge-

rader Zahlen diejenige als primär zu bezeichnen, welche nach dem Modul 2-f-2j

der positiven Einheit congruent ist.

Unter dieser Voraussetzung hat man für jede ungerade primäre Zahl m:

(4) m = a"'b''c^

wo a. b. c, ... von einander verschiedene primäre Primzahlen bedeuten, welche

so wie ihre Exponenten dui-ch in vollständig bestinnnt sind.

§ 2.

Ehe wir an die Behandlung; der Frao-e oehen können, welche den eigent-

liehen Gegenstand dieser Abhandlung bildet, sind einige Eigenschaften der Po-

tenzreste für complexe Moduln abzuleiten.

Sind /,' und / zwei complexe Zahlen ohne gemeinschaftlichen Factor,

und ist (' der kleinste von Null verschiedene Exponent, für den Z*^ =^ 1 (mod. A:)

ist, so sagt man, / gehöre für den Modul k zum Exponenten e. Es ist leicht

sich zu überzeugen, dass alsdann:

1, /, f. .... r'

nach dem Modul /r incongruent sind, so wie auch dass, weim man die Reihe

weiter fortsetzt, dieselben Reste periodisch wiederkehren, so dass also nur die-

jenigen Potenzen, deren Exponenten Vielfache von e sind, der Einheit congruent

werden. Da:

/"^''- = 1 (mod. /)

ist, so wird also v inuner ein Theilcr von i/'(/i) sein. Jn dem speciellen Falle,

wo e= i//(^') ist, bilden die Potenzen:

1, /, f, . . .,
/v-w-i

ein System, wie wir es im vorigen Paragraphen betrachtet haben, d. h. wel-

ches ein Glied, aber auch nur eines enthält, welches mit einer beliebigen Zahl,

die mit /.• keinen gemeinschaftliclien Factor hat. nach dem ^bj(kd k congruent



ÜBER DIE THEORIE PER COMPLEXEN ZARLEX. 515

ist, und / heisst dann eine primitive Wurzel von k. Kennt man den Exponenten

e, zu welchem / gehört, so kann man leicht denjenigen bestimmen, zu dem

irgend eine Potenz /' von / gehöi't. Man sieht ohne Schwierigkeit, dass dieser

Exponent gleich ^ ist, wenn (>' den gi-össten gemeinschaftlichen (positiven)

Theiler von s und e bezeichnet.

I. Wir betrachten zuerst den Fall, wo der Modul eine Potenz {ci.-\-hiy

einer ungeraden zweigliedrigen Primzahl a-\-bi ist, so dass also:

N(a-\-bi) = a'+ b"- = p

eine reelle Primzahl 4,«-t-l ist. Für diesen Fall ist es leicht, die Existenz

einer primitiven Wurzel zu zeigen. Ist die reelle Zahl a eine primitive Wurzel

für den Modul p' , so wird sie es auch in Bezug auf den Modul ((i-\-hiy sein.

Da nämlich nach der ausgesprochenen Voraussetzung:

nach dem Modul p' incongruent sind, so haben sie dieselbe Eigenschaft für den

Modul (a-hhiy. und andererseits ist:

(/'((«+Ä/y) = 0^-i>'-^-

Hat man eine solche primitive Wurzel a gewählt, so soll der Exponent:

an<<(p-iyp'-\

für welchen:

a"" ^ n (mod.(rt4-/^/)'')

ist, der Index der beliebigen nicht durch a-hbi theilbaren Zahl ?i heissen. Es

folgt unmittelbar aus- dieser Definition, dass man den Index eines Productes er-

hält, wenn man von der Summe der Indices der Factoren das grösste darin ent-

haltene Vielfache von (p— l)i>^~^ abzieht.

Die Zahl a ist immer quadratischer Nichtrest von a-\-hi, da sonst jedes

n quadratischer Rest von a-hbi sein müsste. Hieraus folgt sogleich, dass a„

gerade oder ungerade sein wird, je nachdem n quadratischer Rest oder Nicht-

rest von a-\-bi ist. Man hat daher, wenn man sich des in der oben citirten

Abhandltuio; eingeführten Zeichens bedient:

(5) [^] = (-1)'"-
-Jrbi

65*
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II. Der jetzt zu behandelnde Fall ist der eines Moduls von der Form

r". wo r eine eingliedrige Primzahl bezeichnet. Da wir r reell und positiv

voraussetzen können, so ist / eine Primzahl 4i<-|-3.

Zu dieser Untersuchung ist die Congruenz:

(j,^~ry-~- = b''"''''+ezb"'''''''r"~' (mod. r")

erforderlich, welche schon hi den Disq. arith. (art. 86) benutzt worden ist. Es

ist zwar dort angenommen worden, dass h und - reell sind, aber derselbe Be-

weis ist auch auf den Fall anwendbar, wo b und j complexe Zahlen sind. Die

im Exponenten vorkommenden Zahlen e und </ > 2 sind, wie sich von selbst

versteht, positiv.

Für den Modul r' existirt keine primitive Wurzel, ausser wenn ;j
^ l ist;

denn es ist mit Hülfe der obigen Congruenz leicht einzusehen, dass der höchste

Exponent, zu welchem eine Zahl für diesen Modul gehören kann, (r — l)?'-'"'

ist. während:

ist. Dass es aber zum Exponenten (r— l)r''~' gehörende Zahlen giebt. kann

man, wie folgt, zeigen. Da die aufgestellte Behauptung für r/ ^ 1 schon erwiesen

ist (Theor. res. hiq. auct. C. F. Gauss art. 53), so sei b eine für den Modul r

zum Exponenten ?•-'— 1 gehörige Zahl, d.h. eine primitive Wurzel von;*. Unter

dieser Voraussetzung wird:

(h+zry-1

nur dann durch r theilbar sein, wenn e ein Vielfaches von r'— 1 ist. Es folgt

hieraus, dass der Exponent, zu dem b-h:r für den Modul r' gehört, durch

?'"— 1 theilbar sein muss. Da aber andererseits auch:

(6_l_-,.)['-=-')'-"~' = 1 (mod. r')

ist, wie aus obiger Congruenz sogleich folgt, wenn man:

(6 -t-c
/)''"' = l-{-ur

setzt, so sieht man, dass der erwähnte Exponent ein Thciler von (; — l)r''~'

sem muss. Man wird daher eine zum Exponenten (/-^— l)?--'"* gehörige Zahl

b-hzr finden können, wenn sich z so wählen lässt, dass nicht:

(;,+2,.y'-i)'-''~^ = 1 (mod. r")

ist. Es ist aber nach obigem Lemma:
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Berücksichtiot man mm. dass:

ist. wo B eine ganze Zahl bedeutet, und setzt zur Abkürzung:

(,.2_i)r-'5^'''-' = c,

so ist klar, dass die geforderte Bedingung erfüllt sein wird, sobald man z so

wählt, dass die Congruenz Cz-\-B^Q (mod. r) nicht stattfindet: und dies kann

immer geschehen, da C kein Vielfaches von r ist.

Es liesse sich das eben erhaltene Eesultat leicht vervollständigen und

allgemein bestimmen, wie viel verschiedene, d. h. incongruente Zahlen zum Ex-

ponenten (?-' — !)?-'"' oder i'iberhaupt zu irgend einem Divisor desselben o-e-

hören. Ist er" ein solcher, wo e in r— 1 aufgeht, und v^^g— 1, so wird die

fragliche Anzahl durch den Ausdruck <p(e)'^(j"') gegeben, worin (fie) die An-

zahl der Zahlen bezeichnet, welche in der Reihe 0, 1, 2, . . ., e— 1 keinen ge-

meinschaftlichen Factor mit e haben. Da aber die Kenntniss dieser Anzahl zu

unserem Zwecke nicht ei-forderlich ist, so wollen wii- uns bei deren Bestim-

mung nicht aufhalten. Das Einzige, was für das Folgende nöthig ist, betrifft

die Form der zum Exponenten r-''^' gehörigen Zahlen, welche sehr leicht aus-

zumitteln ist. Wenn c zu dem genannten Exponenten gehört, so dass also

C''"^— 1 durch r" und folglich auch durch r theilbar ist, so wird r^~^ ein Viel-

faches von dem Exponenten sein, zu dem c für den Modul r gehört. Da der

letztere Exponent aber auch andererseits ein Theiler von r-— 1 sein muss, so

hat derselbe den Werth 1, d. h. c ist von der Foi-m 1+ irr, und es bleibt nur

noch zu untersuchen, welcher Bedingung z unterworfen sein muss, damit l+ jr

für den IModul r" wirklich zum Exponenten r='~' gehöre. Zu diesem Zwecke

bemerke man, dass, da nach dem obigen Lemma:

(l+3r)'-'->-l

offenbar durch /'' theilbar ist. der Exponent, zu dem \-\-zr gehört, in r'"'

aufgehen und also kein anderer als r^"' selbst sein wird, wenn z so beschaffen

ist, dass die Congruenz:

(H_,,.y^--' = 1 (,nod. r")

nicht stattfindet. Giebt man dieser mit Hülfe des Lemmas die Form:

j,.»-! = (mod. »•»),

so sieht man, dass die nöthige und ausreichende Bedingung, damit c zum Ex-
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ponenten r'~' gehöre, darin besteht, dass c in dem Ausdrufk l+ cr enthalten

und z kein Vielfaches von r sei.

Dies vorausgesetzt, wird es uns leicht sein nachzuweisen, dass, wenn b

eine o-egebene zum Exponenten (r-— !)?•""' gehörige Zahl ist. immer eine zweite

zum Exponenten r'~' gehörige Zahl c^ \-\-zr von solcher Beschaffenheit ge-

funden werden kann, dass die Congruenz:

b* = c''' (raod. r%

worin />' und ;' resp. in den fieiheu:

0, 1, 2, . . ., O--^— 1)
;•"-!— 1; 0. L . . ., r^'-i—

1

enthaltene Zahlen bedeuten, nicht anders bestehen kann, als wenn man gleich-

zeitio" /?^0. j' = hat. Wir bemerken zunächst, dass. da offenbar von den

beiden Gleichungen ß = 0, ;' = die eine die andere zur Folge hat, wir nur

zu zeigen haben, dass c so gewählt werden kann, dass die Congruenz nicht be-

stehen kann, wenn ß und / beide von Null verschieden sind. Es ist ferner

leicht einzusehen, dass die Möglichkeit der Congruenz die Theilbarkeit von ß
durch ?•"— 1 voraussetzt. Setzen wir daher:

p' = O'-— l)p''. b'"^' = !+ /;•.

wo k eine gegebene, nicht durch r theill)are Zahl bedeutet, so wird unsere

Congruenz

:

{\+lyf = (1+2^'' (mod- '•').

und es ist nur noch übrig z so einzurichten, dass dieselbe nicht bestehen kann,

wenn ß' und / beide in der Reihe 1, 2. ..., r"~'— 1 gewählt werden. Da

I+ /tr und 1+ ^?- zum Exponenten r'~' und folglich (l+ Är)''' und (\-\-zry

zu den Exponenten r^'^'-'- und r'"'"'' gehören, wo r^ und r" die höchsten in

ß' und / aufgelu'ndi'u Potenzen von r bedeuten, so erfordert unsere Congruenz.

dass man / = u lialie. und wird, wetm man ß' = r''
ß" und / = r' y setzt:

(1+/,'/-)'''
'' = (1+c/-)'

''
(mod. ;•").

Da ^.^^— 2 ist, und diese letztere Congruenz. für ^<C'/— 2 als richtig voraus-

gesetzt, auch noch für ^ =
(J
— 2 bestehen wird, so haben wir l)loss zu zeigen,

dass für ein gehörig gewähltes z die Congruenz:

{\+ krf'"~^' = (l+2r)'"'''' (mod. r")

niclit stattfinden kann. Nach dem obigen l>emnia ist diese ganz ülcichliedeu-
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teiid mit:

{y'z—ß"k)r^-' = (mod. r"),

oder was dasselbe ist, mit:

y'z ^ ß"k (mod. r).

Jetzt bemei'ke man, dass. da die nicht dm-ch r theilbaren Zahlen /' und ß"

reell sind, man immer eine reelle und offenbar nicht durch r theilbare Zahl S

so bestimmen kann, dass ß" ^ y'ö' (mod. r) wird, wodni-ch die letzte Con-

gruenz in:

2 ^ kä (mod. ?•)

übergeht. Da d' und also auch k^ nur ?•— 1 nach dem Modul r incongruente

Werthe annehmen kann, während für z, welches nur die Bedingimg zu erfüllen

hat. nicht durch / theilbar zu sein, r— 1 verschiedene Werthe gewählt werden

können, su sieht man, dass es r'-— 1— (r— 1) = r(r— 1) incongruente Werthe

^on : von solcher Beschaffenheit giebt, dass die letzte Congruenz unmöglich

wird, w. z. b. w.

Das eben erhaltene Kesultat. nach welchem für die auf die angegebene

Weise bestimmten und zu den Exponenten (/'"— 1)/'^~' und ?'^~^ gehörigen Basen

h und c die Congruenz:

fa'' ^ c' (mod. )•''),

in welcher ß und y resp. Glieder der Reihen

:

0, 1, 2. . . ., (/•'— l)y?-i— 1; 0, 1, 2, . . .. r-J~'— l

bedeuten, nur für den Fall ß = y = bestehen kann, lässt sich auf eine etwas

verschiedene Weise aussprechen, und man überzeugt sich ohne Schwierigkeit,

dass nach demselben der Ausdruck:

für alle Verbindungen ß, y, deren Anzahl:

ist, lauter nach dem Modul ?' incongruente Zahlen darstellt, d. h. jeder nicht

durch /' theilbaren Zahl n einmal und nur einmal congruent wird.

Die Werthe ß, y. für welche dies geschieht, sollen die Indices von a

heissen und mit /i„, /„ bezeichnet werden. Offenbar haben congruente Zahlen

dieselben Indices, und man sieht leicht, wie die Indices eines Productes aus denen

der Factoren abzuleiten sind.
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Da c^ 1 (mod. r) ist, so folgt aus:

b''"c'" ^ n (mod. '/••')

sogleich:

b''" ^ 11 (mod. r).

und dann, da b offenbar qiiadratisclier Nichtrest von r ist, dass ß„ gerade oder

ungerade sein wird, je nachdem n quadratischer Eest oder Nichtrest von r ist,

oder mit Anwendung; des schon oben oebrauchten Zeichens:

(6) [^] = (-1)-.

III. Es lileibt uns noch der Fall zu untersuchen, wo der Modul eine

Potenz von \-\-i ist.

Es seien ;; und e zwei positive Zahlen, von denen die letztere als mi-

gerade vorausgesetzt wird, und ausserdem sei t eine beliebige complexe un-

gerade Zahl. Da:

(H-?(l+ 0')" = \-\-et(\-+-i)'+ ---

ist und offenbar alle Glieder auf der rechten Seite, vom di-itten an. durch

(14-/)^+' theilbar sind, so folgt, dass (14-/(14-0')'' die Form l+ t'(l + iy

haben wird, wo t' wieder ungerade ist. Ferner ist, wenn man k^% annimmt:

(1+^(14-0')'-' = \-^tXi+iy+\

wo t' ebenfalls ungerade ist. Wenn man diese l>eiden Resultate mit einander

verbindet, so findet man ohne Schwierigkeit, dass — immer unter der Voraus-

setzung ;f^ 3 — die Gleichung

:

(\+t{i+iyf = i4-f'(i+/)^+--'?

besteht, in welcher t' wie t ungerade ist und p den Exponenten der liöchsten

in d^ aufgehenden Potenz von 2 bezeichnet.

Zu unserem Zwecke reicht es hin, wenn der Exponent der als Modul

zu betraehtenden Potenz von 1 4- ' ungerade und ^7 ist. Es sei daher

der Modul:

(l-hO'+-"',

so dass A^ 2 ist. Setzt man in dem vorher erhaltenen Kesultate ;f = 3 oder

.^ = 4, so sieht man sogleich, dass 14-/(14-0' für den Modul (l-hO'"^"'' ^i^""

Exponenten 2'' gehört. Dies vorausgesetzt, ist es leicht sich zu überzeugen, dass

die beiden zum Exponenten 2'' gehörigen Zahlen 14-/(14-/)' und l4-»(l4-«)*,

in denen / und h ungerade sind, innner die Eigenschaft besitzen, dass die
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Congruenz

:

{l-\-f(l+iyf = {l+«<l+0')' (mod. (l+^7+-'0,

wenn man darin untere)' and e aus der Eeihe 0, 1, 2. ..., 2''— 1 zu nehmende

Zalilen verstellt, nur für den Fall bestehen kann, wo

:

S= e =
ist. In der That, da offenbar jede der Voraussetzungen J' ^ 0, s = die an-

dere zur Folge hat, so haben wir nur noch nachzuweisen, dass unsere Con-

gruenz unmöglich wird, wenn d und * beide von der Null verschieden sind.

Bezeichnet man mit 2" und 2" die höchsten in rf und s resp. aufgehenden

Potenzen von 2, wo p <;/(, G<ih. so werden die beiden Seiten resp. in den

beiden Formen:

enthalten sein, worin /' und u ungerade Zahlen bezeichnen. Setzt man diese

Werthe ein, so kommt:

<'(l+ 0^"^-" = uXl-^riy^^" (mod. (1+0'"^-''),

welche Congruenz offenbar anmöglich ist, da die Exponenten 3-f-2p und 4H-2cr

ungleich und beide kleiner als 3-t-2/i sind.

Setzt man speciell ^^^ 1. » = — 1, so kann also die Congruenz:

(—1+20'' = 5' fmod. (!+/)'+-''')

nur unter der Voraussetzung stattfinden, dass man J" ^ £ ^ habe, oder, was,

wie man sich leicht überzeugt, auf dasselbe hinauskommt, der Ausdruck:

(-l+20'5^

stellt für alle Verbindungen «V. *. deren Anzahl offenbar 2''' beträgt, lauter nach

dem Modul (1 + «')'+-'' incongruente Zahlen dar. x\lle diese Zahlen sind primär,

d.h. congruent 1 (mod. (l+z^), da — 1+ 2/ und 5 selbst diese Eigenschaft

besitzen. Erwägt man nun. dass offenbar für jeden durch (1+/)'^ theilbaren

Modul zwei congruente ungerade Zahlen immer gleichzeitig primär oder nicht

primär sind, und dass folglich unser Ausdruck nur primären Zahlen congruent

werden kann, und bemerkt man ferner, dass für den Modul (1+«')'''"^'', wie

leicht zu sehen ist, nur j</'((l + 0'^"') ^^ 2'* ungerade primäre Zahlen existiren,

die unter einander incongruent sind, so sieht man, dass der obige Ausdruck

G. Lejeune Diriclilet's Werke. 66
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jeder ungeraden primären Zahl n einmal und nur einmal congruent wird. Die

Exponenten S„, 8„, für welche dies geschieht, sollen wieder die Indices von n

heissen, und es leuchtet ein, dass man den ersten oder zweiten Index eines Pi'o-

ductes findet, indem man von der Summe der ersten oder zweiten Indices der

Factoren das grösste darin enthaltene Vielfache von 2'' abzieht.

Die Indices <)'„, f„ besitzen wieder Eigenschaften, welche den am Schlüsse

der beiden vorhergehenden Nummern bemerkten analog sind und sich wie diese

auf die Theorie der quadratischen Reste beziehen. Setzt man:

(-l+20''"5'" = A'+r'/,

wo /' und p' resp. ungerade und gerade sind, so hat man nach dem in der an-

oeführten Abhandlung (§. 8, Gleichung (e) und (/)) Bewiesenen^):

und folglich, da:

ist:

(-1) ^ =(-i/", (-1) ^^ =(-iy".

Wird nun n = ?.-\-vi gesetzt, und bemerkt man. dass wegen:

X-\-Yi ^ X'-'nv'i (mod. 8),

welche letztere Congruenz daraus folgt, dass 8 ein Factor von (1-}-«)^+-'' ist,

X und V resp. von /' und y' um Vielfache von 8 verschieden sind, so sieht

man sogleich, dass in den zuletzt erhaltenen Gleichungen /', v mit /. r ver-

tauscht werden können, und man erhält:

(7) n = ;.+,./, (-1) ^ =(-iy\ (-1) '^ =(-iy".

IV. Wir sind jetzt im Stande, eine beliebige Zahl /; als Modul zu be-

trachten; um jedoch jede, unnütze Weitläufigkeit zu vermeiden, beschränken wir

uns auf den Fall, wo k gerade ist, die höchste darin aufgehende Potenz von

1-1- { einen Exponenten der Form 3-l-2/t hat und h^2 ist. Die Zahl k sei,

') 8.559 dieser Ausgnbo von G. I.fjcuue Diriclilofs Werke
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abgesehen von dem Factor /", das Prodiict der Primzahlpotenzen:

(8) {a+ biY, {a'+b'iY', . . .: ;•', ;-''.
. . .; (l+ i)'^"'-

Die ungeraden und zweigliedrigen Primzahlen a-hbi, a-\-b'i, .... welche zu

grösserer Einfachheit primär vorausgesetzt werden, sind ungleich, und 1\ r . . . .

sind eingliedrige, positive, ebenfalls von einander verschiedene Primzahlen.

Wählt man nun für jeden der Moduln (8) nach den Vorschriften der

drei vorhergehenden Xummern eine oder zwei Basen:

(9) a. a', . . .; b, c, b'. c', . . .; —1-1-2?, 5,

so erhält man für jedes n, welches relative Primzahl zu /.' und zugleich primär

ist. eine Reihe von Indices:

(10) «„, «,',, . . .: /3„, Yn, ß'm y'n, •; ^n, «n,
'

welche das Sijstem der Indices von n heissen soll und völlig bestimmt ist, wenn

die Basen ein für allemal gewählt sind. Dass congruente Zahlen n und n' das-

selbe System der Indices haben, ist klar, und dass auch der umgekehrte Satz

stattfindet, geht daraus hervor, dass bei vorausgesetzter Identität der Systeme

für zwei Zahlen n und n', die Congrueuz n ^ n' für jeden der Moduln (8) und

folglich auch für den Modul k besteht. Berücksichtigt man die Anzahl der

Werthe, die den einzelnen Indices (10) zukommen können, so sieht man so-

gleich, dass die Anzahl der verschiedenen Systeme (10) durch das Product:

(;j— l)/>'-^(//-l)//''-'...X(/--— l)/--''--.0''--l);-'-'''-^...X2-^

d. h. durch j'/'(^') ausgedrückt wird, wie dies auch in der That der Fall sein

muss, da ji/'(^") offenbar mit der Anzahl aller nach dem Modul k incongruenten

Zahlen, welche mit diesem keinen gemeinschaftlichen Factor haben und über-

dies primär sind, zusammenfällt.

Da wir in den folgenden Paragraphen häufig eine Reihe von Zahlen von

der eben angegebenen Beschaffenheit zu betrachten haben werden, d. h. eine

Reihe, die ein und nur ein Glied enthält, welches jeder primären, zu k relativen

Primzahl nach dem Modul k congruent ist, so wollen wir übereinkommen, mit:

(11) /

das allgemeine Glied einer solchen aus | ^'ik') Gliedern bestehenden Zahlenreihe

zu bezeichnen.

66*
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§.3.

Indem wir zu dem in der Einleitung als Gegenstand dieser Abhandlung

bezeichneten Satze tibergehen, nach welchem:

immer unendlich viel Primzahlen enthält, wenn die gegebenen Zahlen h und /

keinen gemeinsamen Theiler haben, bemerken wir zunächst, dass man offenbar,

ohne der Allgemeinheit zu schaden, k als durch 1-J-? theilbar und den Expo-

nenten der höchsten darin aufgehenden Potenz von 1 -h <' als ungerade und

^7 betrachten kann, so dass also k von der in §. 2, IV. vorausgesetzten

Form sein wird. Erwägt man ferner, dass vier zusammengehörige Zahlen immer

zugleich Primzahlen sind oder nicht sind, so leuchtet ein, dass man l als eine

primäre Zahl ansehen kann, und dass daher auch dieser Buchstabe in der ihm

unter (11) gegebenen Bedeutung genommen werden kann.

Dies vorausgesetzt, bilde man unter Beibehaltung aller in §. 2, IV. ge-

brauchten Bezeichnungen, den Basen (9) der Reihe nach entsprechend, die bino-

mischen Gleichungen:

I
y (;^-i>^-' = 1,

(p'(p'--i)v-f'-^ = 1, ....

I
^=" = 1. rf = 1,

und setze ferner zur Abkiirzung:

iin = f "ff "...Xif' "X tp X X^ »2

Das so gebildete Product besitzt mehrere sehr leicht zu beweisende und für das

Folgende wichtige Eigenschaften, welche vor allen Dingen zu betrachten sind.

Denkt man sich zunächst die in Si enthaltenen Wurzeln der Einheit als

constant, so hat man offenbar:

(13) fl„„. = n„ß„.,

und wenn n' ^n (mod. /) angenommen wird:

(13') i2„. = ß„.

Ferner ist, immer untcM- der Voraussetzung, dass man die in ii. enthaltenen

Wuiv.eln der Einheit nicht ändert, und wenn das Zeichen -T sich auf alle unter
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(11) definirten Wertlie von / erstreckt:

(U) ^i2; = 0, oder I.Q, = lip(k),

je nachdem unter den Wurzeln
(f. (f',

.... i//. /. ip', / . .... i9-, v\ wenigstens

eine von der positiven Einheit verschiedene sich befindet oder alle dieser gleich

sind. In der That lässt sich unsere Summe, da allen / alle möglichen Systeme (10)

entsprechen, leicht in Factoren zerlegen, von denen jeder nur eine der oben

genannten Wurzeln enthiUt. Derjenige dieser Factoren. in welchem if vorkommt,

ist ofi'enbar:

und folglich gleich oder gleich (^— l)i''^~\> j^ nachdem
(f

von der positiven

Einheit verschieden oder derselben gleich ist. und da Ähnliches von allen übrigen

gilt, so ist die ausgesprochene Behauptung bewiesen.

Wenn wir uns jetzt, wie überall im Folgenden, des Zeichens S bedienen,

um eine Summation anzudeuten, welche sich über alle Combinationen der Wurzeln

der Gleichungen (12) erstreckt, deren Anzahl offenbar gleich ^i/'(A) ist. so hat

man endhch:

(15) 5ß„ = ii/'(^). oder .Sfi„ = 0,

je nachdem n^\ oder nicht ^ 1 (mod. A) ist.

Das erste Resultat folgt unmittelbar daraus, dass für n ^ 1 alle In-

dices (10) verschwinden. Um sich von der Richtigkeit des zweiten zu über-

zeugen, darf man nur bemerken, dass Si2„ in Factoren zerlegt werden kann,

von denen jeder nur die Wurzeln einer der Gleichungen (12) enthält, und dass

der auf die erste dieser Gleichungen sich beziehende nichts anderes ist als die

Summe der «„'*" Potenzen aller Wurzeln dieser Gleichung. Dieser Factor wird

daher und wegen ci„<Z(p— l)i^'~' immer verschwinden, ausser wenn «„ =
ist. Aus diesem und den ähnlichen Resultaten, welche für die übrigen Factoren

gelten, folgt die zweite der Gleichungen (15) sogleich, wenn man berücksichtigt,

dass, wenn n nicht ^ 1 (mod. k) ist, wenigstens einer der Indices (10) von

Xull verschieden sein wird.

Nach den bisher getroffenen Einleitungen können wir ohne Schwierigkeit

die Gleichung:

(16) n ^- ^2ß„^^^ = L
1 (i\«>
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beweisen. In dieser Gleichung bedeutet s eine beliebige positive, die Einheit

übertreffende Grösse, und was das Multiplicationszeichen TI und das Summations-

zeichen ^ betrifft, so erstreckt sich ersteres über alle primären Primzahlen q,

welche nicht in k aufgehen, während letzteres auf alle primären Zahlen ii aus-

zudehnen ist, die mit /.' keinen gemeinsamen Theiler haben. Die in S2 einge-

henden Wurzeln (p, (f',
... können beliebig gewählt werden, müssen aber in jedem

£i dieselben sein, so dass also unsere allgemeine Gleichung ^t^(^") besondere, den

verschiedenen Wurzelverbindungen entsprechende Gleichungen darstellt.

Um sich von der Richtigkeit der Gleichung (16) zu überzeugen, entwickle

man den allgemeinen Factor auf der ersten Seite mit Berücksichtigung der Glei-

chung (13). Man erhält so:

^—

;

= l-hü.-y^^-tn, ^
. (Nqy '" (NqJ

' (Nqy

Führt man nun die auf der ersten Seite der Gleichung (16) angedeutete Multi-

plication aus und erinnert sich, dass nach (4) jede Zahl n nur auf eine Weise

als ein Product von Potenzen primärer Primzahlen dargestellt werden kann,

so wird die erste Seite unserer Gleichung in die zweite übergehen, w. z. b. w.

Wir müssen jetzt die allgemeine Reihe JL (16). welclie, wie leicht zu sehen,

so lange s> 1 ist, einen endlichen, von der Art der Aufeinanderfolge ihrer

Glieder unabhängigen Werth hat. näher betrachten und namentlich auszumitteln

suchen, wie sich dieser Werth ändert, wenn man. s= 1-f-p setzend, die posi-

tive Variable q unendlich klein werden lässt. Die zu untersuchende Reihe L

zerfällt in ^vC^') Pai'tialreihen, von denen jede alle diejenigen Glieder enthält,

fijr welche n derselben Zahl / (11) nach dem Modul k congruent ist. Irgend

eine solche Partialreihe ist, wenn man von dem allen ihren Gliedern gemein-

samen Factor S2, abstrahirt:

W = 2 ~

wo sich das Zeichen -i" auf alle complexen ganzen Zahlen f bezieht. Nun ist

in der Abhandlung') Recherches sur les fonnes (pu/dnitiqucs a cov/ficients et ä

Ausgabe von G. Lejeiine Dirichlet's Werken.
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indetei'minees complexes (§. 18, II.) gezeigt worden, dass letztere Reihe für ein

71 1 . •

unendlich kleines q dem Ausdruck --<jn\
— gleich wird. Dieses Resultat lässt

sich mit Hülfe der am angeführten Orte entwickelten Betrachtungen vervoll-

ständigen, und man beweist leicht, dass:

ist. wo ^4 eine reelle Constante und F{!o) eine reelle Function von q bezeichnet,

die sich für ein unendlich klein werdendes q einer endlichen Grenze nähei:t.

Hieraus folgt sogleicdi mit Berücksichtigung von (14), dass:

ist, je nachdem die in L enthaltenen Wurzeln der Einheit alle der positiven Ein-

heit gleich sind oder wenigstens eine derselben von dieser verschieden ist. A

nnd .4' sind reelle Constanten und F(jo). */*((>), "^X?) i"<^elle Functionen von q,

die für einen unendlich kleinen Werth der positiven Veränderlichen p sich end-

liehen Grenzen nähern.

Die Reihen L zerfallen nach den vei'schiedenen in ihnen enthaltenen

Wurzelcombinationen in folgende drei Classen. Die erste dieser Classen besteht

aus der einzigen Reihe, in welcher alle Wurzeln der Einheit den Werth 1 haben,

und auf welche sich die erste der Gleichungen (17) bezieht. Die zweite Classe

umfasst alle übrigen Reihen, in denen nur reelle Wurzeln vorkommen. Bemerkt

man nun, dass nur in denjenigen der Gleichungen (12), deren Wurzeln mit

/. X , bezeichnet sind, die Exponenten ungerade sind, so sieht man, dass

zur Darstellung aller Reihen der zweiten Classe die doppelten Zeichen in:

f/==dzl, 9)'= ±1, ...; ip = ±l, t=\, (//' = ±1, /= 1, ...; ^= ±1, r; = ±l

auf jede mögliche Weise combinirt werden müssen, wobei nur die eine aus

allen oberen Zeichen bestehende Verbindung als der ersten Classe entsprechend

ausgeschlossen bleiben muss. Die dritte Classe endlich wird alle Reihen in sich

begreifen, in denen wenigstens eine imaginäre Wurzel der Einheit vorkommt,

und man sieht ohne Schwierigkeit, dass die Reihen dieser Classe immer paar-

weise einander zugeordnet sind, indem, unter der ausgesprochenen Voraus-

setzung, die beiden Wurzelcombinationen:

,11 .1111 .11
ff, a , . . . : (/'. y, Ü) , y , . . . : i^, ri und — ) —7' •••> —-' — ' —7' -7-' •••' -77' —
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offenbar von einander verschieden sind. Bei diesen Reihen findet der Über-

sano- von einer derselben zu der ihr ziiireordneten statt, wenn man in der

zweiten Gleichung (17) i mit — /vertauscht, während für die Reihen der zweiten

Classe, für welche die erwähnte Gleichung ebenfalls gilt, die in dieser Gleichung

vorkommenden imaginären Glieder verschwinden.

Wird p unendlich klein, so wächst der Werth der die erste Classe L
constituirenden Reihe über jede positive Grenze hinaus, während die Werthe

aller übrigen sich endlichen Grenzen nähern, wie aus (17) ersichtlich. Dies ist

jödoch zu unserem Zwecke nicht ausreichend, und wir müssen nachweisen, dass

alle diese Grenzen von Null verschieden sind, d. h. dass in der zweiten der

Gleichungen (17) nie gleichzeitig J. ^ 0, J.' = ist. Wir wollen für einen

Augenblick annehmen, dieser Nachweis sei für alle Reihen der zweiten Classe

geführt. Unter dieser Voraussetzung soll im folgenden Paragi-aphen die Rich-

tigkeit derselben Behauptung für die dritte Classe gezeigt und zugleich der am

Anfang des §. 3 aufgestellte Satz abgeleitet werden, so dass uns dann nur noch

übrig bleiben wird, am Schlüsse der Abhandlung die hinsichtlich der Reihen

der zweiten Classe vorausgesetzte Eigenschaft zu lieweisen.

§.5.

Nimmt man von beiden Seiten der Gleichung (16) die NEPER'schen Lo-

garithmen und entwickelt, so kommt:

1

--'^'"-(Ä^>^+- = '°^"'-

wo wir zur Alikürzung nur das allgemeine Glied geschrieben haben, in welchem

für fi successive alle Werthe von ,« = 1 bis ,« = cx^ zu setzen sind, und wo

sich das Summenzeichen auf alle q erstreckt.

Es sei nun /irgend eine bestimmte der unter (11) detinirten Zahlen, und

man setze //' ^ 1 (mod. /i). wo /', wie /. primär und Primzahl zu k ist. Mul-

tiplicirt man unsere Gleichung mit il,. und sununirt nach allen Wurzelverbin-

dungen, so erhält man:

Nun ist, nach (15):

-Sfi,,,„ = 0,
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ausser wenn Z'^" e^ 1 oder, was dasselbe ist, ausser wenn 5" = / (mod. k) ist,

für welchen Fall:

ist. Die Gleichung wird daher:

wo sich das Zeichen ^ im ersten, zweiten. . . . Gliede resp. auf die Primzahlen

q erstreckt, deren erste, zweite, . . . Potenzen congruent / (mod. k) sind. Setzt

man speciell /^ 1, so ist:

/' = 1 (mod. /•). Sir = 1:

und das allgemeine Resultat geht über in:

^
-i-i~'7-.r\.^. '+-- = -4^-Sl02L.(Nqy+e ^- (Nqy+^e "^ — ip(/c)

Wir betrachten jetzt die Summe .SlogL für den Fall, wo <) unendlich

klein wird. Was zunächst die den Reihen der zweiten Classe entsprechenden

Glieder betrifft, so werden sich diese sämmtlich endlichen Grenzen nähern, wo-

gegen das der ersten Classe entsprechende Glied einen unendlich grossen posi-

tiven Werth annimmt, indem dasselbe nach (17) in die Form:

'4{)MM^'^''')
gebracht werden kann, wo der erste Theil unendlich wird, während der zweite

sich einer endlichen Grenze nähert. Wäre nun der endliche Grenzwerth einer

Reihe der dritten Classe der Null gleich, d. h. wäre in (17) A = 0, ^4' = 0,

so würde sich aus der Vereinigung der zwei Glieder, welche in unserer Summe
dieser und der ihr zugeordneten Reihe entsprechen, der Ausdruck:

Mi) log(*(e)-4-*'(g)-)

ergeben, nach dessen Verbindung mit dem eben betrachteten die Summe
das Glied:

M^
darbieten würde, welches einen unendlich grossen negativen Werth annimmt

G. Lejeune Diriehlet's Werke. 67
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und nicht etwa rlurcli log (^ ((>)'-+ <?>'((>)-) aufgehoben werden kann, indem dieser

letztere Logarithmus sich entweder einer endlichen Grenze nähert oder seihst

einen unendlich grossen negativen Werth erhält. Dies widei'spricht unserer

obigen Gleichung, deren linke Seite nur positive Glieder enthält, und der hier

hervortretende Widerspruch würde offenbar noch verstärkt werden, wenn man

die Grenzwerthe für mehr als ein Paar zugeordneter Reihen der dritten Classe

als verschwindend betrachten wollte. Es ist somit, unter Vorbehalt des noch

zu leistenden Nachweises für die Reihen der zweiten Classe, bewiesen, dass

logL sich immer einer endlichen Grenze nähert, den einzigen Fall ausgenommen,

wenn L die Reihe der ersten Classe bezeichnet, da für diesen Fall unser Loga-

rithmus über jede positive noch so grosse Zahl hinaus wächst.

Kehren wir jetzt zur allgemeinen Gleichung (18) zurück, so sehen wir,

dass die rechte und also auch die linke Seite derselben für ein unendlich klein

werdendes q unendlich wird. Nun bleibt aber die Sunmie aller auf der linken

Seite vorkommenden Reihen, von der zweiten ab. endlich, da. wie leicht zu sehen:
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?•, ?•', .... denen In dieser Wurzelconibination eine der negativen Einheit oleiche

Wurzel ip, if\ .... (/'. )//. . . . entspricht, und bezeichnet das Product dieser

Primzahlen mit Q, so wie das aller übrigen mit V (wobei es sich von i^elbst

versteht, dass. wenn in einer dieser Gruppen keine Primzahl vorkommen sollte

man für Q oder V die Einheit zu wählen hat), so wird der im allgemeinen

(iliede der Reihe enthaltene Ausdruck i2„ nach den untei- (b) und (6) erhal-

tenen Resultaten folgende Gestalt annehmen können:

«. =
[i]

»'".,-

Setzt man ferner, wie oben, n = X-\-i'i, so hat man:

A'+.'-i a+--)^-i

Ist i9- ^ 1. so ist die erste dieser Gleichungen evident; ist dagegen .^^ — 1,

so fällt sie mit einer der unter (7) bewiesenen zusammen, und mit der zweiten

verhält es sich ebenso. Der Grenzwerth irgend einer Reihe der zweiten Classe

ist folglich:

wo Q unendlich klein vorausgesetzt ist, das Zeichen Z sich über alle ungeraden

primären Zahlen Ä-\-vi erstreckt, dje mit k oder, was dasselbe ist, mit QV
keinen Factor gemein haben, und noch zu bemerken ist, dass nicht gleichzeitig

Q=l. S-^\. jj^l sein kann, da unter dieser Voraussetzung die oben be-

trachtete Wurzelconiliiiiation der Reihe L der ersten Classe entsprechen wiirde.

Nun ist aber unsei-e Reihe mit der eben angegebenen Beschränkung immer in

der allgemeinen Reihe enthalten, welche, wie wir in der schon oft citirten Ab-

handlung') gezeigt haben, von einem endlichen Factor abgesehen, die Anzahl der

Classen ausdrückt, in welche sich alle quadratischen Formen für eine beliebige,

keinem Quadrat gleiche. Determinante vertheilen. Vergleicht man die in jeuer

Abhandlung (§. 18. IV. Gleichung (18)) zur Bestimmung dieser Anzahl gefun-

ileue Reihe mit der obigen, so sieht man, dass letztere sich nach den vier

Wurzelverbindungen

:

^=1. », = 1: ^= —1. ,, = 1; ^=1. »; = — 1; ^= —1, r, = —\.

') S. 5.S3 dieser Ausgabe von G. Lejeune Dirichlefs Werken. K.
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welche darin vorkomiuen können, resp. auf die vier Determinanten:

(^F^ iQV\ (14-/) QF-, i(l-ti)QV'
bezieht.

Hieraus folgt die zu beweisende Eiiienschaft soüleich: denn wenn unsere

Reihe sich auf Null reducirte. so würde auch die Anzahl der Classen der qua-

dratischen Formen für die entsprechende Determinante verschwinden, was nicht

möglich ist, indem diese Anzahl immer wenigstens der Einheit gleich ist.

Wir schliessen mit einer die vorher erwähnte Vergleichung erleichternden

Bemerkung, welche darin besteht, dass man in der am angeführten Orte ge-

fundenen Reihe, ohne den Werth derselben zu ändern, die Summation auf die-

jenigen ungeraden, mit der Determinante keinen gemeinschaftlichen Factor dar-

bietenden, primären Zahlen ^.-f-r/ beziehen kann, denen diese Benennung indem

in gegenwärtiger Abhandlung angenonmienen Sinne zukommt. Dies ergiebt sich

unmittelbar daraus, dass für irgend eine Gruppe ungerader zusammengehöriger

Zahlen, die nach der einen Definition als primär zu betrachtende Zahl derjenigen,

welche der anderen Definition entspricht, offenbar gleich oder entgegengesetzt

ist. und dann ferner daraus, dass irgend ein Glied der Reihe ungeändert bleibt,

wenn man darin ^-i-yi mit — /

—

yi vertauscht.
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RECHERCHES
SUR LES FORMES ÜUADRATiaUES

A COEFFICIENTS ET A im)ETERMINEES COMPLEXES.

Premiere partie.

Comine les recherches que nous aurons a exposer dans ce Memoii-e,

presentent, par leur objet et par les resultats auxquels elles conduisent, heaii-

coup d'analogie avec d'autres recherches deja publiees*). il convient, avant d'en

donner une idee generale, de rappeler en peu de mots la question qui a ete

traitee dans le Memoire que nous venons de citer. Le Memoire dont il s'agit,

se rapporte ä la theorie des formes quadratiqjies , theorie qui, preparee par

quelques enonces de Fermat et par les ingenieuses recherches d'EtJLER et de-

finitivement fondee par Lagrange, a re^u plus tard de notables accroissements

par les travaux de Legendre et surtout par ceux de M. Gauss, qui y a con-

sacre la plus grande partie de ses „Disquisitiones arifhmeficae", en sorte qu'elle

constitue aujourd"hui Tune des branches principales de la science des nombres.

On sait que les proprietes d'une teile expi-ession dependent surtout d'un entier

qui est une fonction tres simple de ses coefficients et que, pour cette raison,

on nomme le determinant de la forme quadratique. Quoique le nombre des

formes qui ont un nieme determinant donne quelconque, positif ou negatif, soit

infini, ces formes se reduisent toiijours ä un nombre limite d'expressions di-

stinctes, c'est-k-dire non-transformables les unes dans les autres. Cette pro-

priete, capitale dans la matiere, a ete etablie par Lagrange qui a aussi falt

connaitre les Operations arithmetiques, au moyen desquelles ces formes non-

equivalentes peuvent etre assignees, lorsque le determinant est numeriquement

donne. Mais si ce procede suffisait pour Fobjet auquel son illustre auteur Favait

destine, il ne donnait aucune lumiere sur la liaison generale qui doit exister

*) Recherches sur diverses applicatious ile l'Aualyse infinitesimale ä la Theorie des Nombres.

Tome XIX et XXI du Journal de Grelle').

'} S. 411 dieser Ausgabe von G. LejexiDe Dirichlet's Werken. K.
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entre le deterrainant et le nombre des formes distinctes qiii y repondent. La

loi qui exprime cette dependance et dont ]a connaissance, outre qirelle devait

presenter beaucoup d'interet par elle-meme. etait indispensable pour d'autres re-

cherches, restait donc entierement inconnne. Or tel est precisement l'objet de la

qiiestion qu'on s'est proposee dans le Memoire cite et qiron y a resoliie au

moven d'une analyse dont le principe fondamental consiste a exprimer les pro-

prietes caracteristiques du Systeme des formes non-equivalentes repondant ä un

determinant quelconque, ä Taide d'une equation dont Fun des membi-es ne con-

tient rien qui soit relatif k ces t'onnes, tandis que Tautre se compose de suites

infinies doubles dont le nombre est egal ä celui des formes et dont chacune

presente dans son terme general lune des expressions quadratiques dont il s'agit.

L'equation ainsi formee renfennant une variable assujettie ä la seule condition

de rester superieure ä l'unite, si Ton passe au cas-limite. od cette variable ap-

procbe indefiniment de Tunite, les series doubles tendent toutes vers une limite

commune facile ä assigner. et l'egalite se transforme de maniere ä exprimer

le nombre des formes par une suite intinie d'une loi tres simple et dont la

somme s'obtient aisement avec le secours des formules connues. En effectuant

cette derniere Operation, on reconnait que Texpression du nombre des formes

qui repondent ä uii determinant quelconque. presente deux cas tres distincts

suivant que ce determinant est un nombre negatif ou positif. Dans le premier

de ces cas, l'expression de la loi dont il s'agit a un cai'actere pm-ement arith-

metique, tandis que pour un determinant positif eile est d'une nature plus com-

posee et en quelque sorte mixte, puisque, outre les elements aritlimetiques dont

eile depend, eile en renferme d'autres qui ont leur origine dans certaines equa-

tions auxiliaii'es qui se presentent dans la theorie des equations binomes, et

appai-tiennent par consequent ii l'Algebre. Ce dernier resultat est surtout re-

marqual)]e et offVe un nouvel exemple de ces rapports Caches que letude ap-

profondie de TAnalyse mathematique nous fait decouvrir entre les questions en

apparence les plus disparates.

La Solution dont nous venons de rappeler Fidee fondamentale, n'em-

pruntant de la theorie des formes quadratiiiucs que leurs proprietes les plus

^lementaires et s'aehevant sans difficulte. liirs(|uc ces proprietes ont ete une fois

reconnues et mises en equation. il etait naturel de chercher ä etendre les ap-

plications de ce genre d'analyse et ;i resoudre par son moyen d'autres questions

analogues mais d'un ordre plus eleve. Les questions que Fon doit considerer
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comnie telles. sont assez nombreuses; on peut, dans les recherclies de cette

nature, remplacer les formes quadratiques par des fonctions homogenes d'un

degre plus eleve; sans sortir du second degre, et cVst lä le cas dont nous nous

sommes occupe d'abord et qu* nous traiterons exclusivement dans ce Memoire,

on peut aussi modifier la nature des formes quadratiques et supposer par

exemple que leurs coefficients sont des entiers complexes. On doit k M. Gauss

Tidee de considerer de pareils entiers*), et Ton sait qu'il y a ete conduit par

ses recherches sur les residus biquadratiques, qui lui ont fait reconnaitre que

la theorie de ces residus qui parait tres compliquee tant qu'on la rapporte aux

entiers reels, se presente sous une face bien diflP^rente, lorsqu'on l'envisage sous

ce nouveau point de vue, et se resume alors dans une loi de recipi'ocite d'une

simplicite et d'une elegance extremes et d'ailleurs parfaitement analogue h celle

que Ton connaissait depuis longtemps ponr les residus quadratiques. L'impor-

tance de l'idee si profonde que nous venons de rappeler ne consiste pas seule-

ment ä amener de pareilles siniplifications: eile est d'un usage beaucoup plus

etendu et l'on doit la considerer conuiie ouvrant un nouveau champ aux spe-

culations arithmetiques.

Avant de transporter, dans la theorie des nombres ainsi generalisee, la

question qui avait ete traitee precedemment, il fallait se livrer ä un trav'ail

preliminaire indispensable et ayant pour objet de se rendre compte des modi-

heations que les propositions fondamentales de la theorie des formes quadra-

tiques doivent subir pour etre applicables aux entiers complexes. Ce travail

acheve, on a pu reconnaitre que les principes dont on avait fait usage dans le

Memoire cite, s'appliquent avec le meme succes a la nouvelle question. Seule-

ment, comme cette derniere est d'une nature plus compliquee, les discussions

que la Solution exige, prennent plus d'etendue et l'on trouve par exemple que

pour passer a ce que nous avons nomme plus haut le cas-limite, il faut ici

evahier une integrale definie quadruple, tandis que precedemment on n'avait eu

ä considerer que des integrales doubles, se reduisant d'ailleurs sur-le- champ a

la quadrature de l'ellipse ou de l'hyperbole.

Mais sans entrer ici dans d'autres details sur la marche de la Solution,

nous nous bornerons a dire que le resultat definitif est entierement semblable

ä celui qui repond au second des deux cas que nous avons distingiies plus haut.

*) Theoria residuorum biquartratieorum. Commeiitatio secunda.

G. Lejeune I>iiichlet's Werke. 68
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On recoiinait en eiFet que, pour un determinant complexe, le nombre des formes

se rattache generalement ä la division de la fonction elliptique complete de

premiere espece dont le module est y%, ou ce qui revient au meine, a la di-

vision de la lemniscate en parties egales, le diviseur oa le nombre de ces par-

ties etant un entier complexe.

Outre le resultat dont nous venons d'indiquer la nature, la question

presente deux resultats particuliers tres singuliers et tont-ä-fait inattendus. Ces

resultats sont relatifs aux cas oü le determinant est im entier reel ou le pro-

duit d'un tel entier par V— 1, le nombre des formes pouvant alors etre assigne

Sans le secours des equations qui se rapportent ä la division des fonctions el-

liptiques. Pour ne parier ici que du premier de ces deux cas dont le second

ne differe pas au fond, le resultat consiste en ce que, relativement a un entier

reel D, considere comme le determinant de formes quadratiques ä coefficients

complexes, le nombre des formes distinctes est egal au produit ou au double

produit des deux nombres qui expriment combien il existe de formes pour les

deux determinants opposes D et — D, consideres sous le point de vue ordinaire,

ces deux cas etant d'ailleurs distingues par un criterium tres simple.

Comme les recherches dont nous venons de presenter Tanalyse, exigent

des developpements assez etendus, nous avons du diviser notre travail en deux

parties, dont la premiere que nous publions aujourd'hui, contient, outre les

discussions preliminaires, la Solution de la question principale conduite jusqu'au

point Oll eile se trouve dependre de la sommation d'une serie double. Nous

terminons cette premiere partie par l'examen des deux cas particuliers men-

tiönnes plus haut, et qui peuvent etre traites completement, sans qu"il soit ne-

cessaire d'eflfectuer la double sommation. Dans la seconde partie nous aclie-

verons la Solution generale et nous discuterons en outre quelques questions

accessoires telles que celles qui concernent la distribution des formes quadra-

tiques en genres, et que nous avons dii laisser de cöte dans cette premiere

partie, pour ne pas interrompre la marclie des considerations qui se rapportent

k la question principale.

Quoique les propositions elementaires de la theorie «les entiers complexes

aient dejä ete exposdes par l'illustre geometre que nous avons cite plus haut,

nous avons pense qu'il pourrait etre commode pour le lecteur de trouver dans

une courte introduction celles de ces propositions dont nous aurons ä faire

usage plus tard.
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Definitions et theoremes prelimlnaires.

§• 1-

On appelle nomhre complexe tonte expression de la forme:

i designant la quantite imaginaire V— 1, et « et 6 ayant des valeurs i-eelles quel-

conques. Comme il est souvent necessaire de distinguer le cas oü rune des va-

leurs reelles a Qi h s'evanouit, de celui oii ces valeurs sont l'une et Tautre difFe-

rentes de zero, nous nommerons rexpression precedente monöme ou binome

suivant ces deux cas.

Le nombre reel et toujours positlf:

le seul cas excepte oü ron a ä la tbis (/ = 0. J) = 0. sera dit la norme da

noinbre complexe n-\-bi. Cette norme n"est donc autre chose que ce que Ion

appelle comraunement le carre du modale de Texpression imaginaire a-hbi.

Mais comme ce carre se presentera beaucoup plus souvent dans nos recherches

que le module lui-meme, il convient de lui consacrer une denomination speciale

teile que la precedente deja proposee par M. Gauss, d'aatant plus que l'emploi

du mot modale pourrait donner lieu ä des equivoques.

Nous conviendrons de designer la norme en placjant la caracteristique

xV devant le nombre complexe dont il s'agit, et d'ecrire:

Au moyen de ce signe on aura les equations evidentes et qu'on a souvent

occasion d"employer:

N(kl) = N(k)N(0, .v(-^) = ^.
Dans la theorie des nombres complexes on a k considerer les quatre unites:

1, /, —1, — «,

dont l'une quelconque peat etre designee par r", en supposant p ^ 0, 1, 2, 3.

On appelle nombres complexes associes quatre nombres:

a-\-hi, — 6-t-az, — a— bi, b— ai,

dont chacun produit les trois autres, lorsqu'on le multiplie par i, — 1 et —i.

Ces quatre nombres sont toujours inegaux ä moins qu'on n'ait simultanement

a = 0, b = Q.

68*
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Deux nombres complexes:

a-'rhi. a— bi

sont dits conjugues. Tun se changeant dans Fautre, en rempla^ant i par — i.

De pareils nombres sont toiijours ineganx, excepte lorsque b = 0.

Des nombres associes ont une norme commune et la meme chose a lieu

pour deux nombres conjugues.

Ce qui precede s'applique ä des nombi'es complexes quelconques.

Les nombres complexes u-hhi portent differents noms, suivant la nature

des nombres reels a et b, qu'on en doit considerer comme leurs elements. Un

nombre complexe a-hbi s'appelle entier lorsque a et b sont Tun et Tautre des

entiers, rationnel lorsque a et b sont Tun et Tautre rationnels, et irrationnel

dans tout autre cas. Comme les nombres que nous aurons ä considerer, seront

presque toujours des nombres complexes entiers, nous supprimerons generalement

les adjectifs a moins que cette suppression ne puisse donner lieu ä des equivoques.

Lorsque i-elativement a un entier complexe k on a N^/c) = 1, on peut

en conclure: k = i". On voit encore par requation N(kl') = N(k)N(l), que la

norme d"un entier kl, multiple d"un autre /, est elle-meme un multiple de celle

de ce dernier. II resulte de lä que les diviseurs d"un entier quelconque m ont

toujours des normes inferieures ou tout au plus egales ä celle de m, et que ce

dernier cas ne peut avoir lieu que lorsque le divisenr coi'ncide avec le nombre

dont il s'agit ou avec Fun de ses' trois associes.

SI donc. pour ubreger, on nomme plus grand qu'un autre un nombre

complexe dont la norme surpasse celle de ce dernier, on peut dire que les plus

gi-ands diviseurs d'un entier complexe sont cet entier lui-meme et ses associes.

Un entier complexe a-hbi autre que i", est dit compose lorsqu'il peut

se döcomposer en deux facteurs qui ne sont ni l'un qi l'autre de la forme /'.

Dans le cas contraii-e 11 sappelle premler.

11 est facile de voir que des nombres associes sont toujours simidtane-

ment des nombres premicrs ou simultanement des nombres composes, et qull

en est de mOme pour deux iioiulires conjugues.

§• 2.

Si m et ?/*, designeilt deux entiers complexes quelconques. on ponrra

toujours trouver un entier complexe q tel que Ton ait:

N(m— w?, </) ^ -^ iV(OT| ).
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II siiffit, poiir s'en assurer, de remarquer qu'on a:

N(m-m,q) = N(mJN\^~-qj,

et qiie les deux entiers reels qui entrent dans q, peuvent toujours etre choisis

de maniere a differer de la partie reelle de et du coefficient de i dans
^ TW,

cette meme expression, de quantites reelles dont les valeurs numeriques ne sur-

passent pas le nombre ^. II est facile de fonder lä-dessiis un procede propre

a faire decouvrir le plus grand diviseur commun de deux entiers complexes m
et m^ quelconques. On formera les equations:

m^m^q-i-m.,, m^=m.-.q^-i-m^, • '«/.^ »*/,+i ?;.,

oü les entiers q, q^, ... sont choisis de maniere que Ton ait:

N(m,)^iN(mJ, N(m,)^^N(mJ, . . .,

ce qui aura neoessairement pour effet de conduire ii une derniere equation oü

W;,+2 = 0. Cela fait, il suffit de parcourir les equations precedentes. pour voir

que tout diviseur commun de m et ?/tj divise aussi les entiers m.,, "I3, • • , »h,+i-

Si Ton considere ensuite les memes equations en sens inverse, on voit sur le

champ que reciproquement tout diviseur de m,,_^_^ est aussi diviseur commun

de m et m^, d'oii Ton conclut que le plus grand diviseur commun cherche est

rentier m,,^^ ou Tun de ses associes, et que dans le cas particulier oü m et m,

sont Premiers entre eux, m^^^ sera toujours de la forme i^.

Le procede precedent conduit ä la d^monstration du theoreme suivant:

,.Si, rn et m^ etant premiers entre eux, le produit 7nii est divisible par

mj, n sera necessairement un multiple de TOj."

En effet d'apres ce qui precede, on aura necessairement /;(,,_,_j ^ /°. D"un-

autre cote, comme -tun est suppose divisible par ?/ij. on conclut des equations

precedentes multipliees par », que les produits in^n, m^n, . . ., m,^j^-^n sont egale-

ment des multiples de vh,. conclusions dont la derniere coi'ncide avec le resultat

qu'il s'agit d'etablir.

Le theoreme qne nous venons de demontrer, etant entierement semblable

ä celui qui dans la theorie ordinaire sert de base a toutes les recherches sur

les nombres en tant qu'ils sont divisibles les uns jJar les autres, decomposables

en facteurs simples etc., on en tirera les memes consequences pour la theorie

des nombres complexes.
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En considerant en particalier ?n, comrae uii noinbre premier absolii, on

en conclut qii'un pareil nombre. pour diviser le produit de deux ou d'un plus

<>Tand nombre de facteurs, doit diviser au luoins l'un de ces facteurs. De la

suit encore qu'un entier premier ä plusieurs autres Test aussi ä leur produit,

qu'un entier divisible par plusieurs autres qui n'ont pas de divisem- commun,

pris deux ä deux, Test de meme par le produit de ces derniers, et ainsi de suite.

Le theoreme connu d'apres lequel un nombre reel ne peut se decomposer

que d'une seule maniere en facteurs simples reels, a aussi son analogue dans

la theorie des nombres complexes. Mais de meme que dans le theoreme enonce

on considere tacitement les facteurs simples comme positifs ou du moins pris

chacun avec un signe determine, il faut agir ici d'une maniere analogue. Sup-

posons pour cela que dans chaque groupe de nombres associes. on distingue Tun

d'entre eux, d'ailleurs arbitraireuient choisi, en l'appelant nombre primaire. Dans

cette hvpothese. un entier quelconque m pourra toiijours se mettre sous la forme

:

VI = i'abc...,

a, h, c etant des nombres preniiers priniaires, egaux ou inegaux, et il est facile

de s'assurer que la decomposition preoedente est toujours nnique. En eftet si

l'on suppose encore:

m. = i-'a' b' c'
. . .,

a', b', c etant pareillement des nombres premiers primaires, il faudra necessaire-

ment, ]Jour que ces deux equations s'accordent, que a divise Tun des nombres

«', b', c', .... Or ce,s derniers etant premiers et primaires, a devra coincider

avec Tun d'entre eux, avec a' par exemple. Divisant les deux equations par

ff et continuant de proceder toujours de la meme maniere, Tidentite des deux

decompositions se trouvera etablie. Si, eomme on le fait dans la theorie ordi-

naire, on reunit les facteurs simples egaux sous forme de puissances, on aura

donc d'iuie maniere unique:

711 = i'' a" b''
c''

. . .,

a, b, c, . . . designant des nombres premiers primaires inegaux et les exposants

a, ß, . . . etant tous au moins egaux ä l'unite, c'est-a-dire que les bases et

leurs exposants, de meme que le facteur V', seront completement determines

des que le nombre ?» sera donne.

§• 3.

Avant d aller plus loin, il convient de recliendier les conditions propres

ä faire reconnaitre si un entier complexe est premier ou compose.
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I. Considerons cFabord un nombre binome a-i-bi, et so'it N(_u-\-bi) = p.

Cela pose. il est facile de prouver que a-\-bi est un nombre premier ou non

suivant que sa norme, consideree au point de vue ordinaire, est elle-meme un

nombre premier ou compose. Observons d'abord que, si a-i-bi est compose,

en Sorte qu'on puisse supposer:

a-h'>i = (c-hdiXf+-(/i), N(c-hdi) > 1, ^Xf-+-g>) > 1,

on aura:

N(a-\-bi) = l\(c-\-di) N(f-\-ffi),

c'est-a-dire N(a-\-bi) egal ä un nombre compose. Ce pi'emier point etabli. il

ne reste evideiijment qu'ä prouver que si N(ci-\-bi) = cf-\-W est un nombre com-

pose, a-\-bi sera aussi compose, pour que la proposition se trouve demontree. Soit:

a''-{-b' = mn,

m et n etant deux entiers reels Tun et Tautre differents de l'unite. Si main-

tenant a-\-bi, et par suite aussi r/ — bi. etait suppose premier, Fequation prece-

dente mise sous la forme (a-hbi)(a— bi)^mn, exigerait d'apres le theoreme

demontre a la fin du paragraphe precedent, qne in et n fussent egalement des

nombres premiers, sans quoi le second membre renfermerait plus de facteurs

simples que le premier, et il faudrait de plus que m, abstraction faite d'un facteur

de la forme l", coincidat avec Fun des nombres a-\-bi, a— bi, ce qui est im-

possible, ces derniers etant binömes. tandis que rix est monome.

II. D'apres ce quon vient de prouver, on voit que pour assigner tous

les nombres premiers binömes, tout revient ä decouvrir quels sont, parmi les

nombres premiers reels et positifs, ceux qui peuvent se decomposer en deux

carres. Pour ceux de la forme 471-+-3, une pareille decomposition est im-

possible, la somme de deux carres etant toujours de l'une des formes:

4w, 4?i-|-l, 4?i4-2.

II ne reste donc que les nombres premiers 4n-|-l et le nombre 2.

Soit p un nombre premier 4n-t-l, il sera facile de prouver, qa'il existe

toujours deux groupes de nombres premiers binömes associes ayant^ pour norme

commune. Cela resulte immediatement du theoreme connu, d'apres lequel un

nombre premier 4«+ l est toujours la somme de deux carres, et ne Fest que

d'une seule maniere. Mais nous n'avons pas besoin de ce theoreme, qui peut

etre considere au contraire comme un corollaire de la theorie des nombres

complexes. Nous supposerons seulement qu'on sache que Fentier reel | peut
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toujoLirs etre choisi de maniere h rendre la formule ^'"+ 1 divisible par ^j, comme

cela resulte entrautres du theoreme de Wilson, en vertu duquel on peut poser:

S = 1.2..4(p-l).

Le produit (^-hi)(^s — *^tant ainsi divisible par le nombre p, qui ne divise

evidemment ni \\m ni Tautre de ces deux lacteurs, on en conclut qiie p est im

nombre compose. Seit en consequence:

p ^ (a+biXc-\-di), (r-\-b->l, c--{-d->l,

on aura p- = ((:r-hb')(c--hd'), d'ofi Ton conclut, le nombre reel p^ ne com-

portant que la seule decomposition pXp en facteui's positifs differents de l'unite:

p = a"+ A° = (a-i-bi)(a— bi). ,

oü les deux facteurs evidemment J)inömes a-hbi. a — hi. dont la norme com-

mune est un nombre premier reel, seront premiers.

Remarquons encore que les nombres premiers a-hhi et a— bi sont tou-

jours distincts, c'est-ä-dire qu'ils ne sont ni egaux ni associes. En effet, comme

a. b sont evidemment Fun pair. Tautre impair. la supposition:

rt— hi = i'-'(a-^-bi)

exigerait d'abord i" = ±1, et par suite l'une de celles-ci: <( = 0, b = 0. dont

l'impossibilite est manifeste.

On voit donc qu'il existe toujours deux groupes distincts de uoml)res

premiers binömes ayant pour norme commune un nombre premier positif 4n+ l

quelconque, et Ton peut ajouter qu'il n'en existe que deux, car il resulte du

theoreme dejä cite (jue, si Ton suppose:

(a'-\~b'i)(a'— b'i) = (a-]-bi)(a— bi),

chacun des lacteurs du premier membre est necessairement egal ou associe a

Fun des facteurs du second.

Le nombre 2 qui est egalement decomposable en deux carres, ne donne

Heu qu"ä un seul groupe de nombres premiers binömes, les deux nombres con-

jugues l-hi, 1— ( appartenant pour ce cas an meme groupe.

III. II ne reste qu'ä examiner quels sont les nombres monömes qui

jouent le^role de nombres premiers dans la theorie des entiers complexes.

Comme sous le rapport dont il s'agit, un nombre quelconque se trouve dans la

meme categorie que ses associes, nous n'aurons qu'a considerer des nombres

monömes positifs, et comme,. parmi ces derniers, ceux qui sont coniposes au

point de vuo ordinaire, le sont egalement dans la theorie des entiers complexes,



SITR LES ^ORMES QUADRATIQÜES A COEFFICIENTS ET A INDETERMINEES COMPLEXES. 545

il n'est plus question que des nonibres premiers positifs. Or, les nombres

Premiers 4 h -1-1 et le nombre 2 ayant dejä ete reconnus comme nonibres com-

poses, il ne reste en definitif qii'ä considerer les nombres premiers 4h-i-3, par

rapport auxquels il est facile de s'assurer qu'ils sont ici des nombres premiers,

comme ils le sont au point de vue ordinaire. En eftet, si pour un nombre q

de cette espece on avait:

q = {a+ bi){e+di). N(^a-\-bi)>\, N(c+di)>\,

et par suite 5- = (rt-'-|-//)(c--f-(/"), il faudrait, (f n'etant susceptible que d'une

seule decomposition en facteurs positits diöerents de Tunite, qu'on eüt q = a--\-t/,

ce qui est impossible, comme nous Favons deja remarque.

IV. Les nombres complexes consideres relativement au diviseur 1-f-/

et a sa seconde puissance (l-t-?)- = 2/, forment trois classes, pour la designation

desquelles il est utile dintroduire des denominations speciales.

Un nombre sera dit impair lorsqu'il n'est pas divisible par 1-|-/, semi-

jxn'r lorsqu'il est divisible par l-{-i sans l'etre par (l-l-/)- ou, ce qui i'evient

au meme, par 2, et pair enfin lorsqu'il peut etre divise par 2. II est evident

qu'un entier complexe a-hbi presentera le premier cas lorsque les deux entiers

reels a et b sont Tun pair, l'autre impair, le second lorsque ces deux entiers sont

Tun et l'autre impairs. et enfin le troisieme lorsque a et b sont tous deux pairs.

V. Nous avons deja eu occasion de remarquer qu"il peut eti-e utile de

distinguer Tun des quatre nombres associes qui forment un meme groupe, pour

le considerer en quelque sorte comme le nombre primitif ou primaire de ce

groupe, les trois autres etant censes derives de celui-lä en le multipliant par

— 1, ±i. Le besoin d'une teile distinction reglee sur un principe invariable, se

fera surtout sentir en tant qu'il s'agira de nombres impairs, et nous convien-

drons donc de considerer comme le nombre primaire dans un groupe d'entiers com-

plexes impairs, celui evidemment unique a-hbi pour lequel on a simultanement:

a = 1 (mod. 4), /., = (mod. 2).

11 est facile de conclure de cette definition que le produit de deux et par suite d'un

nombre quelconque d'entiers impairs primaires, est lui-meme un entier primaire.

Cette Convention embrasse dejä tous les nombres premiers, k l'exception

de ceux qui derivent du nombre 2, et qui sont l-f-^, — l-\-i, — 1— /, 1— /.

Quoique, relativement a ces derniers, le cboix d'un nombre primaire soit peu utile,

nous conviendrons pour plus d'uniformite de regarder comme tel le nombre \-i-i.

G. Leieuiie Diiichlet's Werke. 69
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§. 4.

Etant donne un entier complexe quelconque m, on peut toujours concevoir

la Serie complete des entiers complexes, distribiiee en series partielles, deux

entiers etant ranges dans la meine serie ou dans des series distinctes, suivant

que lenr diiference est un multiple de m ou non. Si ensuite on choisit dans

chacune de ces series partielles Tun quelconque des tennes qui la composent,

on aura ce que nous appellerons im Systeme de 7'esidus pour le module donne m.

Un pareil Systeme jouit donc de la double propriete de contenrr un terme et

de nen contenir qu"un, qui soit congru k un entier quelconque suivant le

module auquel il repond. Pour construire un Systeme de residus, tout se reduit

a decouvrir quelque condition qui soit satisfaite par Tun des termes de toute

serie partielle et ne le soit que par ce seul terme, et a assigner ensuite tous

les entiers distincts qui remplissent la condition dont il s'agit. On parviendra,

par exemple, ä une condition de ce genre. si Ton cherche d'abord, x-{-iji

designant le terme general d'une serie partielle donnee, pom- quels termes de

cette derniere y a la plus petite valeur non-negative, et si Ton choisit ensuite,

parmi ces termes en nombre inlini. celui neeessairement unique oü ;r. suppose

pareillement non-negatif, est ä son tour un minimum. Pour decouvrir la nature

d"un pareil terme, soit m ^ a-hbi, et designons par ((-h/ii un entier complexe

arbitrairement choisi. On aura alors pour le terme general de la serie partielle

ä laquelle cet entier appartient:

x-+-yi = (a-i-hi)(t-\-ui')-'ra-\-ßi, x ^ at— bu-{-a, y ^ bt-\-au-\-ß,

Oll t et u designent tous les entiers reels depuis — oo jusqu'a oo. On voit, par

la derniere de ces equations, que les valeurs dont y est susceptible, sont toutes

telles qu'on ait y ^^. ß (mod. A), h designant le plus grand diviseur commun

(positif) de a et h. II resulte de lä que y peut toujours etre egal ä l'un des

entiers 0, 1, 2, .... h — 1, et ne peut etre egal qu'ä l'un d'entre eux. Soit

donc y„ ceUii de ces entiers qui satisfait ä la congruence precedente. Pour que

y obtienne cette valeur particuliere, on aura ä satisfaire a requation:

ht+au = y^—ß,

toujours resoluble et dont la Solution complete, exprimee en t'onction d'une

Solution particuliere ^,„ ?/„, est:

a b
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z designant un entier reel arbitraire. Au moyen de ces expressions, requation

en X deviendra:

, p

oü Ton suppose a'-i-b^ ^ p. Comme il reste Findeterminee z dont nous pou-

vons disposer ä volonte, on voit que la plus petite valeur dont x soit suscep-

tible, est l'une de celles-ci:

0, 1, 2 ^-1,

et il est egalement manifeste que parmi ces dernieres il n'en existe qu'une seule

que X puisse comporter. Ayant ainsi reconnu que dans toute serie partielle il

existe toujoui's un terme unique pour lequel x et y soient respectivement com-

pris dans les suites:

.r = 0, 1. 2, .... 4^—1, w = 0. 1. 2. . . ., h— 1,

on voit que pour obtenir un Systeme de residus pour le module a-hhi, on n'a qua

introduire, dans l'expression x-hyi, les valeurs precedentes combinees entre elles

de toutes les manieres.

II y a un cas particulier qui merite une attention particuliere ; c'est celui

oü a et h sont premiers entre eux. le Systeme ä former se reduisant alors

slmplement a la suite:

0, 1, 2. .... p—1,

de Sorte que pour un module m de cette nature, on peut toujours satisfaii'e

par un entier reel | ii la congruence:

^ ^ k (mod. m),

oü k designe un entier complexe quelconque.

§.5.

Le resultat auquel nous venons de parvenir, donne lieu a plusieurs con-

sequences importantes que nous allons rapidement indiquer.

I. On voit d'abord que le Systeme des residus qui repond ä un module

quelconque m, contient toujours un nombre de termes exprime par:

N(m),

car on a ^-h = p = N(yn).

II. On peut encore assigner separement combien parmi ces termes

il y en a de divisibles par un facteur k de m. II est en etfet facile de

69*
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voir que ces derniers. etant divises par k\ constitiieront un Systeme de residus

poiir le module -r-, en sorte que le nombre quil s'agit d"obtenir, est exprime par:

^t}
III. Connaissant, par ce qui precede, le nombre des termes dont tont

Systeme de residus pour le module m doit se composer, on peut en conclure

que si Ton a ^V(»0 entiers tels que la difFerence de deux quelconques d'entre

eux ne soit pas un multiple de m, on est des lors assure que ces entiers ibr-

ment un Systeme de residus relativement au module m.

Pour faire une application de ce principe, soit /< le terme general d"un

Systeme de residus pour le module m. et designons par n et / deux entiers

determines dont le premier n'ait pas de diviseur commun avec m. Cela pose, je

dis que I'expression »,w-i-/ representera egalement un jjareil Systeme. En efFet,

les valeurs de cette expression etant en nombre convenable, il ne reste plus qu'k

s'assurer que deux quelconques d'entre elles ne sauraient presenter une difFe-

rence multiple de ?/;. Or cela est evident, puisque, u' et ,u" designant deux

des valeurs dont /u est susceptible. la diflference n/u'-hl— («,«"+/) est egale

au produit ?«(,u'

—

/u"), dont le premier facteur n'a pas de divisem' commun avec

m, et dont le second n'est pas un multiple de cet entier.

L'expression ?;,«-!-/ representant un Systeme de residus. on voit que

parmi les valeurs que u comporte, il y a toujours une valeur unique teile que

cette expression soit divisible par m. ou en d'autres termes, que la congruence:

nd--\-i ^ (mod. »?),

lorsque 7i n'a pas de diviseur commun avec m. est toujours possible, et cjue sa

Solution generale est de la forme:

d- ^ d-^ (mod. m).

Xq designant une soluticm particuliere, de sorte que cette congruence a une ra-

cine unique, en considerant ä Tordinaire comme ne constituant qu'une seule i"a-

cine, toutes les valeurs qui ditt'erent les unes des autres de multiples du mo-

dule. La congruence en question etant equivalente a requation:

nx-\-my-\-l = 0,

on voit encore que la Solution generale de celle-ci est donnee par les formules:

X = .Cy+JMS, y = y^
— 7iz,

Xa, 3/0 designant une Solution particuliere quelconque, et z etant un entier com-
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plexe arbitraire. Quant ä la resolution effective de cette equation ou de la

congruence equivalente, eile peut s'effectuer au moyen de ralgorithme employe

plus haut pour decouvrir le plus grand diviseur couimun de deux entiers com-

plexes; inais comme nous n'aurons pas h en faire usage, nous ne nous arrete-

rons pas sur cette resolution, d'ailleurs entierement semblable ä celle qui con-

cerne les entiers reels.

IV. Soient maintenant a, b, c, ... des entiers complexes en nonibre

quelconque et premiers entre eux. Construisons des systemes de residus pour

chaain de ces entiers ainsi que pour leur produit m = abc..., et designons par

((, ß, y, ... et ^ les termes generaux de ces systemes. Cela pose. si relative-

ment k chacun des entiers /u. nous determinons les nombres «. ß. y. ... qui

en different respectivement d'un multiple de a, b, c, ..., h tout entier ,u se

trouvera correspondre une combinaison unique de la forme a, ß. y, .... Prou-

vons reciproquement que toute combinaison de cette espece provient toujours

de Fun des entiers fi, et ne saurait provenir que de Fun d'entre eux. Cette

derniere assertion est facile k justifier: en etfet si la meme combinaison repon-

dait ä deax entiers ju distincts, leur difFerence serait divisible par a, b, c, . . .

et par suite aussi par m, ce qui est contraire a la nature du Systeme dont ju

designe le terme general. Ayant ainsi reconnu que les combinaisons qui pro-

viennent des entiers /u, sont toutes differentes entre elles, il suffit de remarquer

que le nombre de toutes les combinaisons possibles est ^videmment:

N(a)N(b)N(c) ... = A(m),

c'est-ä-dire egal ä celui des entiers /u. pour que la proposition enoncee se

trouve etablie.

V. II est facile de voir que si ,m est premier ä m. les entiers cor-

respondants cc, ß, y, ... seront tovs respectivement premiers ä a, b, c, . . . et

i'eciproquement. Si donc, relativeraent a un entier quelconque /, on designe

par ip(_l) le nombre de ceux des termes formant un Systeme de residus pour

le module / qui n'ont pas de diviseur commun avec ce dernier, on aura pour

un module m decompose en facteurs a, b. c, ... premiers entre eux:

xp(jn) = tp(a)ip(b)ip(c)....

VI. Nous pouvons, au moyen de la remai-que qui vient d'etre faite,

determiner la fonction i/»(7?x) pour un module w quelconque. Soit d'abord

m = a", a designant un nombre premier et Fexposant cc etant au moins egal
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ä l'unite. Pour ce cas on obtiendra evidemment le nombre de ceux des termes

formant le Systeme des residus pour le module m qui sont premiers ä m, si du

nombre total des termes du Systeme on retranche le nombre de ses termes di-

visibles par a. Ces nombres etant le premier egal ä N(^a'^) et le second egal

a iV(ff"~') (voyez plus haut I. et IL), on obtiendra pour la difFerence chei'chee:

A'(a")— A'(a"~') = (A— l)A''-\

en supposant .4 = N(a).

Apres cela il est facile de voir que relativement k un nombre quelconque:

m = i^a''b^c'>' . . .,

a, b, c, ... etant des nombres premiers primaires inegaux et les exposants cc,

ß. y, ... etant tous differents de zero, on aura:

ip(m) = (A—1)Ä'-\(B—1)B^-\(C—1)C'"\..,

en posant pour abreger:

A'(«) = A, AXb) = B, N(r) = C, . . .,

et Ton doit aj outer que, lorsque m est de la forme i^. la fonction ip(ni) se

reduit ä Funite positive.

Theorie des residus quadratiques.

§.6.

Etant donnes deux entiers complexes quelconques k et m, le premier

est dit residu ou non-rcsidii qitadnitiqiie par rapport au second, suivant que la

congruence:
x^ ^ k (mod. ?«),

dont linconnue x est aussi consideree comme complexe, est ou n'est pas possible.

Pour proceder du simple au compose, dans la recherche des conditions

propres ä distinguer Tun de l'autre ces deux cas, nous considerons en premier

lieu m comme un nombre premier impair*) non-diviseur de k qui reste quel-

conque. Soit:

(M) /*,, ^(„ /ij, ...

le Systeme des residus relatif au module m, ä l'exclusion de celui des termes

*) Le cas oii le module se reduit ä la forme i", ne donne lieu ä aucune question, uu eutier quel-

conque etant toujours residu quadratique d'un tel module. II est neanmoins bon d'observer que les for-

mules qu'on va etablir, lorsqu'on y suppose m de cette forme, ne donnent rien d'inexact, pour etre dispense

dans les recherches generales d'avoir egard a ce cas singulier.
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de ce Systeme qui est un multiple de m. Cela etant, la congruence:

l-ix ^ k (mod. m),

oü ,u designe Tun quelconque des entiers du Systeme (-M), sera toujours satis-

faite par une valeur unique x comprise dans la suite {M). Distinguons main-

tenant les deux cas difFerents que la relation de k ä m peut presenter, et

supposons d'abord que k soit non-residu quadratique relativement a m. Dans

cette hypothese. x sera toujours diffei'ent de ^u, d'oü il suit que les entiers (il/)

peuvent etre distribues en gi-oupes compos^s chacun de deux termes dont le pro-

duit soit congru ä k (mod. m). Or, le nombre de ees groupes etant evi-

demment ^{p— 1), oü Ton suppose p = N(jii). on aura en multipliant:

^h^hliz • • ^ Ä-^^^~'' (mod. m).

Dans la seconde hypothese qui est celle de k residu quadratique par rapport

ä m. la distribution en groupes peut encore s'effectuer sur la suite {M), apres

en avoir retranche les termes ,u tels que fr ^ k (mod. ni). Mais comme les

termes qui satisfont ä cette derniere conditlon, evidemment toujours au nombre

de deux, et tels que Tun est congru ä Tautre pris avec le signe moins, donnent

un produit congi'u ä — k (mod. ni), on voit qu'en multipliant ce produit par

tous les autres termes ranges en groupes, il viendra:

fiij.i2f.ii--- = — k^^^~^' (mod. wi).

Comme le produit fi-^fi^fi.^ ... est independant de l'entier k, nous pouvons le

determiner en attribuant ä k une valeur particuliere. Si Ton suppose ä cet

effet A' = 1, ce qui se rapporte evidemment au second cas, on trouve le resultat:

fijfinft^ • • ^ — 1 (mod. m),

qui est analogue au theoi'eme connu de Wilson et au moyen duquel les con-

gruences precedentes, reunies en une seule, prennent cette forme plus simple:

^i(i>-i) = _ti (mod. w),

oü il faut prendre le signe superieur ou le signe inferieur, suivant que k est

ou n'est pas residu quadratique relativement ä m.

Nous conviendrons de designer desormais par — le nombre rt 1 qui

entre dans la congruence precedente, de sorte qu'on aura:

ki'P-^) = [Aj (mod. 7«).

Le Symbole -^ est analogue a celui que LEGf:NDRE a introduit, et dont

Tusage est aujourdliui generalement adopte: mais il importe de ne pas confondre
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ces deux genres de notations dont la seconde, restreinte aux entiers reels,

n'exprime pas toujours la meme valeur que celle que nous venons de proposer

d^signe pour ce cas particulier. C'est ce qu'on voit par exemple, en supposant

k = '2, 7n ^ 3, puisqu'on a alors:

m-. (D—
Cette circonstance n'a d'ailleurs rlen qui puisse etonner. une congruence teile que

x^^ 2 (mod. 3), qui n'est pas possible tant que rinconnue est supposee reelle,

pouvant admettre des Solutions, lorsque cette inconnue est consideree comme sus-

ceptible de valeurs imaginaires.

Relativement ä la notation que nous Venons d'adopter, on a les deux

equations evidentes:

^ '
L »' J L »« J ' L m ] \_ m ] L m i

' ' '

L m J

'

oü Ton suppose k ^^ l (mod./»). et oü k, k'. k", ... sont des entiers quel-

conques non-divisibles par m.

Nous allons maintenant faire voir que la question de savoir si /: est ou

n'est pas residu quadratique par rapport ä ?h. peut toujours se ramener ä une

question analogue, mais qui ne porte que sur des entiers reels: eu d'autres

termes, nous demontrerons qu'une expression teile que — est toujours re-

ductible a une autre de la forme I 1

.

Avant de montrer comment cette reduction peut etre effectuee, nous

remarquerons que, Texpression — - restant evidenmient invariable lorsque le

nombre m est remplace par Tun de ses associes, il sera permis de supposer

desornuiis m = a-^bi, a et b etant respectivement impair et pair. Cela pose,

nous traiterons successivement le cas oü 6 = et celui oü b est diflerent de zero.

1. Dans le premier de ces deux cas, on a m = a, a designant, ab-

straction faite du signe, un nombre premier reel 4?<H-3. Posons de plus

k == a-\-ßi. Pour obtenir la valeur de \' ^^"^^ ^^ reduit ä voir si la

congruence:

(1) j-^ = a-hßi (mod. a)

est ou nest pas possible. Si Ton y suppose x = (p-^\pi, cette congruence se

decomposera en ces deux congruences simultanees equivalentes qui ne contiennent
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qiie des entiers reels:

(2) ff''
— ip' ^ a, "lifip ^ ß (mod. a).

Ces dernieres etant elevees au carre et ajoutees donnent:

((f'-\-ip-y = a^-hß'' (mod. rt),

ou ce qui revient au nieme, cr-^ß- n'etant pas divisible par a:

de Sorte que la possibilite de la congruence (1) suppose la condition (3). Je

dis reciproquement que si cette derniere est satisfaite, la possibilite de la con-

gruence (1), ou ce qui revient au meme, Celle des deux congruences simulta-

nees (2) s'ensuit. Considerons d'abord le cas oü a ^ (mod. a) et dans lequel

la condition (3) a evidemment Jieu. On voit qu'on satisfait alors ;i la pre-

miere des congruences (2), en posant ip = ±<f. ce qui change la seconde en

celle-ci:
2(fi- ^±ß (mod. a). evidemment possible si le signe est convenablement

choisi. Reste ä considerer le cas oü a n'est pas divisible par a. En vertu de

la condition (3) supposee satisfaite, il existera un entier reel s tel qu'on ait

s- ^:l er -\- ß- , et par suite (s-+ ß)(s— ß) ^ a- (mod. a). Or, « n'etant pas

divisible par a, on conclut de cette derniere congruence:

et nous observerons qu'on peut toujours faire en sorte que le signe superieur

ait lieu. En eftet la congruence en s, d'oü nous sommes parti, ne contenant

que le carre s' , nous pouvons, lorsque le signe inferieur a lieu, remplacer s

par — s, ce qui changei-a les expressions ( ^j, ( 2_| respectivement en

— i-—^1, — ( ~\- On voit donc que, si .; est convenablement choisi, on a:

s-ß
(^) 1.

Cela suppose, on pourra trouver deux entiers reels t et u tels qu'on ait:

t' ^ s-\-ß, u' ^ s

—

ß (mod. a),

et par suite:

(tu)' ^s^—ß'^a\ tu^±a (mod. a),

le signe ambigu dependant du choix de f et n. Ajoutons que, les entiers t et

u pouvant etre pairs ou impairs ä volonte, il sera toujours possible de les

G. Lejeune Dirichlefs Werke. 70
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choisir de meme espece, c'est-a-dire tous les deax pairs ou tous les deux im-

pairs. Cela tait. il est facile de voir qu'on satisfera aiix congruences (2) au

nioyen de ces expressions entieres:

oü nous supposons que les signes soient choisis conformement a celiii qui a Heu

dans la congruence tu ^ dza. C'est ce dont on s'assure sans difficulte, en fai-

sant la Substitution et en ayant egard aux conditions auxquelies s, t, u sont

supposes satisfaire.

II resulte de ce qui precede que si Ton a —\ ==1, il s'ensuit

( ^^
)
= !• ^t que la reciproque a egalement lieu. On eonclut de lä et de ce

que chacune des expressions precedentes est toujours de la forme ±1, que quel

que soit l'entier a-\-ßi non-divisible par le nombre premier </. on a toujours:

[^] - (^)-
On peut remarquer que dans le cas particulier oü Tun des entiers «, ß s'eva-

nouit. on a:

r /y —1— fi i \

[^]
II. Considerons maintenant le cas oü la partie iniaginaire de rn^a-hbi

n'est pas nulle. Pour decider dans ce cas si la congruence x- E^a-hßi (mod. »i)

est ou n'est pas possible, nous observerons que d'apres ce qui a ete prouve

plus haut sur les residus d'un module a-hbi, pour lequel a et b sont premiers

entre eux. nous pouvons considerer ,r comnie reel. Cela etant, la congruence

precedente est eqiiivalente a Uequation:

ou ä ces equations siniultanees qui ne contiennent que des entiers reels:

(4) .r'-^

—

a = a(f— bip, — ß^bcf-hai^i.

En les ajoutant. apres les avoir mnltipliees par (t et b, on trouve:

(5) ax'— aa— bß = j^f-

Observons maintenant que ac<-\-bß ne saurait etre divisible par /). En effet. si

cela ^tait, p diviserait aussi .r, ce qui est impossible en vertu de la congruence

x'^a-\-ßi (mod. a-hbt), dont le premier membre est. connne le second, pre-

mier ;i a-hbi et par consequent aussi a. p, x dtant reel. Cela etant, requation (5)
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donne:

(6, (^) = (^5±M).

Je dis maintenant que, cette equation qiii est une conseqiience tres simple de

la congriience X' ^e^ ci-\-ßi (mod. m) etant supposee satisfaite, la possibilite de

]a confiruence ou. ce qiii revient au meme, Celle des equations (4) s'ensiiit. En

eftet, la eondition (6) entraine iininediatement l'equation (5), qui, en y substi-

tnant pour p sa valeur ir-^b'', se change en:

a(.f-— a— ay) = b{ß-\-b(f).

Or, a et h n'ayant pas de diviseur coimnun, il taut qu'on ait /i-{-b(f= — aifi,

if' etant un entier, et par suite x-— a— «y = — 6 t/', equations qui co'fncident

avec Celles dont il s'agit de prouver la possibilite.

L'equation (6) pouvant se mettre sous la forme:

{y)(^) = '^

on voit que chacune des deux equations:

est toujours une consequence necessaire de Fautre. De lä et de ce que les ex-

pressions qui forment leurs premiers membres, sont toujours de la forme ±1,
on conclut:

r a-hßi
1 _ f " \( aa-hbß \

L a-hbi J
~ V^ / 1 p )'

Cette derniere egalite peut prendre une forme plus simple, car on a toujours:

En eff'et. l'equation a'-{-b^=JJ donne sur le champ (-L|-_ i_ gj Pq^, f^\^ ygage

du signe de Legendre etendu, comme l'a propose M. Jacobi, aux nombres

composes'), et par suite ( —)= !• P etant positif et de la forme 4?i+l.

') Les theoremes qui constituent la theorie des residus quadratiques, en taut qu'il s'agit de nombres
reels, etant generalement conuus, nous nous disjienserons d'en rappeler les enonces, lorsque nous aurons k

faire usage de ces theoremes. Quant ä l'usage du signe de Legendre, etendu aux nombres oomposes, qui

est moins connu, on peut sur ce point consulter le compte rendu de l'Academie de Berlin, Oct. 1837, ou le

§. 2 du Memoire dejä cite: .Recherches sur diverses applications de I'Analyse infinitesimale ä la Theorie

des Nombres.'*)

•) S. 4-22 dieser Ausgalie von O. Lejeune Dirichlefs Werken. K.

70*
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Nous avons donc, quel que soit rentier a-hßi non-divisible par le nombre

preniier a-hbi. dans leqiiel b est pair. niais difFerent de zero:

II iuiporte de remarquer que requation (h) est toiit-a-fait distincte de celle

que nous venons d'etablir, et ne se deduit nullement de cette dei-niere, en y

faisant 6^0.

§• 7.

Nous pouvons maintenant nous occuper de la question que Ton doit

reo'arder comme la plus importante parmi celles que la theorie des residus

quadratiques pi'esente. et qui a pour objet, etant donn^ un entier complexe

quelconque k. d'assigner les caracteres propres ä distinguer les nombres premiers

impairs m dont l' est residu quadratique, de cenx auxquels cet entier a la

relation opposee. Gemme d'apres l'equation («), demontree plus haut, la question

proposee, lorsque k est un nombre compose, se reduit sur-le-champ ä des

questions analogues relatives aux facteurs de k, on voit que nous n'aurons ä

considerer que les quatre hypotheses:

k = dzl. /. 1+/, a-\-ßi,

a-hßi etant un nombre premiei- impair que nous pourrions considerer comme

primaire, mais dans lequel nous supposerons simplement que ß, qui peut d'ailleurs

s'evanouir, est pair.

Le premier cas ne donne lieu a aucune question. ±1 etant un carre.

Les trois autres sont resolus par les equations qui suivent et dans lesquelles

le nombre premier impair a-\-hi est pareillement tel que b, qui peut d'ailleurs

se reduire ä zero, soit pair, et oü Ton a pose pour abreger, n^-j-b- = p:

La premiere de ces equations se deduit sans difticulte, soit de la fbrmule

^i{p-i) ^ — (mod. ?n) obtenue plus haut, soit des deux equations (6) et (c),

si; eil suivant cette derniere voie, on suppose successivemeiit b = et b different

de zdro.
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Pour demontrer la seconde des eqiiations (f/), soit d'abord 6 = 0. On
a alors. au nioven de l'equation (/j) et d'im theoreine coiinu:

conforniement a requation qu"!! s'agit d'etablir. Supposons. en second lieu. b

diiferent de zero. L'equation (c) donne alors:

Pour obtenir la valeiir du second meinbre, nous aurons recours ä l'equation

identique 2p = (a -h h)- -h (a — i)-, de laquelle on conclut successivement au

moven de theoremes connus:

te) = (^). (^) = (^)=(-.-_ +6)=-l)

P

ce qui s'accorde egalement avec l'equation que nous nous proposions de verifier.

La demonstration de la troisieme des equations (d), ä laquelle nous

arrivons maintenant et qui exprime une loi de reciprocite entre deux noinbres

Premiers impairs difFerents, c'est-ä-dire ni egaux ni opposes, donne lieu ä distin-

guer trols cas. Le premier de ces cas est celui oü b et ß sont tous les deux

egaux a zero. Dans ce premier cas, la verite de l'equation est evidente, puisque

d'apres la formule (i) on a a la fois:

Considerons, en second Heu. le cas oü Tun des entiers b et ß se reduit ä zero,

et soit ß cet entier evanouissant, ce que la forme symetrique de notre ecjuation

permet evidemment de supposer. On a alors, en vertu des equations (c) et (6)

et d'apres une remarque dejä falte*):

de Sorte que la veriiication h effectuer resulte de l'equation connue:

Passant entin au troisieme cas oü b et ß sont Tun et l'autre ditferents de zero,

on appliquera la formule (c) a chacun des deux membres de l'equation qu'il

•) S. 55S: (-) = ! K.
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s'agit de prouver et qui deviendra ainsi:

/ aa-hbß \ __ f aa-hbß \

eil posant. poiir uii instant, a'- -\- ß- = w. Ponr s'assurer de la verite de cette

derniere equation. il suftit de recourir a lidentite:

{au-\-bß)'-\-(J)a— aßy = ptü.

d'oü resulte successivement, acc-\-bß etant impair:

( P \ _ i
"^ \ ( ca+ bß \ _ ( aa-hhß \

\aa-[-l>ß) \att-hbß)' \ p I \ n; /'
' 'i-

' d.

Nous ne terminerons pas ce paragraphe sans observer qae les equations

(d) sont dues a M. Gauss qui les a donnees sans demonstration . dn moins la

derniere, dans le Memoire cite plus haut. La demonstration que nous venons

de developper. deja indiquee dans une Xote inseree dans le Journal de Grelle^),

est comme on voit, une application tres simple des theoremes (6) et (c), qui

independamment de Tusage que nous en faisons ici, nous seront indispensables

pour la Solution de la question qui fait le principal sujet du present Memoire.

§.8.

Le svmbole \-—
, tel que nous Tavons employe jusqu'ä present. suppose

que m est un nombre premier impair. II arrive souvent qu'on a ä considerer

des produits de la forme:

L m J L "/ J \_>n" J

oü m. m', m" , . . . sont des nombres premiers inipairs non-diviseurs de k, mais

d'ailleurs egaux ou inegaux. Soit il^mm'm"... et convenons de designer

desoruiais le produit [irecedent simplement ])ar:

m.
de Sorte que la valeur de notre synibole ainsi generalise, toujours egale soit ä

-1-1 soit a — 1, n'indiquera plus, suivant ces deux cas, si k est ou n'est pas

residu quadratique par rapport h M. et fera seulement connaitre, si parmi les

facteurs simples egaux ou inegaux de .1/. il y en a un nombre pair ou impair.

') S. 173 dieser AuSisabc von G. Lejeunc Diriciilels Werke
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aiixquels k presente la derniere de ces deux relations. L'extension que nous

venons d'indiquer, entierement semblable ä celle que M. Jacobi a proposee rela-

tiveinent au signe de Legendre et dont nous avoiis dejii, tait un fVequent usage

dans ce qui precede, donne lieu ä plusieurs theoremes analogues ä. ceux qui ont

ete demontres dans le paragraphe precedent et faciles ä deduire de ces derniers.

On a d'abord evideniinent les equations:

(0 LvJ U/J' [m\ U/J[i/J' LiV/A/'J
~ U/Jlil/'J'

qui supposent, ]a premiere, que k. toujours sans dlviseur commun avec Fentier

impair M, est tel qu'on ait A-EE;/(mod. 31), la seconde que k et k' sont premiers

a M, et la troisienie que k est preinier aux entiers impairs M et M'.

Voici niaintenant les equations analogues aux equations (d), ou pour

niieux dire, d'une forme tout identique avec ces dernieres:

^^^lA+ Bi] ^ '^ ' lA+ Bi} ^ ^^ ' IA+Bi\~l a+ ßi \

Dans ces equations A~hBi et a-hßi sont deux entiers complexes impairs quel-

conques premiers entre eux et pour lesquels les coefficients B et />', toujours

consideres comuie pairs, peuvent se reduire ä zero. On a d'ailleurs F= A'-hB'.

La premiere de ces equations coüncidant avec la premiere des equations (o?)

dejä etablies, lorsque A-\-Bi se reduit au nombre premier a-\-bi, on voit que

pour s'assurer qu'elle a generalement Heu, tout se röduit ä faire voir que, si

on la snppose exacte pour un nombre quelconque A->rBi, eile ne cessera pas

de subsister lorsque ce dei-nier vient ä etre remplace par le produit:

{a+ bi){A-^Bi)

que nous designerons par A-\-B'i. Nous avons donc a montrer que la ti-oisieme

des equations:

oü l'on snppose j) = (r-j-b-, F' = A"--\-B"', est une consequence des deux

premieres. II suffit evidemment pour cela de prouver que les deux entiers reels:

sont toujours de meme espece, c'est-ä-dire tous les deux pairs ou tous les deux

impairs. C'est ce qui resulte sur-le-champ de Tequation identique:

i(Pp-l)-i(p-l)-i(P-l) = |(p_i)(^_i)
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dont le second membre est pair et meme divisihle par 4, P et p etant de la

forme 4n-j-l.

Le meme moyen de demonstratio!! peut s'appliqner ä la seconde des

cquations (/), et Ton voit qn'il s'agira ainsi de demontrer que les deux nombres:

l((«+^)=-i)+i((^+ß/-i), uC^'+By-i)

sollt toujours de meme espece. Observons pour cela qu'eii vertu de requatioii

identique:

i((rs)=-l)-i(/-=-l)-i(s=-l) = |0-^-l)(s^-l),

dont le second membre est pair, si ? et ä sont des entiers impairs. le pre-

mier des deux entiers que nous avons a considerer, est de meme espece que

1 j((fl-|-6)(4-t-5))-— 1|. Mais, comme d\in autre cöte deux carres dont les

racines diiferent d'un multiple de 8, diflferent eux-memes d'uii multiple de 16,

ce dernier est ä son tour de meme espece que:

^\{(a+bXA+B)-2Bbr-l\ = ||(.4'+ß')'-ll,

et Fassertion avancee se trouve etablie.

La troisieme des equations (/) est egalement tres faeile ä obtenir. En

efFet, d'apres Thypothese faite sur les entiers A-hBi, a-\-ßi, on peut les

decomposer Fun et Fautre en lacteurs simples ayant leurs parties reelles ini-

paires. Soit n Fun des facteurs de A-\-Bi, et m Fun de ceux de cc-\-ßi, on

pourra, par Femploi repete des deux dernieres des equations (c). remplacer

Fexpression —r—^ par un produit d'expressions de la forme — , oü tout

facteur ?;; doit etre combine avec tout facteur ;;. Si maintenant on remplace

tout Symbole — par celui-ci: — qui lui est equivalent en vertu de la

troisieme des equations {d), et que Fon etfectue la multiplication au moyen des

equations dejk eitles, le premier membre de Fequation qu'il s'agit de verifier, se

trouvera identi(|ue au second.

II i'i'ste ä operer d'une niauiere generale la reductioii qui pour le oas

particulier iFun nonibre premier a-h-bi, peut s'obtenir au moyen des equations

(6) et (c) du paragraplie precedent. Soit A-hBi un entier impair queleonque

(B etant pair et pouvant se reduire ;i zero) et a-\-ßi un second entier, assujetti

ä la condition uiTuiue d\Hiv invinicr ä A-hBi: il s'agira de remplacer Fex-

pression —j—^^ par des expressions analogues iie contenant que des entiers reels. •
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Considerons d'abord le cas oü B s'evanouit, et celui oü A et ß n'ont

pas de divisear commun; nous verrons ensiiite que le cas le plus general se

reduit Immediatement ä ceiix-la. Relativeinent aux deux cas qui viennent d"etre

iudiqiies, on a respectiveinent:

i^ designant poiir abreger, dans la seconde de ces equations, le binöme A--\-B'-.

PoLir demontrer la premiere, observons qu'ou peut y considerer A comme

positif, les deux membres ne changeant pas lorsqu'on y remplace A par — A.

Cela pose, soit:

A ^ 2idJ . . . . ycpp' . . . .,

a, a', .... j), p', ... designant des nombres premiers reels et positifs, les premiers,

a, a', . . ., de la forme 4??+ 3. les seconds, p, p , . . ., de la forme 4»-i-l. D'apres

l'equation
(Jj),

cliacun des premiers donne une equation teile que:

[^] = (^)-
tandis que pour chacun des derniers, p par exemple. qui peut se decomposer

en deux facteurs premiers binomes (a-\-bi){a— fji), oü h est suppose paii-, on

a en vei-tu de l'equation (c):

L p \~[a-{-bi\[a~bi\~\ j> )\ p J'^X p )'

et par suite, puisque — ly ^^ a" (mod. p):m = (y)(~^)-(^)-
Ces deux systemes de relations etant multiplies entre eux, donnent la formule

qu'il s'agissait d'etablir.

Fassons ä la verification de la seconde des equations precedentes (7).

Nous supposerons d'abord ß = 0, cas auquel celui oü ß n'est pas zero,

se ramene lacilement. Comme. par hypothese. A et B n'ont pas de diviseur

commun. on pourra poser:

A^Bi = {a+bi){a' -\-h' i) . . .,

oü les facteurs du second membre designent des nombres premiers binomes,

dans lesquels b, h'. ... sont supposes pairs. L'equation (c) donne relativement

au facteur a-hbi:

la-hbi]
~~

V^ /
~

V p y

'

G. Lejeune Diiichlet's Werke. 71
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en posant pour abreger ir -\-b- ^ p. En faisant le prodiiit de cette equation

et des equations analogiies. il viendra:

L^+i?/J \pp'...) vpj'

Or. lequation qu'il s"agit de prouver se reduisaiit, par la supposition ß ^ 0,

a Celle -ci:

[.T^]-(4")=(4)(f)-

iious iVavons plus qu";i demontrer qii'on a (-W)= 1- Mais, comme .-1 et B

sont premiers entre eux. il resulte de lequation A--hB' = P que A et P sont

pareillement sans diviseur commmi. de sorte que (-j-) = 1, et par suite \-p) = 1-

Reste ä considerer le cas oii /i a uiie valeur differente de zero. On

cherchera alors un entier reel ;? tel qu'on ait:

s^ a-j-ßi (mod. A -\-Bi),

dont l'existence suit de Thypothese admise sur les nombres A et B. Cela fait,

on aura:

lA-^Bi] L.-1-1-5? J

et par suite, en vertu du cas dejä demontre:

Vä-^Bi] \ p )

Dun autre cote, si l'on remplace la congruence precedente par deux equations

etjuivalentes, on reconnait sur-le-cliamp que s satisfait ä la condition:

As^A«+ Bß (mod. P).

Cela etant, cette derniere congruence couduit ä l'equation:

[^) - (^^).
dont la conipai-aison avec celle que nous avons obtenue plus haut, donne un

resultat qui s'accorde avec la seconde des formules (^).

II nous reste enlin a supposer l'entier impair A->rBi tout-ii-fait arbitraire,

si ce n'est que nous considerons toujours B connne pair, ce qui ne nuit en
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rien k la generalite. Soit L le plus grand diviseur coimmin (reel) de li et B,

et posons:

A = A'L. B = B'L. A"-JrB" = P'.

L'expression —^

—

r^ dans laquelle ci-hßin est assujettl qu'k la senle condition

d'etre premier ä A-\-Bi\ se decomposera alors en deux facteurs:

\
a+ßi l r «+/?/ 1

L L J' lA'+B'ii

respectivement de meme forme que les premiers membres des equations (^g), et

Ton aura en consequence:

CO [^±l^] = (^)(^^?^)-

§.9.

Nous terrainerons ce que iious avons k dire sur les residus quadratiques,

en considerant la congruence:

(1) J-'^ l (müd. 7)i),

oü k et m sont des entiers complexes quelconques premiers entre eux, le second

impair. Pour que cette congruence soit possihle, il laut dvidemment qu'elle

puisse subsister par rapport h cbacun des facteurs simples de m. Soient:

/, /": /'",
• • •

les nombres premiers primaires inegaux qui divisent m et soit ,« leiir nombre.

II faudra done qu'on ait:

[}]=• [^]-- m-'
Je dis de plus que. ces conditions ayant lieu, la possibilite de la con-

gruence s'ensLiit et que le nombre de ses racines sera 2", en considerant a

l'ordinaire comme ne constituant qu'une seule racine, les entiers en nombre infini

qui different les uns des autres de multiples du module m. Considerons d'abord

la congruence x- ^ k (mod./''), l'exposant etant un nombre positif quelconque.

Si Ton y satisfait par la supposition de .r = ci, et par suite par Thypothese plus

generale de x^a-htf', t etant un entier arbitraire, il est facile d'en deduire

une Solution pour la congruence de meme forme, mais relative au module

71*
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/''"*"' oü Ton suppose l^Lh. En effet. la Substitution de Texpression de x donnant:

= -^vi \-2at-\-t'/\

OÜ le preinier terme du second membre est par hypothese un entier. on voit

que pour satisfaire a la congruence .t' ^-- k (mod. /''"^'), il reste a faire en sorte

qu'on ait 2cet^ ^— (mod./'), ce qui est toujours possible, « et par suite

2« etant evidemment premier au module. Comme on peut, par ce procede,

s'elever a des exposants de plus en plus grands, en partant de Texposant

Il ^ 1, on voit que la condition de possibillte de la congTuence:

.r' ^ k (mod. /''),

quel que soit h, est celle qui se rapporte k h = 1, consistant en ce que Ton doit

avoir:

Voyons maintenant quel est le nonibre des racines de la congruence prece-

dente. En considerant toujours « comme une de ses racines, on pouri'a lui

donner la forme:

x^— a- ^ (a;H-ß)(j-— «) = (mod./*).

Or. x-hec et x— a ne pouvant etre simultanement divisibles par/, on voit qu'on

ne peut satisfaire a cette derniere qu'en supposant:

x^a ou .r E= — rt (mod. /''),

ce qui ne donne que deux racines, qui seront toujours distinctes, leur difference

2« n'etant pas divisible par /.

Si maintenant l'on observe qu'en posant m = i^f
''/""'

. . ., la congruence (1)

est evidemment equivalente ä ces congruences simultanees:

x'^^k (mod./*), x"^:k (mod. /'*'),
. . .,

dont cliacune, en vertu de ce qui pi'ecede. admet deux racines distinctes de la

forme ±«, on conclura facilement, d'apres la remarque faite plus haut (§. 5, IV.)

que la congruence (1) admet elle-meme 2'' racines distinctes, lorsque les con-

ditions (2), necessab-es pour sa possibilite, sont toutes remplies. II est bon

d'ajouter que dans le cas oü m est de la forme /", et oü il ny a aucune con-

dition k remplir, le nombre des sokitions de la congruence (1) est toujours

exprime par la formale 2", car ou a dans ce cas ,a := 0.
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Theoremes fondamentaux sur les formes quadratiques.

§. 10.

Avant d'entrer dans le sujet indique par le titre, il convient de faire une

remarque necessaire pour que l'exposition qu'on va lire, soit consideree sous son

veritable point de vue. L'objet du present Memoire etant purement theorique,

noiis avons cherche ä resoudre les questions que nous avions ä traiter, par les

considerations qiii, theoriquement parlant, nous ont paru les plus simples, sans

nous attacher a rendre les Solutions propres au calcul numerique. Pour satisfaire

a cette derniere condition. il faudrait entrer dans des developpements assez

etendus. qui ne presenteraient que tres peu d'interet et ne seraient d'ailleurs

d'aucune utilite pour l'objet de pure theorie que nous avons en vue. Limites

comme nous venons de l'indiquer, les elements de la theorie des formes qua-

dratiques a coefficients et ä indeterminees complexes peuvent etre presentes dans

un petit nombre de pages, si aux moyens dejä employes par les illustres geo-

metres qui ont fonde ou perfectionne la theorie analogue relative aux entiers

reels, on ajoute quelques principes nouveaux, qui nous paraissent meriter Fatten-

tion des geometres. Leur extreme fecondite ne sera toutefois mise dans tout

son jour que par des recherclies ulterieures que nous avons entreprises sur les

formes des degres superieurs et que nous aurons ä exposer plus tard.

Toute expression:

(1) ax°-\-2,bj:y-\-cy''.

oü a, b, c sont des entiers complexes determines, et x, y de pareils entiers

indetermines, est ce que nous appellerons une forme quadratique binaire ou

simplement une forme, cette abreviation ne pouvant donner lieu ici ä aucune

ambigui'te. II est essentiel de suivre uu ordre fixe tant par rapport aux in-

determinees X et y ,
qui seront respectivement nommees la premiere et la

seconde, que par rapport aux coefficients a, b, c, dont la designation indi-

quera toujours la place que ces coefficients occupent dans l'expression que nous

venons d'ecrire.

Les proprietes de la forme (1) dependant principalement du nombre D,

donne par lequation D = b-— ac, ce nombre sera dit le determinant de la

forme en question. Dans le cas particulier oü D est un carre, ce qui comprend

la supposition de Z) = 0, la forme se decompose evidemment en deux facteurs
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lineaii'es ä coefficients rationnels, en sorte qiie ses proprietes se dediiiaent faoi-

lement de celles bien connoes des expressions de ce oenre. C'est pourqiioi

nous ferons toujours abstraction de ce cas pai-ticulier. Sons cette vestriction,

les coefficients extremes a et c sont l'un et l'aiitre differents de zero, d'oü il

siiit qae riin d'entre eux, c par exemple, peut se deduire sans indetermination

de l'autre a, du coefficient nioyen h et du determinant T). supposes coniius, au

moyen de la formale:

rt

Si (laus la fornii.' (1) on remplace les indeterminees x et y par de

nouvelles indeterminees x' et y' , liees aux premieres par les equations:

(2) X = ax'-hßy', y = y.r' -[-§y',

oii (c. /)'. y, <)' sont des entiers donnes. (.'He se changera en cette autre:

(o) a' x''-\-2b'xy' ->rc'y'',

Oll Ton a:

(4) a' = aa'-A-'ibaY+CY^ V = aaß-^h{a6^ßy)+cyS, c' = aß''-h2bß6-{-cS\

et Ton dit alors que la nouvelle forme (3) est contemie sous la forme pri-

mitive (1). En substituant les coefficients a' , h\ c de la forme (3) dans Tex-

pression de son determinant D\ il viendra:

(5) D' = {cu'i-ßyyD.

On vüit ainsi qu'uiie forme contemie sous une autre a toujours un determinant

multiple de celui de cette derniere, et que le quotieiit de ees determinants est un

carre, d'oü il suit (|ue, poiir que deux formes puissent se contenir mutuelleraent,

il fallt necessairement que leurs determinants soient ou egaux ou opposes.

Rt'cipi'oquement, si les determinants de deux formes telles que (1) et (3)

sont egaux ou opposes, et qu'en outre la premiere contienne la seconde, je dis

que celle-ci contiendra la premiere. Poiir le prouver, i-emarquons que l'hypo-

these /)' = ±/X comparee ä requation (n), donne celle-ci:

(6) aä—ßy = /•',

les determinants egaux a zero etant toujours exclus. Si maintenant Ton resout

les equations (2) ])ar rapport ä x' et y' , on obtiendra les exjjressions:

/^\ I
^ ß , y , «

(0 X = —r- X ^ »/, u ^ .~ x-\—^y.
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dont les quatre coefficients sont entiers, et qui. etant introduites dans la forme

(3), la feront evidemment coi'ncider avec la forme (1). ce qu"il s'aojissait de

prouver.

Deux formes dont chacune contient l'autre, sont dites equivalentes. Qnoique

la relation miitnelle de deux fonnes, exprimee par cette designation . puisse

subsister aussi bien entre deux formes ä determinants opposes qu'entre deux

formes dont les determinants sont egaux, nous nous bornerons ä considerer le

dernier de ces deux cas. II est en effet facile de voir que ces deux cas ne

sont pas essentiellement differents, puisque, etant donnees deux formes qui

repondent au premier. il suffit evidemment de multiplier les trois coefficients

de l'une d'entre elles respectivement par 1, i. — 1, pour que le groupe des

deux formes rentre dans le second de ces deux cas.

La definition de requivalence ainsi restreinte. donne encore lieu a une

nouvelle subdivision qu"il est essentiel de prendi-e en consideration. Comme on

a D = D. et par suite en vertu de l'equation (5):

(8) ad—(iY = ±i=£,

nous pouvons avöir egard au signe dont l'unite est precedee dans cette equation.

Nous dirons desormais que la Substitution donnee par les forraules (2), et qui

change la forme (1) dans la forme equivalente (3), est propre ou impropre,

suivant que le signe superieur ou le signe inferieur a lieu dans l'equation (8).

Observons d'abord que la Substitution invei-se (7) qui sert a revenir de la

forme (3) ä la forme (1) et qui. pour le cas qui nous occupe. se reduit a posei-:

,63
, Y a

.« = — x— -'— y. '/
= .»H V,

£ e •' '' a a
^

sera toujours de meme nom que la Substitution directe (2). 11 suffit, pour s"en

assurer, de remplacer dans l'expression (8) les entiers a. /i. •/. d respectivement

par — ,
— — ,

, — , ce qui changera cette expression en:

aä^ßY _

Les deux substitutions etant de meme nature quant ä la distinction que

nous venons de faire, on peut transporter la denomination precedente au groupe

des deux formes et appeler requivalence de ces formes propre ou impropre

suivant que la valeur de s, commune aux deux substitutions en question, est
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-1-1 ou — 1. II n'est pas necessaire pour notre objet de considerer requi-

valence impropre qui au reste se change toujoiu's en equivalence propre, si dans

l'une des formes oii change le signe du coefficient moyeu. En disant donc

desormais que deux formes sont equivalentes, nous entendrons toujours qu'il

s'agit de requivalence pi'opre, ou autrement dit. qu'on peut passer de chacune

de ces foi'raes ä Tautre, par une Substitution teile que (2), oü Ton a aS— ßy = 1.

Pareillement, quand nous nous proposerons de decouvrir toutes les transfor-

mations qiii changent ces formes l'une dans l'autre, nous n'aurons en vue que

Celles qui satisfont ä la condition precedente, et nous rejetterons toutes les trans-

formations pour lesquelles on aurait nd— ßy == — 1. Comme dans ce qui va

siiivre, il sera le plus souvent inutile de designer les indeterminees par des

lettres particulieres, nous conviendrons d'indiquer une forme teile que (1), ou

une Substitution teile que (2). par ces notations abregees:

(.,.,.), (;y^.

La notion de requivalence ainsi que nous venons de la fixer, donne Heu

ä ces theoremes tres simples:

I. Toute forme est equlvalente k elle-meme. puisqu'il est evident qu'elle

ne varie pas, si on lui applique la Substitution ( ' 1.

II. Deux formes qui equivalent k une troisieme, sont equivalentes entre

elles. En cffet, si la forme _/", supposee equivalente k /', se transforme en celle-ci

au moyen de la Substitution I
' ^\. et si

/' devient k son tour identique avec/",

au moyen de la Substitution 1 V '
j. on passera evidemment de /k/", en faisant

usage de la Substitution unique ( ',,' |!,,l. oii Ton a:

a" = aa'-hßy', ß" = aß'-^ßS',

y" = ya' -{-Sy, ä" = yß'-\-6d',

et il ne reste plu> qua prouver ((uOii a k" t)" — ß"y" ^ 1. Mais cette equatiou

resulte sur-le-cliamp de liMpiation identicpie:

a"d"—ß"Y" = (a6—ßYXn'6'—ß'y'%

OÜ Ton a par hypothese. (td— ßy = 1 et «'<)' — ß'y' "= I-
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La Substitution
( ,,' ' |. qui produit le meme eflet que les deux sub-

stitutions (
" '? ) r ( '^')- fmployees l'une apres l'autre, pevit s'appeler conve-

nablement une Substitution composee, oü il importe de remarquer que l'ordre des

substitutions composantes ne peut pas etre interverti.

III. Deux formes (r/. b, c) et (<«', b' . c) etant supposees equivalentes. le

plus grand diviseur comraun des entiers a, b, c est le meine que celui des en-

tiers a, b', c', et la meme egalite subsiste entre les deux groupes a, 2b, c et

((', 2b'. c.

Ell effet l'equivalence admise supposant une transformation teile que (2),

et par suite les equations (4), on voit immediatement que tout diviseur commun
de a. b. c divise aussi a', b', c', et l'on arrive a un resultat semblable rela-

tivement aux groupes a. 2b, c et «', 2b', c , si prealablement on suppose les

deux membres de la seconde des equations (4) multiplies par 2. Un raison-

nement analogue pouvant se faire eii sens inverse, la proposition enoncee se

trouve etablie.

Nous observerons qu'il serait inutile de considerer des ibrraes (rt. h, c)

pour lesquelles le plus grand diviseur commun a de leui-s coefficients o. b. c

differerait de l'unite, puisque de pareilles formes ne sont evidemment que des

formes du detei'ininant -^ , affectees du facteur entier a. Xous supposerons

donc toujours a, b, c libres de tout diviseur commun; cela etant, le plus grand

diviseur commun de a, 2h, c, que nous designerons constamment par w, ne

peut avoir que l'une des trois valeurs 1, 1+ / ou 2, ce qui donne Heu ä di-

viser les formes quadratiques en trois especes appelees, suivant l'ordre des cas

enonces. la premih'e, la seconde ou la troisieme, de sorte que des formes equi-

valentes sont toujours de meme espece.

§• 11.

Relativement k Tequivalence des formes, il se presente deux questions

principales ä resoudre. Etant donnees deux formes ayant le meine determinant

et appartenant ä la meme espece, on peut demander 1" si ces formes sont equi-

valentes ou non, et requivalence supposee reconnue, on peut se proposer

2" d'assigner toutes les substitutions par lesquelles ces formes se transforment

G. Lejeune Dirichlet's Werke. (2
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l'une dans raiitre. Nous ne sommes pas pour le moment en mesure d'aborder

la premiere de ces deux questions; mais nous pouvons traiter des ä present la

seconde, en la posant comme il siiit:

^Etant donnees deux formes equivalentes ainsi quune transtbruiation de la

premiere dans la seconde, trouver toutes les transforniations qui produisent

le meme effet."

I. La question enoncee peut se reduii-e a une autre plus simple et qui

n'est au fond quune question particuliei-e, mais de meme nature que la pro-

posee. Cette question particuliere consiste a assigner toutes les substitutions

par lesquelles une forme donnee se change en elle-meme ou, autrement dit,

reste invariable quant ä ses coefficients. Pour le prouver. soit:

«
(;: 9

la Substitution donnee par laquelle la premiere / des formes donnees se change

dans la seconde /'. Si maintenant Ton designe par:

ime Substitution quelconque qui change en elle-meme la forme /, il resulte du

paragraphe precedent (11.)^ que l>ar la Substitution composee des precedentes,

rangees dans Tordre (2), (l):

0) (;; ^')

ou 1 on a:

ly' =: «v+ yy, d' ^ ßv-\-dQ,

/ se change en /'. Cela pose, je dis que, si dans les equations (4) on introduit

successivement toutes les substitutions (2), on obtiendra toutes les transforma-

tions possibles de / en /', et de plus que chacune d'entre elles ne se presen-

tera ainsi qu'une seule fois. Pour prouver d'abord ce dernier point, il suffit

d'observer que les equations (4), en y considerant A, /li, /', Q comme des in-

connues, donnent ces valeurs completement determinees:

A = Sa'— yß'-i /' = «j^'

—

ßf'-'i

V = Sy'— yt)', Q = aä'— ßy'

.

Reste a faire voir qu'il n'existe aucune transformation ( ,' '

| de / en /', qui
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ne soit contenue dans les formules (4). en y considerant ?,. jli, v, q generaleinent

comme les coefficients des substitutioiis (2) definies plus haut.

Comme la resolution des equations en question a donne des valeurs

entieres, et que d'un autre cöte, on conclut de requation identique:

Q.q— /M')(«(J

—

^y) = u' d'— ß'y'.

combinee avec celles-ci:

uS—ßy = 1, ct'd'— ß'y' = 1,

que Ton a aiissi /.q— juv ^= 1. tont revient evidemment ä s'assurer que la Sub-

stitution (
"

I
forniee avec les entiers /. ,a, v. p, donnes par la resolution

effectuee, est en effet Tune de celles qui changent la forme / en elle-meme.

Designant pour un instant par y la forme encore inconnue dans laquelle /' se

ti-ansfoi'uie par la Substitution dont il s'agit. on voit d'abord que / devient /'

au moyen de la Substitution I J), et que par suite /" se change en / au

nioyen de la Substitution inverse '
1. Mais dun autre cote. cette der-

V— y, aj

niere change aussi /' en /'. d"oü il suit qu"on a f^ /, ce qu'il s'agissait de

prouver.

IL Tout se reduit donc a decouvrir toutes les substitutions 1 .

'

)
par

lesquelles la forme donnee /'= ((/, b. c) se change en elle-meme. Pour resoudre

cette question. il s'agira d'assigner toutes les valeurs entieres /., ,«, v. o telles

qu'en remplal^ant dans l'expression

:

ou ce qui revient au meme, a dilFerant de zero, dans celle-ci:

a(^a,ic^-ir2b.rij-^cy'''),

X et y respectivement par Äx-hjuy et yx-h^y, cette expression reste identi-

quement la meme. Nous ferons d'abord abstraction de la condition Ä^— ,«/' = 1,

toujours exigee dans les transformations que nous employons, et de plus nous

considererons ^, ju. v. q comme susceptibles de valeurs rationnelles quelconques.

La question ainsi generalisee une fois resolae, il sera facile d'avoir egard aux

conditions jusque-lä negligees.

L'expression dont il s'agit, se decompose en ces deux facteurs lineaires:

{aa:-^{b^XD)y\ («.r+(6— yi)))/),

72*
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Oll nous entendons pai- VD iine valeiir determinee, niai^ qiii peut etre arbitrai-

rement choisie parmi les deiix valeurs opposees qiie comporte generalement

iin radical carre. La snhstitution indiquee change le prodiiit precedent en celui-ci:

[(a /.-\- bv-i-v]D).v-h(a ,n-hbQ+oyD')y][(aX-hb\— r'\/D).v-{-(an-\-bQ— Q]/D)y].

Designant pour un instant les huit coefficients de x et y par des lettres parti-

culieres, en posant:

p = a, cj = b-h\D, . . ., y = aA+/n'+i'|/I>, q' = aii+ bQ+o}'!), . . .

l'egalite qu"!! s'agit d'etablir entre ces deux produits, s'eerira ainsi:

(p.v+qyXr'J:+sy) = (p',v+q'yXr' x-hs' y).

Or. les quatre constantes p, q, r, s doiinees etant evidemment toutes differentes

de zero, les conditions necessaires et süffisantes poiiv l'identite de ces deux

expressions exigent evidemment qa'on ait 1" = 1 , et en outre 2" Tun ou

lautre de ces deux systemes d"equations:

p' q' r' s' r' s' p' q'

p q ^ r « ' 1' q '' r s

Si maintenant. suivant qu'il s"agit du premier ou du second cas, on pose:

J!- = ^^xpyD^ ou ^ = <p^xpYD,

oü nous supposons (p et </' rationnels, ce qui est permis, les coefficients p, q, . .

.

ne renfermant que la seule irrationnelle VD, on aura respectivement:

P'
(f>
— iii]/l), ou -^— = cf— i/'VA

p r
et lequation -^— = 1, commune aux deux cas, prendra la forme:

(5) (f'—Dip' = 1.

Quant a Tautre condition, exprimee par deux equations. il suffit d'ecrire pour

l'un et l'autre cas, la premiere de ces deux equations, celle-ci comprenant vir-

tuellcment la seconde qui n'en diiFfere que par le signe du radical.

On aura donc suivant les deux cas:

a b-^yn *

ou:

aX-hbv-v]/D _ a^i-^bg-gYI) ^ y^
a b-hYB

^
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En cgalant separement dans ces formiiles les parties rationnelles et les coeffi-

cients de ]/D. et resolvant ensuite les equations que l'on obtient ainsi, par rap-

port ti A. ,</, *', Q. on tronve sans indetermination et suivaiit les deiix cas:

l = (f+ OXJ.1, fl = (f-{ (/),

V ^ — « (/', Q = — ff— 6 (/^.

On voit done que tontes les valeiirs rationnelles ?>, /u, y, p qui satisfont ä la

condition d'invariabilite exigee, sont donnees par ces denx systemes de formules

tres simples, oü
(f

et »/' designent generalement tontes les valeurs rationnelles

simultanees compatibles avec l'equation (5).

II s'agit maintenant d'avoir egard aux eonditions qne nous avons negligees,

et dont l'une est exprimee par l'equation -ip— jup ^ 1. La Substitution des ex-

pressions precedentes montre, par un calcul tres simple, que le premier Systeme

y satisfait, tandis que relativement au second, on trouve /p— /«i/ = — 1. Ce

dernier devant ainsi etre rejete, il ne reste plus qu'a examiner sous quelles eon-

ditions les expressions de ^, ,«, y, ^. donnees par le premier Systeme, sont en-

tieres. II est facile de voir que cela exige que les produits cocp, wip (o) designant

toujours le plus grand diviseur commun de «, 26, c) soient des entiers. En

efFet, comme des equations precedentes on conclut facilement:

a .2b c ,

V = tu (/', p— A ^ (0 W, — ti ^= (0 ip,

tu W LI)

on voit que, si le produit coif, reduit ä sa plus simple expression, avait un

denominateur autre que Tunite, ce denominateur serait diviseur commun des

entiers — , ^— , -^, qui n'admettent pas de pareil diviseur. La conclusion
O) CO 0)

^

obtenue pour co^', s'etend ä ojcf, au moyen de l'equation o}(f = o)X-\-hoj\p.

Mais la reciproque a egalement lieu, et il est facile de s'assurer que, sl l'on

t u
fait usage de valeurs de

<f
et \p. telles que

(f
= —

, yj ^ — , oü t et it sont

des entiers, et satisfaisant ä requation (5), il en resultera des valeurs entieres

pour X, /n, V. Q. Poui- le voir, substituons ces expressions dans les equations

obtenues plus haut: il viendra ainsi:

(6) e-— Du^ = w\

t— bu cu au t+bu
(7) X = . /(

=
, V = , Q =
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Relativement ä // et *' il n'y a rien h proiiver. a et c etant divisibles par lo.

21)11

Üuant ä /. et p, comme leur difterence p—Ä^— est evideiument uii eu-

^. ^ , . . , f.
• • 1. -, t-\-bu t— hu

tier. tout revient a taire voir c\y\(.' 1 ane aes expressions , est
' ^ (»J CO

pareillement un entier. Mais de requation a laquelle t et >i soiit supposes sa-

tistaire. mise sous la forme:

on conclut que le produit des deux facteurs t-\-bu et t— bu est un multiple

de of, d'oü et de ce que m ne renferme pas plusieurs nombres premiers diffe-

rents, il suit que Tun au moins des deux factem-s est divisible par co, ce qu'il

s'agissait de fuh-e voii-. Les tbrmules (7), eii y substituant successivement toutes

Jes Solutions entieres de lequation (6). donneront done toutes les transformations

( 1 de la forme («, b. c) en elle-meme, et il est d ailleurs evident que chacune

de ces transformations ne se presentera qu'une seule fois, car on voit par les

deux premieres des formules en question qu'ä des valeurs determinees Ä et ,a

repoudent toujours des valeurs egalement determinees pour f et u.

Reinarque. L'analyse qxii vient de nous conduire de la maniere la plus

simple ä la Solution de la question proposee, a en outre l'avantage de montrer

clairement ce qui distingue les transformations propres, les seules que nous

ayons ä considerer, de Celles qu'on appelle impropres. On voit en etfet que,

s'il s'agit des transformations d'une forme en elle-meme, les premieres sont celles

pour lesquelles les deux expressions lineaii-es dont la forme donnee peut etre

consideree comme le produit, restent Tune et Fautre invariables, abstraction

faite des facteurs constants qu'elles acquierent: tandis que les transformations

impropres qui n'existent toutefois que pour des formes d'une nature particuliere

et repondent alors au second des deux systemes d'equations obtenus plus baut,

ont pour effet d'echanger entre elles les deux expressions lineaires dont il s'agit.

La meme remarque s'etend aux substitutions qui ne reproduisent pas la forme

donnee, et la cliangent au contraire en une autre equivalente, mais distincte.

En combinant ce qui precede avec le resultat du numero precedent, il est tacile

de s'assurer que, si apres avoir decompose en facteurs lineaires la forme primi-

tive et Celle qui en d^rive, on considere comme coi-respondants ceux de leurs

facteurs qui contiennent le radical ^D avec le meme signe, toute transformation
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de la premiere dans la seconde sera propre ou impropre, siiivant que les fac-

teurs lineaires se changent en leurs correspondants ou non.

III. Si maintenant noiis snbstituons les expressions (7) dans les equations (4),

ces dernieres prendront la forme:

a = ^ —
, ß ^- ^-^

,

CO ' OJ

Au moyen de ces equations, on pourra donc, une premiere transforniation

( ., 1 d'une forme («, b. c) en une autre (fl', h' , c') äquivalente etant donnee,

en deduire toutes les ti-ansformations possibles, en supposant d'ailleurs que la

Solution complete de l'equation (6) soit egalement connue.

§• 12.

Lorsque la forme:

(1) ax'+ 2bxy-^cy-,

dont nous designerons le determinant par Z), et dont nous considererons d'abord

les coefficients a, b, c comme suseeptibles d\m diviseur commun quelconque,

obtient une valeur determinee m, en y attribuant des valeurs particulieres r et s

aux indeterminees x et y, nous dirons que Fentier m est represente par la forme

donnee. Nous supposerons toujours, si nous n'avertissons expressement du con-

ti-aire. que les entiers determines r et s sont pi-emiers entre eux. Sous cette

restriction, rn ditfere toujours de zero; car il est facile de voir que l'hypothese

de 11) = suppose ? = U, ä ^ 0, valeurs dont un nombre quelconque est

diviseur commun. II s'agit maintenant de deduire les consequences qui resultent

d'une representation teile que nous venons de la definir. On voit tout d'abord

que, si Ton choisit deux entiers p et (j qui satisfassent ä l'equation:

(2) ra— su = 1,

evidemment resoluble, et que Ton applique ensuite la Substitution y^ \ ä la

forme (1), eile se changera en cette autre equivalente:

(3) (-, n, ^),
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oü:

(4) m = a7-"-{-2l>)-s-i-cs^, (5) w = arQ-\-b(r(T-{-so)-{-csa.

Le troisienie coefficient de la forme (3) etant eutier. on conclut que n satisfait

k la congiTience:

(6) 2-= Z) (mod. Hl).

On voit donc qu'iine condition necessaire, quoique nullement siiffisante.

pour que m piiisse etre represente par la forme (1), eonsiste en ce que D doit

etre residu quadratiqae relativement au modale m, et que d'une representation

supposee cormue. on peut toujours deduire une racine n de la eongruence (6),

en substituant une Solution quelconque de l'equation (2) dans la tbrmule (5).

Comme l'equation (2) admet toujours une infinite de Solutions, il est naturel

de rechercher comment n varie. lorsqu"on passe d"une de ces Solutions ä une

autre. Pom- y parvenir. soit p^- ö',, une Solution particuliere et soit n^ la valeur

correspondante de »: si maintenant Ton introduit dans la formule (5) la Solution

generale () = p,.-\- ri. a ^ o^,-j-s§. oü | designe un entier oomplexe arbitraire,

on aura pour la valeur generale de ?r.

d'oü Ton conclut que les valeurs en nombre infini dont n est susceptible, forment

une racine unique de la eongruence (6), puisqu'elles sont toutes congrues entre

elles suivant le raodule m, et Ton doit ajouter que Tarbitraire | peut toujours

etre choisie de maniere ä faire coi'ncider n avec l'une quelconque des valeui-s

en nombre infini, que Ton peut considerer comme autant d'expi-essions difFe-

rentes d'une meme racine de la eongruence en question.

Cela etant, nous dirons desormais d'une maniere abregee, que la repre-

sentation de rentier m jiai" la forme (1). pour laquelle on a x == r. y = s.

appai'tient ä la valenr n de Fexpressmi Vi) (mod. iii), que 1 on deduit de 1 equa-

tion (5), en y substituant deux quelconques des entiers q et a ([ui satisfont ä

l'equation (2).

La conclusion cpie nous venons dolitenir et qui eonsiste en ce que la

representation x^r, y^s, appai-tenant ä la valeur n de VT) (mod.??;), a

toujours pour consequence l'equivalence des formes (1) et (3), a egalement lieu

en sens inverse. En ett'et si, supposant requivalence de ces dernieres, nous
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designons par (
"

/ l'une quelconque des substitutions par lesquelles la premiere

se change dans la seeonde. nous aurons evidemment les equations (2). (4) et (5),

dont la seeonde foiirnit une representation qui, en vertu des deux autres, ap-

partient evidemment ä la valeur n de Vi) (mod. iri). Je dis de plus qu'il n'y

a aucune representation satisfaisant ä la conditiou exigee, qui ne puisse s'obtenir

ainsi au moyen d'une transformation de la forme (1) en (3), et que chaque

representation se presentera une seule fois, c'est-a-dire quelle proviendra tou-

jours dune transformation unique et determinee. Pour prouver d'abord le

premier point. remarquons quen vertu de la detinition meme de la valeur ii

ä laquelle une representation est dite appartenir, supposer Texistence d'une teile

representation pour Fentier m. c'est supposer les equations (4), (2) et (5). des-

quelles il resulte sur-le-champ que la forme (1), au moyen de la Substitution

I ), se cliange en une autre du meme determinant D. et dont les deux

premiers coefficients sont vi et n. On conclut de la que le troisieme coefticient

^2 £)
est . et que la Substitution indiquee est en effet Fune de Celles par les-

m ^ ^ ^

quelles la forme (1) se change en (3). Quant au second point. il est evident

que pour l'etablir. on n'a qu'a faire voir que les deux equations (2) et (5), en

V considerant r et s comme donnes, ne sauraient etre satisfaites par plus d'un

couple de valeurs de q et de a. Mais cela est manifeste, puisque les equations

dont il s'agit, etant resolues, donnent ces valeurs completement determinees:

(ji— b))-— CS ar-\-(ii-\-b')s

On voit par ce qui precede, que pour que Tentier m puisse etre repre-

sente par la forme (1) de maniere que ces representations appartiennent k une

valeur donnee n de Texpression }/D (mod. m), il faut et il suffit que les

formes (1) et (3) soient equivalentes entre elles. Cette condition supposee

remplie, on n'aui-a plus qu"a chercher toutes les substitutions (
'

J par lesquelles

la forme (1) se change en (3), et Ton posera .r = r, y ^ s. Or, les substi-

tutions dont il s'agit ayant ete exprimees dans le paragraphe precedent en

fonction de Tune quelconque d'entre elles, on en conclut. si nous revenons

maintenant a rhy23othese que les coefficients de la forme (1) u'ont pas de di-

G. L'ejeune Dirichlet's Werke. i'o
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viseur conimiin, qiie les representations cherchees sont toutes comprises dans

ces rleux equations:

at— (ba-hcY)u yt-\-(na-\-bY)u

oü (i. / appartiennent a une suhstitiition (
'
'ij arbitrairenient choisie parnii celles

qui transforment la forme (1) eu (3), et oü t et ti satislbnt generalement a leqiia-

tion f- — Dir ^ or. II est bon de remarquer que le resultat est maintenant

toLit-a-fait independant de la forme (3) que nous avons eu a considerer pour

robtenir. En effet. comme x ^ n. y = )' est evidemment une representation

particuliere comprise dans les formules precedentes et qui s'en deduit en sup-

posant t = M, u = 0, on peut Fenoncer en disant que les equations que nous

venons d'obtenir. expriment toutes les representations appartenant ä une meme

valeur de \ D (mod. ?h). en fonction de 1 une quelconque dentre elles.

§• 13.

Les questions que nous avons traitees dans les paragraplies precedents,

s'etant trouvees dependre de la Solution de requation indeterminee:

t'—Du' = w",

il est temps de nous occuper de cette derniere. Mais pour ne pas donner une

etendue demesuree au present Memoire, nous considererons exclusivement le

cas oü oj ^ l, cas qui est celui des formes de premiere espece; et nous laisse-

rons au lecteur qui voudrait s'exercer sur ces matieres, le soin de ehercher

les modilications assez legeres quil faudrait apporter aux recherches suivantes

pour les rendre applicables aux formes des deux autres especes.

La theorie de requation:

r-— Du- = 1

peut se deduire d uii lemnie dont voici I enonce:

^a designant un nombre complexe irrationnel donne, on pourra toujours

trouver une infinite dentiers eomplexes sinuiltanes ;r et y, tels qu'on ait:

Observons dabord que, si Ton satisfait a la condition du lemme [lar le Systeme
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.r, y, on y satisfera aiissi par i'x. ry. Comme dans rapplication que nous

auroiis ä faire du lemme, il importe de iie pas eraployer simultaneraent des sy-

stemes derivant ainsi Tun de l'autre, nous eviterons cet inconvenient, en ne con-

siderant deux systemes comme distinets qu'autant que les valeurs de N(x— ay')

qui s"v rapportent, sont differentes entre elles. II est en efFet evident que ponr

deux systemes comme ceux dont il vient d'etre question, l'expression N{x— ay)

a toujours la meme valeur. On voit encore que la condition du lemme se

trouve remplie lorsque, x etant quelconque. on a y = Q\ mais nous ferons pa-

reillement abstraction de ce cas, de Sorte que x— ay aura toujours une valeur

irrationnelle et par consequent diflferente de zero.

Pour demontrer notre lemme. commen^ons par faire voir qu'on peut

toujours trouver deux entiers x et y. qui satisfaisant ä linegalite proposee,

soient en ontre tels que Ion ait:

NQc— ai))<. A,

A designant une quantite positive arbitrairement choisie. Soit ä cet effet n un

entier positif pour lequel on ait A^ ^ ^ , et designons par »; Tun quelconque

des entiers complexes dont les deux parties. et j'entends par lä la partie reelle

et le coefficient de / qui entrent dans une expression complexe quelconque,

soient comprises dans la suite:

— «, —{n—\). .... —1. 0. -hl, .... n— 1, n.

Relativement k cbacun des entiers i] dont le nombre est evidemment egal a

(2m+ 1)', determinons rentier correspondant ^ tel que les deux parties de l'ex-

pression :

?— «»/

obtiennent des valeurs non-negatives et inferieures ä l'unite. Cela suppose, il

est evident que. si Ton designe par:

1 1

les plus grands multiples de -^ , respectivement contenus dans les deux par-

ties dont il s'agit, les entiers reels p et q seront Tun et l'autre compris dans

la suite:

0, 1, 2, .... 271— \.

73*
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Or, conime avec de pareils entiers on ne peut former quan nombre de com-

binaisons distinctes. exprime par (2»)-. tandis qiie celui des expressioiis c — ai]

est (2??-|-l)-, on voit que lune au moins des combinaisons p. q devra se re-

produire. Soient donc:

?— c^h ?'

—

'^V'

les deux expressions ou deux des expressions pour lesquelles cette circoiistance

se presente: il est evident qu"en formant la diflPerence de ces expressions. on

obtiendra. eü posant:

S— ?' = .r. r,—r/ = i/.

une nouvelle expression:

.r— fli/.

dans laqiielle 1 entier y sera evidemment different de zero. et dont les deux

parties seront, abstraction faite du signe. inferieures ä -^— , de sorte quon aura:

y(..v— "y)<~7^2 • et par suite N{d-— ay)<cA,

ce qui C'Oincide avec la seconde des conditions posees plus haut. Pour prouver

que 1 expression N(x— ay) satisfait aussi a Tautre eondition qui est celle du

leiume. observons que, les deux parties de y = t]— V ayant evidemment des

valeurs numeriques non-superieures ä 2«, on a Tinegalite N{y')^^n-. dont la

comparaison avec celle que nous venons d"obtenir. donne:

conformement ä Tenonce.

Ayant ainsi prouve qu'on peut toujours trouver un couple x. y qui. en

meme temps qu'il s'aecorde avec la eondition de Fenonce, satisfasse a l'inegalit^
|

N(x— ay')<i,A, oü A est dune petitesse arbitraire, il est facile d"en conclure

la verite du lemme. II suffit pour cela dobserver que, quel que soit le nombre

des systemes qu'on su})pose dejä connus, on trouvera un nouveau Systeme distinct

des Premiers si. a])pliquant le procede que nous venons d'exposer, on y suppose

A egal ä la plus petite des valeurs que l'expression N(x— ay) presente dans

les systemes anterieurement obtenus.

Kemarquons maintenant que, relativement ä deux quantites coraplexes

quelconques ;• et s, on a riiiegalite connue et d'ailleurs facile ä veriüer:

]/^Xr+s)^ ]/A(r)-h]/M(s),
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les radicaux etant supposes pris positivement. Snpposant r = .r— ay, s = 2ay,

il viemlra:

ineaalite qiii au moyen de celle du lemme, inise soiis la forme:

yN(.v-ay)-
YN(y)

se change en:

Ces deux deniieres etant multipliees entre elles, donnent:

et par suite, y etant un entier complexe different de zero de sorte que N(y) I> 1

^NC.v'—a'f) < 4(ViV(a)+l).

Oll voit donc que pour tous les couples d'entiers qui satisfont au lemme et

dont le nomhre est infini, A"(x-— n'y') reste au-dessous d'une limite invariable.

Appliquons ce resultat au cas oü a = yD, D etant un entier complexe non-

carre et le radical designant une racine determinee qui restera toujours la meme
dans ce qui va suivre. Comme dans cette hypothese, x-— ä^y- = x'— Dy'^ est

un entier complexe et quil n'y a quun nombre fini d'entiers dont la norme

soit inferieure ä une limite donnee, il faudra necessairement que Texpression

.r— Dy- obtienne une intinite de fois une meme valeur / qui sera evidemment

ditlerente de zero. y n'etant pas nul. L'equation .?''— Dy- = / etant ainsi satis-

faite par un nombre infini de systemes x, y, on voit encore que parmi ces

systemes il s'en trouvera necessairement un nombre illimite, pour lesquels les

valeurs tant de x que de y presentent des difFerences multiples de /. Soient:

deux equations pour lesquelles cela arrive, de sorte qu'on ait simultanement

x^x', y^y' (mod. /). Le produit de ces equations etant:

et xy'— yx' etant divisible par / en vertu des conditions supposees, .r.r'— Dyy'

sera aussi un multiple de /, de sorte qu'en divisant par /", on aura:

t-—I>u' = 1,
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les entiers / et u etant donnes par les formales:

Nous ajouterons qu'il ne saurait arriver qu'on ent u = 0. car il est facile de

se convaincre que cela siipposerait x = ±a', y' = zhy. de sorte qiie les systemes

X. y et ,1'', y' ne seraient pas distincts.

Etant ainsi assure que requation f— Du- = 1 est toujonrs resoluble sans

qu'on suppose m = 0. on parviendra necessairement a une Solution si Ton

attribae successivement a ii toutes les valeurs entieres dont les normes forment

la suite croissante des entiers positif's susceptibles d'etre decomposes en deux

carres, jusqu'ä ce que Ton tombe sur une valeur de u pour laquelle Du'--\-\

soit egal ä un carre. Cette simple possibilite suffit pour notre objet. II existe

an algoritlime assez expeditif et analogue a celui des f'ractions continues, au

moyen duquel on peut obtenir toutes les Solutions de leqnation proposee ou

plutot Celle de ces Solutions, que Ton doit considerer comme fondamentale et

dont les autres se deduisent facilement: niais comme l'exposition de cet algo-

ritlime exigerait de longs details qui ne sont nullement necessaires pour le biit

que nous avons en vue. nous ne nous en occuperons pas ici.

§• 14.

La possibilite de requation:

(1) t'—Bu"- = 1

ayant ete etablie dans le paragraphe precedent. il s'agira maintenant de de-

couvrir le lien qui existe entre ses Solutions en nombre infini. Cest ä quoi

nous parv'iendrons par les considerations suivantes.

I. Observons d'abord que la double Solution evidente t^dzl, »^0
est la scule pour laquelle Fune des indeterminees soit egale ä zero. Car il est

manifeste que rhy|3othese ^ ^ est inadmissible. D n'etant pas un carre. Pour

cette Solution on a N((-i-uyD) =^ 1, et je dis de plus qu'elle est la seule pour

laquelle cette equation ait Heu. En effet, comme les expressions NQ-huVD),

N(t— itylT) ont toujours des valeurs reciproques l'une de Tautre, puisque Ton a:

N(t+uyD)N(t—uYD) = N(t'—Dir) = 1,
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la condition precedente est equivalente ä celle-ci:

N(t.+uyD)+ h\t—u]/D) = 2.

Si niaintenant ron remarqiie que, r et s etant des quantites complexes quel-

conqiies, on a identiquement:

^\r+s)+N^r-,) = 2iV(r)+2AX«),

cette deriiiere pouiTa preiidre la forme:

N{t)+lSI{u)N{YD) = 1.

Or, NQ/D) etant une quantite egale ou siiperieiire a rmiite, cette eqiiation

exige evideinment que Ton ait u ^0, oi\ t ^ lorsque N(jy) = 1; mais la

derniere hypothese ne pouvant avoir lieu, rassertioii avancee se trouve justifiee.

II. Je dis en secoiid lieu que, si pour deux Solutions t, u et t', n' on a

N(t'-{-u'VD) = N{t-{-uYD'), ces deux solutions sont ou identiques ou opposees,

de Sorte que t' = ±f. it! = ±u, les signes se correspondant. En eiFet il est

elair que de deux solutions quelconques t, u et (', u' on peut en deduire une

troisienie au moyen de lequation:

t+uYi)

dans laquelle il faut egaler separönient les parties rationnelles et les coefficients

de yZ), ce qui donne:

r ^ tt'— Duu', V = tu'— ut'.

Comnie, relativement h cette nonvelle Solution, on a:

AXt-hityD)

et par suite t = ±1, v = 0. on conclut t' ^ ±t. n' =^ ±u, ce qu'il s'agissait

de prouver.

III. Si Ton excepte la double Solution ^ = ±1, u = 0, les solutions

de lequation (1) existent toujours par groupes de quatre, les indeterminees

pouvant etre prises avec un signe arbitraire. II est evident que relativement

ä un pareil groupe, l'expression t-{-u]/D a quatre valeurs distinctes expri-

mees par ±/, ±— , ^ designant l'une quelconque d'entre elles, tandis que
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N(t-\-uyD) ne presente que ces deux valeurs distinctes: -i^'"(x')^ ^\— )) i'ec'i-

proques l'une de l'autre. L'expression iV(<+ ;/!//)) n'ayant qu'une valeiu* iiniqiie

snperieure a runite pour chaque o-roupe. cette valeur pourra sei'vir a caracte-

riser ce groupe et ä le disting'uer de tous les autres, coinme cela resulte du luimero

preeedent oü Ton a vu que la supposition iV(?+ «y7)) ^ xV(/''-f-»' VZ>) ne peut

avoir Heu que pour des Solutions identiques ou opposees. c'est-u-dire apparte-

nant au merae groupe. Cela pose, nous apj^ellerons groupe fondamental eelui

230ur lequel la valeur de N^t-huYlJ), toujours supposee superieure ä l'unite.

est moindre que la valeur analogue relative a tout autre groupe. Si niaintenant

Ton reniarque que. la variable positive p etant supposee eroitre a partir de

p ^ 1, la fonction p-\ croitra ^o;alenient h partir de la valeur 2. on voit

que la definition precedente revient ä dire que le groupe tbndaniental est celui

pour lequel l'expression:

a la plus petite valeur superieure ä 2. Sous cette forme, la delinition. qupique la

meme au fond, a l'avantage d'etre independante de la supposition N(t-\-uyD')'^\.

Texpression precedente ayant evidemment la meme valeur pour chacune des

quatre Solutions formant un meme groupe. II est actuellement facile d"indiquer

une methode propre a faire decouvrir le groupe fondamental, en supposant tou-

jours qu'il s'agisse de simples possibilites et nullement d'une Operation commode

sous le rapport du ciilcul pratique. Ayant trouve une premiere Solution t, u,

et determine la valeur correspondante de N(t-\-uyD'), designee par //. tont re-

vient ä voir quels sont parmi les coujjles d'entiers t et ?<, tels qu'on ait:

1 < AXf)-^AXu)AX\^) ^ i (^+\) ,

et qui sont dvidemment en nombre iini, ceux qui, satisfaisant ä l'equation (1),

donnent la plus petite valeur ä Texpression qui vient d'etre ecrite. Les quatre

couples qui remplissent ces conditions, coTucident avec les quatre soUitions du

groupe cherche.

II nous reste ä faire voir comment de 1"une des Solutions de ce groupe

l'on peut deduire toutes les Solutions de la proposee. Quoique cela puisse se
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faire au moyen de l'une qiielconqiie d'entre elles, nous conviendrons, pom* eviter

des distinctions tout-ä-fait inutiles, de nous servir constamment de l'une des

deux Solutions opposees pour lesquelles on a N(t-huVD)^l. Nous designe-

rons par T, U Celle des Solutions fondamentales que nous emploierons et nous

poserons:

N(T-hU]/B) = ff,

ja quantite ff> 1 devant se presenter souvent dans ce qui suivra.

IV. Cela pose, je dis que toutes les Solutions de l'equation (1) sont

donnees par la tbnnule:

(2) f+uyn = ±(T-hUYDy',

oü il faut emploj'er successivement chacun des deux signes et attribuer ä l'ex-

posant n toutes les valeurs entieres depuis — c» jusqu'ä oo, et de plus, que

chaque Solution est contenue d'une seule maniere dans cette equation, c'est-k-

dire qu'elle repond toujours ä un signe et ä un exposant determines. II est

Sans doute inutile d'ajouter que pour faii'e usage de la formide (2), il faut

egaler separement les parties rationnelles et les coefficients de ]/D, apres avoir

developpe le second membre, mis prealableinent sous la forme dz(T— UYD')^'',

lorsque ?i est negatif.

1". II est d'abord facile de prouver que les entiers t, u donnes jJar la

formule (2), satisfont en effet ä l'equation (1). II suffit pour cela de remar-

quer que l'equation (2) subsiste egalement lorsqu'on y remplace VD par — VZ),

et que requation ainsi modifiee, etant multipliee par l'equation primitive, donne

precisement l'equation (1).

2". Pour faire voir en second lieu qu'il n'y a aucune Solution de l'equa-

tion qui ne soit comprise dans la formule (2), posons pour un instant:

i„-{-u,yD = (T-huyDf.

L'equation (2) est alors equivalente ä ces deux equations simultanees:

t^ dzt„, u = dz2i„,

les signes etant arbitraires, mais egaux dans les deux equations. Observons

maintenant que, comme la puissance (iV^(T-l-f/V/)))'' = a" croit constamment

depuis la valeur zero jusqu'ä une valeuv infinie, lorsque l'exposant n croit lui-

meme depuis — oo jusqu'ä oo, il faut necessairement que relativement ä une

G. Lejeune Diricli let's Werke. /4
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Solution donnee r. v quelconque, on ait:

A'Cr+i'V^) = ff", ou a" < i\'(r+ r"|/i)) < a"+\

Fexposant n ayant une valeur unique et determinee. Dans le premier cas, oü

l'on a N(T-\-vYly) = N(t^-JrU,yD'), on conclura, en vertu du nuniero II:

OÜ le signe qui doit eti'e le nienie pour les deux equations, est completement

determine, rentier donne r ne pouvant se reduire ä zero. On voit donc que

pour ce premier cas, la Solution donnee x, v est comprise dans requation (2)

et repond ä un exposant et a un signe entierement determines. Reste k con-

siderer la seconde hypothese: la doulile inegalite qui s'y rapporte, etant divisee

par a". se change en celle-ci:

^< ^J'^"!rm <^^^+^>^^^'

en vertu de laquelle la nouvelle Solution r', v donnee par la fonnule:

„^ T-\-v^|l)

satisferait a la condition:

ce qui est inipossible, cette derniere inegalite etant en contradiction avec la

definition du groupe fondamental. La seconde hypothese ne pouvant avoir Heu,

la proposition se trouve etablie.

V. L'equation (1) presente deux cas particuliers qui meritent une men-

tion speciale coniuie devant donner lieu plus tard ;i une application tres remar-

quable: ces cas sont ceux oü D est un entier reel ou le produit d'un tel entier

par i. Comme dans la theorie des nombres complexes, Tequation (1) ne difFere pas

essentiellement de celle oü D est reinplace par la valeur opposee, nous pouvons

toujours considerer comme positif Tentier reel dont il vient d'etre question.

1". Considerons en premier lieu le cas oü jD est reel et positif et sup-

poson.s le radical VZ) egalement positif. II est evident que, si l'on satisfait alors

ä l'equation (1) par les valeurs t= a-\-ßi, u = y-i-d'i, on y satisfera aussi par

celles-ci: t^cc— (h, ii = y— öi. ()r, ces deux Solutions donnant evidemment

la mcMiie valeur pour Texpression Ä\(-huyD') sont necessairement identiques
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ou opposees, de sorte qu'on aura:

a—ßi = ±(a-{-ßi), y—Si = ±(y+Si)

et par siiite ou /i=0, d' ^ ou « = 0,7 = 0. On voit donc que t et u

sont ou run et l'autre des entiers reeJs ou Tun et l'autre de tels entiers affectes

du facteur t. II resulte de lä, et en ayant egard ä la formule (2). que si la

Solution fondamentale se trouve dans le premier cas, Fequation (1) n'a que des

Solutions reelles, tandis que pour une Solution fondamentale imaginaire, les Solu-

tions de Fequation (1) sont en partie reelles, en partie imaginaires, les premieres

repondant ä des valeurs paires et les dernieres ä des valeurs impaires de Texpo-

sant. Si Ton observe ensuite que toute Solution imaginaire de Fequation (1) donne

sur-le-champ une Solution reelle de t^— Dir = — 1, et reciproquement, on peut

dire que la Solution fondamentale presentera le second ou le premier des deux

cas indiques, suivant que Fequation t'^— Dv} = — 1 adraet des Solutions reelles

ou non. Remarquons encore qu'en vertu de la condition N{T-\- C/j//)) >> 1

ä laquelle la Solution fondamentale est toujours supposee satisfaire, il est evi-

dent que dans le premier cas T, U et dans le second T^, U^ (en supposant

T^TJ, U^ Uli) sont toujours de meme signe, de sorte que nous pourrons

toujours considerer ces entiers comme positifs, Finegalite precedente laissant le

choix entre deux Solutions fondamentales opposees. Cela pose, on voit que si

dans le premier cas on n'a en vue que les Solutions positives de Fequation (1),

il faudra, dans la formule (2), adopter le signe superieur et n'attribuer ä n que

des A'aleurs pareillement positives. La formule (2) ainsi restreinte donne evi-

demment des valeurs d'autant plus grandes pour le binöme ^-h ?;]//), et par

suite pour chacun des entiers ( et u, qui en vertu de Fequation (1) croissent

toujours siniultanement. que Fexposant n est lui-meme plus grand, d'oü il suit

que les deux termes de la Solution fondamentale T. U sont les plus petits

entiers positifs qui resolvent Fequation (1).

II serait egaleraent facile de faire voir que dans le second cas T^. U^

sont les plus petits entiers positifs qui satisfont ä Fequation f— Dir ^ —
1,

mais il sera plus commode pour notre objet de n'employer que Fequation (1).

Observons donc que pour obtenir toutes les Solutions positives de cette der-

niere, il faudra. apres avoir pose dans la formule (2) T'= T^i, ü= U^i, rem-

placer n par 2n et supprimer ensuite le facteur ±(— 1)". On obtient ainsi:

t^uyj) = {T^+ü,-\/Df\

74*
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et Ton voit alors qiie la plus petite Solution positive de requation (1) est donnee

par {T,^U,W)\
En designant donc generalement par r. v les plus petits entiers positifs

qui resolvent requation (1), on aura suivant les deux cas:

, -I- „^D = T-i- uyD, r+ V ys =
(^

T+u]m
y

Ces deux formules peuvent etre reunies dans cette formule unique:

(3) a= i\( T-h U]/D) = (r+ V YD)',

dans laquelle a designe le nombre 1 ou le nonibre 2. suivant que requation

t' — Dir = — 1 admet des Solutions reelles ou n'en admet pas.

2'\ Pour traiter l'autre cas, soit D = D'i, D' etant positif. II est facile

de voir que si Ton satisfait alors ä Tequation (1), en posant:

t = a-\-ßi, u = y-hSi,

on y satisfera pareillement en posant:

t = «

—

ßi, u = S+Yi.

Or, ces deux Solutions donnant evideninient la meme valeur pour l'expression

N(t')-\-N(u)N(\ny) qui, d'apres ce qu'on a vu plus haut, peut servir a carac-

teriser les differents groupes de Solutions, on voit que les Solutions precedentes

appartiennent au meme gronpe. On a donc:

ö+)'i = ±(r+^0
et par consequent (^ = dzy. Comme en vertu de ce resultat, u est toujours di-

visible par 1— /. si nous posons dans Tequation (1):

u = (l— i)u', t = t',

eile prendra la forme:

f'-—2D'u" = 1,

et nous retombons sur le cas deja traite. II est facile de conclure de l;i que

Texpression a = N(T-\- üYJD), toujours supposee superieure ä Tunite, est pour

le cas dont nous nous occupons, donnee par lequation:

(4) a= N(T+ U]/D) = (r+ v yfD')",

T et II designant les plus petits entiers positifs qui resolvent lequation:

f'— 2D'u''' = 1,

et ;f ayant la valeur 1 ou la valeur 2, suivant que Fequation t"- — 2D'u''= —

1

admet des Solutions reelles ou non.
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§• 15.

La theorie de requation t'-— Dir = l etant maintenant connue, nous

pouvons reprendre les questions deja traitees plus haut et en achever la Solu-

tion en nous bornant, comme nous en avons dejä averti, k considerer des formes

c|uadratiques qui appartiennent ä la premiere espece.

I. Nous nous occuperons en premier lieu de celle de oes questions qui

concerne les representations d'un entier donne 7n par une forme («, b, c) egale-

ment donnee. Supposons que m soit susceptible d'etre represente par la forme

dont il s'agit. et soient x = a, y = y des valeurs particulieres et premieres

entre elles, telles que la valeur correspondante de la forme soit egale a m.

Cela pose. il resulte du §.12 que toutes les representations appartenant ä la

meme valeur de l'expression Vi) (med. m), ä laquelle appartient la represen-

tatioii partiouliere dont il s'agit, sont donnees par les deux equations:

X = ut— (ba-^-cy^u, y = yt-{-{au+by)u,

oü il faut substituer toutes les Solutions de Tequation t'— Dir = 1. Les equa-

tions precedentes, etant respectivement multipliees par a et b-tVD, et ensuite

ajoutees, donnent le resultat tres simple:

ax-j-(b+YD)y = (aa-i-(b+-YD)y)(t-huYD),

qui, au moyen de l'equation (2) du §. 14, se change en:

«x+(6+]/5)i/ == dz(aa+(ib-hyD)y)(T-hUyDy.

Soit pour abreger N(^acc-h(^b-\-VD)y) = -4, et comme dans le paragraphe

cite. N(T-hUYl)) = G^ 1. Cela pose, si Ton prend les normes des deux

membres de l'equation precedente, on en conclura:

N{ax+(b-\-YD)ij) = Aa",

oü il Importe de i-emarquer que cliaque valeur de N(^a.r-h(b-\-yD')y), donnee

par cette derniere equation, se presentera deux fois dans la totalite des repre-

sentations que nous considerons et que pour abreger, nous nommerons desor-

mais un yroxpe de representations, comme cela resulte evidemment du double

signe contenu dans l'equation precedente, et que le passage des nombres ä leurs

normes a fait disparaitre. Observons encore que si k designe une constante

positive arbitrairement clioisie, l'entier reel n qui doit croitre depuis — oo
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jiisqu'ä cx>, obtiendra evidemment une valeur et n'en obtiendra qu'une seule qui

satisfasse a la double condition:

k<:Aa''<kff.

On conclut de Ik que dans tout groupe de representations, ou en d'autres teriiies,

que parmi toutes les representations qui appartiennent ä une meine valeur de

l'expression VT) (med. ?»), il en existe toujours deux et qu'il n'en existe que

deux pour lesquelles on ait:

k <; N{aa;-\-(b+]/l))y) ^ ka,

et il est d'ailleurs manifeste que les deux representations particulieres dont

il s'afrit et qui varient avec la constante k, sont toujours telles que, l'une

etant exprimee par les formules: x = r, y =^ s, Tautre le sera par celles-ci:

X ^ — r, y ^ — s.

Le resultat que nous venons d'obtenii-, va nous fournir un moyen tres

simple de decider 1" si un entier donne m peut etre represente par une forme

egalement donnee (a, h. c) ou non, et 2" d'assigner dans le premier de ces

deux cas, toutes les representations dont m est susceptible au moyen de la

forme dont il s'agit. On voit d'abord que la question proposee revient ä exa-

miner si Ton peut satisfaire ä ces deux conditions simultanees:

(1) ax^-\-2bivy-r-cy^ = m,

(-) fc< N(aa;-h(b+YD)>j) < ka,

par des entiers x et y premiers entre eux. Si cela n'est pas possible, on sera

assure que m n'est pas susceptible d'etre represente par la forme donnee. Dans

le cas contraire on trouvera une ou plusieurs doubles representations telles que

X ^ ±r, y^dzs-, x = ±r', y = ±s'; .... qui appartiendront ä autant de

groupes distincts, et l'on obtiendra toutes les representations clierchees. si dans

les deux equations rappelees au commencement de ce paragraphe, on pose suc-

cessivement a = ?', y = s: a = r
, y ^ s'; ....

Reduite a ce point, la question ne presente plus aucune difficulte. car

il est facile de se convaincre que, pour que les entiers x et y puissent satisfaire

aux conditions simultanees (1) et (2), leurs normes doivent etre comprises entre

certaines limites faciles ä assigner, de sorte que l'examen qu'il s'agit de faire,

ne doit porter que sur un nombre limite de combinaisons x. y. En effet, si

apres avoir multijilie par a requation (1), on prend les normes de ses deux
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membres, ii viendra:

N{aj;+(b-hYD)y)N{(uv+(b— YD)y) = AXam).

Cette equation etant coiuparee avec la double inegalite (2), on en conclura celle-ci:

NCcLTn) ^ -,^ .. _,—
^ ^ N(avi)

\„ ^ N{ax+{h-yD)y) < -\-^
,

et par siiite en ajoutant cette derniere et rinegalite (2):

k+^^ < 2N(a.+by)+2N(yi))AXy) < ka+^^

.

II est t'acile de voir que les entiers x et y, et ä plus forte raison les entiers x
et y, Premiers entre eiix qui satisfont ä cette double inegalite qui est iine con-

sequence necessaire des deux conditions (1) et (2), ne presentent qu'un norabre

limite de combinaisons taciles a former; on pourra donc toujours decider si

parmi ces entiers simultanes il en existe qui remplissent les deux conditions

dont il s'agit, ce que nous nous etions propose de faire voir.

La condition (2) qui, etant jointe ä l'equation (1), a pour effet de reduire

chaque groupe de representations de Tentier m par la forme (a, b, c) a deux

representations particulieres qu'elle separe ainsi de toutes les autres, prend une

forme remarquable lorsqu'on fait un choix convenable de la constante arbitraire

k qu'elle contient.

• Soit k = N(yä,m). La condition dont nous parlons, deviendra ainsi:

iV(l/äw) < N{ax+{b+Yl))y) < (tNC^m)-

Observons que, comme il ne s'agit que de quantites positives, cette double

inegalite est tout-ä-fait equivalente a celle-ci:

iV(a?«)< (A'(aa;+(6+ j/5)y))=' < ff ^ A'(«w.)

qui, ä son tour. peut etre remplacee par celle qu'on en deduit en divisant par

j\'(o.i'+ (i+ ]//))^). et en observant qu'on a:

N{am) = N{ax-h(b-hyD)y)N{a-T+(b—yi))y).

On trouve ainsi:

(3) N(a.r+ (b— yD-)y) < N{ax-h(b-i-Y^)y) ^ ff' N{ax-h(b—yi))y).

C'est sous cette derniere forme que nous emploierons dorenavant la con-

dition qui sert a reduire tout groupe de i-epresentations a deux de ses termes.
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II. Quant aax deux questions que nous nous etions proposees sur requi-

valence des formes. comnie Celle d'entre elles qui a pour objet de deduire toiites

les transfoi-mations d'une forme en une autre equivalente, d'une premiere trans-

forniation supposee donnee, s'est trouvee dependre de requation /'-— Dur = 1,

dont nous avons donne la Solution generale, nous n'avons plus ä traiter que la

premiere des questions enoncees au comraencement du §.11. II s'agit donc de

faire voir comment. etant donnees deux formes (a. i, c) et ((/', b'. c') ayant

nn determinant commun D, on peut decider si ces formes sont equivalentes ou

non. et obtenir. dans le premier de ces deux cas, Tune des substitutions au

moyen desquelles la premiere se change dans la seconde. Pour resoudre cette

question. on se rappellera que, d'apres ce qu'on a demontre dans le §. 12. tont

revient k voir s'il existe des representations de l'entier a' par la forme (a. b. c),

qui appartiennent ä la valeur b' de l'expression Vi) (mod. «'). Si Ton trouve

qu'il n'y a aucune representation pour laquelle la condition enoncee soit satis-

faite, on sera assure que les deux formes ne sont pas equivalentes: dans le cas

contraire, Fune queleonque des representations obtenues donnera sur-le-champ

la transformation cherchee. La question proposee se trouvant ainsi reduite ä

Celle dpnt nous avons donne la Solution dans le numero precedent de ce para-

graphe. doit elle-meme etre consideree comme resolue.

III. Avant d'en venir ä la question qui forme le principal sujet de

ce Memoire, nous avons encore a indiquer comment, etant donnee une forme

aa~-\-2bxy-\-cy'^ du determinant 7), on peut assigner d'une maniere generale

les valeurs simultanees x et y, pour lesquelles la valeur de cette forme soit

impaire et premiere ä D, ou plus simplement, soit premiere ä (l-\-i)D = zi.

Comme, en posant x^ce, y^^y (mod. z/), oü « et y peuvent etre choisis dans

un Systeme de residus relatif au module z/, on a:

a.e^-i-2bau/-{-c)/^ ^ aa"-{-2baY-\-cy- (mud. J),

on voit que ia question proposee se reduit ä examiner pour lesquelles des

combinaisons ce, y ou plutöt pour combien de ces combinaisons, car c'est uni-

quement leur nombre qu'il nous Importe de connaitre, le second membre est

premiei- ä zl. J'observe maintenant que sans nuirc en rien k la generalite de

la question, il est permis de considerer le coefficient a comme premier k J.

En effet, comme la forme donnee est supposee de premiere espece, on peut

toujours, si eile ne satisfait pas a la condition enoncee, la transformer en une
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autre oü cette derniere se trouve i-emplie; et l'on prouve facilement que rela-

tivement :i la nouvelle forme, le nombre des combinaisons dont il s'agit, est le

meme que pour la forme donnee. Le raisonnement par lequel cette derniere

assertion peut eti-e justifiee, etant tres simple et d'ailleurs entierement semblable

k celui dont nous avons dejä fait usage dans la question analogue, relative anx

entiers reels*), nous nous dispenserons de le repeter ici.

Cela pose, 11 est evident que, pour que l'expression ace^-\-2hay-\-cy''- soit

premiere ]x J = (\-\-i')T). il faut et il suffit qu'il en soit de meme du produit:

a{au--\-2buy-\-cy-) = (aa-^by)-— By".

Distinguons maintenant le cas oü D est impair et celui oü D est divisible par

l-\-i. Dans le premier de ces deux cas, il faudra, si y est divisible par l+ ^,

que acc-^hy soit premier a /J, et si ;' est impair, que aa-\-by soit divisible

par \-\-i et pi-emier ä D. Or comnie, / ayant une valeur determinee, Tex-

pression aa-hby, dans laquelie a est le terme general d'un Systeme de residus

pour le module z/, represente elle-meme un semblable Systeme (§. 5, III.), il

s'agira de deterniiner condnen, dans un Systeme de residus pour le module /i,

il existe de termes premiers h A ou de termes premiers ä D et en outre

divisibles par \-\-i, selon que y sera ou ne sera pas divisible par 1-f-?'. Le

premier de ces deux nombres est ip^J); pour obtenir le second, on se rappel-

lera que, si l'on divise par l-l-i ceux des termes du Systeme en question qui

renferment le facteur 1+ ?', les quotients formeront un Systeme de residus pour

le module Z) (§. 5, IL), d'oü Ton conclut que le nombre que nous avons ä

deterniiner, est exprime par if'(^D). J'ajoute que cette derniere expression peut

etre remplacee par if'(z]) puisque, D et 1+« etant premiers entre eux, on a

(§. 5, V.):

(/'(J) = il'((l-hi)D) = il>(l+i)HD) = HD).

Ayant ainsi reconnu qu'a toute valeur determinee / il repond yj(/J) valeurs a

qui satisfont aux conditions exigees, et sacliant d'un autre cöte que y est sus-

ceptible d'un nombre de valeurs exprime par iSX-d), on en conclura que les

ijombinaisons a, y (]ui rendent acr-h2hcr/-+-cy- premier ä z/, sont au nombre

de N(J)iij(/l).

Le cas oü D est suppose divisible par 1-hi, donne le meme resultat.

En effet, comme le terme Dy'' est dans ce cas divisible par l-hi, tout se re-

*) Rechercues sur diverses applications de l'Analyse iafinitesimale a la theorie des Nombres, §. 5 ')•

') S. 437 dieser Ausgabe von G. Lejeuiie Dirichlet's Werkeu. K.

G. Lejeune Dirichlet's Werke. ^

o
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duit ä faire en sorte que ace-\-hy soit premier a z/. et l"on voit facilement que

les valeurs a qui, repondant ä ime valeur determinee /. satisfont ä cette con-

dition, sont toujours au nombre de if-'(J), d"oü Ton conclut que celui des com-

binaisons dont il s'agit, est eoal ä N(zl)ip(/I), comme dans le preiviier cas.

On voit ainsi qiie les valeurs simultanees de x et de y qui. etant sub-

stituees dans Texpression fl.r-|-2i.r(/+ c^-', la rendent preiniere a (l+ /)/) = z/,

peuvent toujours etre distribuees en systemes de la forme:

QU V et lu sont des entiers indetermines, et rc et / des entiers determines. et

que le nombre de ces systemes est toujours exprime par N(^zi)xfj {_/!).

Classification des formes et theoremes qui s'y rapportent.

La Classification dont il sagit. consiste a rapporter deux quelconques

des formes qui ont un determinant commun D, ä la meme classe ou ä des

classes distinctes. suivant que ces formes sont equivalentes ou non. Nous de-

montrerons d'abord que les classes ainsi definies sont toujours en nonibi-e limite,

(juel que soit le determinant donne. C'est ä quoi nous pai-yiendrons en faisant

voir que dans chaque classe il existe au moins une forme (ci, h, c) teile qu'on

ait ä la fois -g-iV(rt)^ ^Xb), iV(rt)^ '^(c), et en prouvant ensuite que les formes

de cette nature, qu'on appelle des formes rechiites, sont toujours en nombre fini.

Pour etablir le premier de ces deux points, il s'agira de montrer qu'une

forme quelconcjue (ci, h, rt') peut toujours se transformer en une forme reduite

equivalente. Considerons a cet efft^t la Substitution (
"

',. ). oii nous n'avons

que cette seule condition ad— ßy ^ ^^ '^^ observons cjue cette derniere sera

satisfaite si, ö restant quelconque, nous supjjosons « = Ü. /^ ^ 1 ,
;' = — 1.

Au moyen de la Substitution ainsi particularisee, la forme (a, h, a') se changera

en une autre («', b', a"), oü Ton aura b' ^= — b — ad'. D'apres ce que nous

avons remarqu^ au commencement du §. 2, nous pouvons toujours disposer de

l'indeterminee d' de maniere que Ion ait \N(a'')^ ^^(b"). hu, nouvelle forme

(«', b', a") satisfaisant alors h la premiere des deux conditions qui definissent

les formes reduites, si Ton a en outre A'(o') f^ N(a"), cette forme aura toutes

les proprietes requises: si non. on en deduira [lar le meme procede une troisieme
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forme (a". h". a'"), oü l"on aiira ^AXa") > N(b") , et qui par conseqaent sera

une forme reduite si Ton a en outre N(a") <C N(a"'). II est manifeste que si Ton

continue ä operer toiijours de la ineme maniere, on tinira necessairement par tomber

sur une forme reduite eqiiivalente ä la proposee; car pour qu'il en füt autrement,

il faudrait que la suite xV(«') >iV(</")> xV(rt'")>>••• put etre indefiniment pro-

longee, ce qui evidemment est impossible, les entiers «', a", a'" , . . . etant tons

difterents de z^ro si, comnie on le suppose toujours, D n'est pas un carre.

Le premier point se trouvant ainsi etabli. il nous reste a faire voir

que les formes reduites {a , h, e) qui ont un determinant donne D, sont en

nombre limite et peuvent toujours etre assignees facilement. Les deux condi-

tions \N(ci)^N(h). N(a)^N{c) donnent d'abord N(ac)'^4:N(b-). et par

suite yN{(ic) > 2N(b). Si d'un autre eote, on applique a l'equation ac^Ir—D
le theoreme dejä employe dans le §. 13. on en conclura:

]/N(ac) ^ \/N(h')-\-yN(—D),

ou ce qui revient au meme:

-\/N(ac) ^ A^(6)+l/iV(Z)),

inegalite qu'il suffit de comparer k Celle dejä obtenue. pour voir qu'on a:

Comme N(b) et par consequent aussi h n'est ainsi susceptible que d'un nombre

limite de valeurs faciles a assigner, pour obtenir toutes les formes reduites du

determinant D. il suffira de decomposer chacune des valeurs correspondantes

de b- — D de toutes les manieres possibles en deux facteurs a et c, en suppo-

sant A^(f/)^ ^X^); et de ne conserver que Celles des combinaisons o, b, c pour

lesquelles on a ^X(a) > N(b)*).

Ayant ainsi obtenu toutes les formes reduites (a. b, c) qui repondent k

un determinant donne. si comme nous le supposons, on n'a en vue que les

formes qui appartiennent ä la premiere espece, il ne restera plus qu'ä elfacer

Celles des formes trouvees, pour lesquelles a, b, c ou <t, 2b, c auraient un

diviseur commun.

*) On voit ijue la metliode dout nous venons de faire «sage pour obtenir les formes reduites, est

entierement aualogue ä celle qui sert pour le meme objet dans la theorie des entiers reels. Nous ajoute-

rons que la possibilite d'appliquer cette derniere aux entiers complexes, avait dejä ete remarquee par

Jl. .Jaiobi (Tome XIX, p. 314 du Journal de Grelle.)')-

') Bericht über die Verliandluiisfii der Königl. Preuss. Akademie der Wisseiisrhaften, JahrgaTis 1839, S. 86 K.

75*
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II s'ao-it maintenant de faire remimeration coniplete des classes qui re-

pondent au determinant D. en ehoisissant dans cliacune de ces classes l'une

quelconque des formes dont eile se compose. Des formes choisies d'apres cette

reale constitueront ee qiie nous appellerous un Systeme complet de formes non-

equivalentes ou plus simplement, im Systeme de formes pour le determinant dont

il s'ao-it. Un tel Systeme jouira evidemment de la double propriete de presenter

une forme et de n'en presenter qu'une seule qui soit equivalente ;i une forme

quelconque, pourvu que cette derniere ait l'entier D pour determinant et soit

d"ailleurs de premiere espece. Pour construire un Systeme de cette natura, on

peut se servir des formes reduites que nous avons appris ä determiner dans

ce qui precede. En effet, comme parmi les formes reduites il s'en trouve

toujours au moins une, qui appartienne k une classe arbitrairement choisie, tout

reviendra a elirainer les formes surabondantes. Apres avoiv ränge ä cet eflfet

les fortnes reduites dans un ordre quelconque, on commencera par comparer

la premiere d'entre elles ä chacune des suivantes et Ton effacera toutes celles

de ces dernieres, que l'on reconnaitra lui etre equivalentes. Cela fait, on com-

parera la seconde des formes que cette premiere Operation aura laissees subsister,

ä chacune des suivantes pour eftacer encore les formes qu'on trouvera lui etre

equivalentes, et ainsi de suite.

Le procede que nous venons d'indiquer, suffit pour assigner le nombre

des classes, ou ce qui revient au meme, celui des termes composant un Systeme

de formes pour un determinant quelconque, iorsque ce dernier est numerique-

ment donne. Mais tel n'est pas l'objet principal que nous nous sommes pro-

pose dans ce Memoire, et qui consiste plutöt ä decouvrir la loi generale par

Jaquelle le nombre des classes se trouve lie au determinant auquel ces classes

se rapportent. Pour resoudre cette derniere question, il faut penetrer plus

avant dans la naLure de ce que nous avons nonune un Systeme de formes, et

se rendre compte des rapports qui existent entre un tel assemblage et la tota-

lite des entiers que ces formes j^euvent servir a representer.

§. 17.

Soit:

(1) ax^->r2bxy-^cy', a'j:--\-2b'xy+c'i/'. . . .

un Systeme de formes (de premiere espece) pour le determinant D. et propo-
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sons-noiis de rechercher sous quelles conditions im entier m que nous suppose-

i'ons impair et premier ä D, on rennissant oes deux conditions en une seule,

que nous supposerons premier ä zi = (1-t- /)Z). peut etre repr(^sente par une

ou par plusieurs de ces formes, et de determiner, lorsque de telles representa-

tions existent, le nombre des groupes dans lesquels leur totalite se distribue.

II est bien entendu que, comme dans ce qui pi-ecede, il n'est toujours question

que de representatlons pour lesquelles les indetei-minees x et y soient premieres

entre elles. D'apres le §. 12, il y a une premiere condition a remplir, consistant

en ce que D doit etre residu quadratique a Tegard de m, et il resulte d"un

autre cote du §. 9 que, pour qu'elle seit satisfaite, il faut et il suffit que pour

chacun des diviseurs simples / de m. on ait:

Ces conditions particulieres etant supposees remplies, si Ton designe par ,ti le

nombre des facteurs simples primaires inegaux que Tentier m contient, la con-

gruence z" ^^ D (mod. m) aura 2" racines, et il s'agira de chercher quels sont les

groupes de representations qui puissent repondre ä ces diverses racines. Soit / l'une

quelconque de ces racines, et proposons-nous de determiner les representations

qui lui appartiennent. D'apres ce qui a ete demonti'e dans le §. 12, nous avons ä

examiner si parmi les formes (1) il y en a une qui soit equivalente ä celle-ci:

I m, I, •

Observons d'ubord que les coefficients de cette derniere sont evidemment sans

diviseur commun, puisqu'un tel diviseur diviserait aussi le determinant D, ce

qui serait contraire ä Thypothese admise d'apres laquelle m est premier ä D.

Comme d"un autre cöte, ?n est suppose impaii', on voit que la forme precedente

appartient a la premiere espece, d'oü il suit que la forme dont il s'agit, a son

equivalente dans le Systeme (1). II resulte de la et du paragraphe deja cite,

qu'il existe toujours un groupe de representations appartenant a une racine deter-

minee /, et qu'il n'en existe qu'un seul, d'oü l'on conclut que les representations

dont rentier m est susceptible au moyen des expressions (1), forment toujours

un nombre de groupes distincts, egal a la puissance 2".

Nous pouvons maintenant reduire chacun des groupes dont il s'agit, ä

deux representations individuelles, si dans chacune des formes (1), nous limitons
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les indetenninees x et y, au moyen de la condition d'inegalite dejä doiinee daiis

le §. 15, cette condition etant pour la premiere des expressions (1):

et se deduisant pour les autres de celle que noiis venons d'ecrire, en y accen-

tuant les lettres a, b, c. Ces conditions etant jointes aiix formes (1), on voit

que le nombre des representations dont ??i est susceptible au moyen des formes

dont il s"agit, sera fini et exprime par 2""'"'.

Au moyen du resultat que nous venons d'obtenir. il est f'acile de former

l'equation generale que nous allons ecrire:

(4) :s2''+^F(m) = :sF(ax"-+ 2bj-ij-^c>j')-\-:sF(a' x'+2b' j-y+c'f)-i--

La sommation indiquee dans le premier niemlire est supposee embrasser la

totalite des entiers m premiers h A dont tous les diviseurs simples / satisfont

ä la condition (2), ^ designant, pour chacun de ces entiers m. le nombre de

ses facteurs simples primaires inegaux. Quant aux sommes contenues dans le

second membre, elles sont en meme nombre que les foi-mes (1), et repondent

chacune ä Tune des formes en question. Dans chacune de ces sommes le signe

^ doit s'etendre ä tous les systemes de valeurs simultanees x et y qui rem-

plissent la triple condition de n'avoir pas de diviseur commun, de donner a la

forme oü elles sont substituees, une valeur premiere a A. et enfin de satisfaire

ä la double inegalite (3) lorsqu'il s'agit de la premiere somme, et ä des inega-

lites de mcme forme pour chacune des autres. La fonction designee j^ar la

caracteristique F est arbitraire et doit seulement etre choisie de maniere que

les series contenues dans requation, soient convergentes et aient des sommes

independantes de Tordre de succession de leurs termes. La verite de requation

ainsi formee est evidente, et l'on voit que cette equation n'est que la traduction

de la double propricte remarquee plus haut et consistant en ce que d'une part

tout entier suppose premier k z/, pour etre susceptible d'etre represente par

les formes (1), doit etre compris parmi ceux que nous venons de designer par

vix, et en ce que d'autre part chacun de ces derniers admet en effet 2""''' re-

presentations au moyen des expressions (1), si ä chacnuc de ces expressions

Ton suppose joitite une condition d'inegalite comme celle de (3). D'apres la

maniere dont Tequation precedente subsiste, il est manifeste qu'elle ne cessera

pas d'avoir lieu si ron y remplace partout les entiers complexes qui se trouvent
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soiis le sigue F, par leurs nonnes. de sorte qiron aiira ausj;i:

les sigiies sommatoires ayant toujours la meme signification.

Particularisons la fonction arbitraire contenue dans l'eqiiation. et sup-

posons que cette fonction golt ime puissance de l'exposant — s, oü ä est iine

quaiitite positive superieure ä l'unite. II viendra ainsi:

2"+i 1 1^ = 2 ]-2
1

(AXm)f {N(aj:^-h2bxij-{-cy'')y (N(a'x^-h2b'a:y-\-c'y')y

Comme d'apres la definition des entiers in, quatre nombres associes se trouvent

evidemment toujours simultanement compris ou non parmi ces entiers m, on

voit que nous pouvons considerer la sommation indiquee dans le preniier inembre,

comnie ne devant plus s'etendre qu'aux entiers m qui satisfaisant aux conditions

enoncees plus haut, soient en outre primaires, c"est-a-dire tels qu'en posant

in = a-\-ßi, on ait «^1 (mod. 4), ß^O (mod. 2), pourvu qu'en merne temps

nous quadruplions le preniier nienibre. On aura ainsi:

2" 1 1
(5) 82— = 2 \-I

\

(A'C'O) {N(ax'-+-2b.T2j-hcf)y (N(a\r''-^2b'xy-\-c'yy

L'entier m etant primaire. on aura toujours, d'une maniere unique (§§. 2 et 3. V.),

m ^ /"'/"''"..
., les exposants li, h". ... etant tous differents de zero, et/',

/", . . . designant des nombres pretniers primaires inegaux qui satisfont k la

condition (2), et dont le nombre est exprime par ,w. Cela etant, il est facile

de se convaincre qu'on a:

14--
'

(G) ^-.^ = n ^^):
AN(m)y i_ 1__

(iVC/)/

le signe TT s'etendant ä tous les nombres premiers inipairs et primaires /, qui

ne divisent pas le determinant D et remplissent la condition (2). II suffit de

developper le facteur general comme il suit:

1
1+

(^^'(/y _ 14—1-
i_^ mnf {Hß)r i^^XDf

(AX/))'

et d'eti'ectuer ensuite la multiplication pour reconnaitre, au moyen de la remarque

que nous vehons de faire, que Tequation (G) est en efiet exacte.
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Atin de transformer ulterieurement le second niembre de cette equation,

soit le terme genera] de la suite des nombres premiers impairs et primaires,

k rexclusion de ceux qui divisent D, et considerons le prodait:

n i^-,

oü le signe de multiplication est suppose s'etendre ä toates les valeurs q que

nous venons de definir. Comme l'on a:

1 ^ ^ .
1 1 , 1

1— i^(q)r iMqy mf)f
(AT?))

et qu'on sait d'iui aatre cöte, que tout entier impair et primaire n'est suscep-

tible que d'une seule decomposition en facteurs simples primaires. on voit que

le prodiüt precedent equivaut ä une serie d'une loi tres simple, et que l'on a:

le siofne 2i se rapportant ä tous les entiers impairs n, primaires et premiers

a D. Si au lieu du produit precedent, l'on considere le siiivant:

L q J [.\Xq)f

on reconnaiti'a que ce nouveau produit, traite de la meme maniere, se transfoi*me

en une serie avant pour terme general •/ > ^ü le coeffioient / sera donne

par la lormule:

si Ton suppose n ^ q''"' q'"'".
. ., les exposants etant positifs, et q^, q", ... de-

signant les nombres premiei-s inegaux q que l'entier n eontient. Si maintenant

l'on observe qu'en vertu de la troisieme des equations (e) du §. 8. Texpression

/ peut etre remjjlacee par:

Iq'^l lY^l ""
L q"--q"''-... J

^ LVj '

on aura requatioii:

mq)fL 7 J fAYfl^V'
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dans laquelle les signes II et 2^ ont la meine signification que dans Teqaa-

tion (7). Cela pose, faisons le produit des eqiiations (7) et (8), et divisons en-

suite ce produit par l'equation (7), apres avoir reraplace dans cette derniere .•?

par 2s. Le facteur general du premier membre de l'equation que Ton obtient

ainsi, sera evidemment:

1 L^

V {N(q)yJ\ l q J iN(q)rJ L
,j ] (AT(^))'

Ce facteur presente deux cas differents selon que Ton a:

Dans le second il se reduit ä l'uuite et peut etre ouiis, tandis que pour

premier il prend la forme:

1
1+ -

mq)r
1 '

mq)r

Or, les nombres premiers q pour lesquels on a — =1; coincidant avec eeux

que nous avons precedemmeiit designes par /, on voit que l'equation qu'il s'agit

de former, est:

1 „ 1
1-

L n -I (N(n

1 L_ ,^^
Au moyen de ce resultat et de l'equation (6). l'equation (5) peut prendre

forme:

oü les signes sommatoires qui se rapportent a, n, s'etendent ä tous les entiers

primaires et premiers a zi, tandis que ceux qui sont relatifs aux valeurs simulta-

nees x et y, conservent la signification indiquee plus haut. II est facile de se

convaincre que les produits de series. contenus dans le second membre, sont

susceptibles d'une forme beaucoup plus simple, qu'ils prennent lorsque la multi-

G. Lejeuue Dirichlet's Werke. 76
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plloation indiquee est etfectuee. Pour leur donnev cette nouvelle forme, nous

considererons particidierement le premier de ces prodults, la meme transformation

s'appliquant a tous les aiitres. En faisant le prodiiit des terines generaiix des

deux soiumes quMl s'agit de miiltiplier entre elles. on aura:

1 1

oü l'on a pose .r' = «.r, y' = />ij. \ oyons quelle est la nature des systemes

x'. ij aiixquels la nouvelle sommation doit se rapporter. Comme on a:

7i"(oj-"-\-2b.i-y-{-cy-) = a.i-''-\-2('y y' -\-cy''.

on voit d'abord, en ayant egard aux conditions que x, y, n sont supposes

reniplir, 1" que pour cliacun des systemes en question. ax"--t2bx'y' -hcy'- est

premier a /J. et 2" que les eutiers x'. y' satisfont ä la double inegalite:

Niaa:'-{-(b—yi))y')<:JS(ax'-h(/j-hVD)y') ^ a'JS{ax' -h(b—]/ü)y')

de meme forme que (3), et qui resulte de cette derniere en multipliant par

N(ji'). II est facile de prouver reeiijroquement que tout Systeme x'
,

y' qui

satisfait ä ces deux conditions. est en effet com]>i-is parmi ceux auxquels la

nouvelle sommation doit s"etendre, et ne s'y presente qu"une fois. Cest k quoi

l'on parvient. en assignant l'entier v. et le Systeme x, y, Tun et Fautre entiere-

ment determines, dont la combinaison fournit le Systeme donne x', y'. Soit

k cet effet x' = 7ix, y' = iiy, oü 7i designe le plus grand diviseur commun

primaire de x et y, qui sera completement determine ainsi que les entiers x et y.

Cela etant, il est evident que n est premier a z/, et Ton voit egalement sans

difticulte que les entiers x et y, premiers entre eux, satisfont aussi aux deux

autres conditions auxquelles les systemes .r, y sont assujettis. Cela est manifeste

pour Celle de ces conditions qui consiste en ce que ax- -\-'2hxy -\- cy' doit etre

premier ä A, et pour prouver que la doulile inegalite (3) a pareillement lieu,

il suffit de diviser par iV(«) celle que nous avons ecrite plus haut et k laquelle

x et y sont supposes satisfaire.

Apres avoir ainsi rcconuii la nature des sj'stemes x' . y' que la nouvelle

sommation doit embrasser, nous pouvous siqiprimer les accents des indeterminees

x' et y. L'equation qu'il s'agissait de transformer, deviendra ainsi:

(9) 8^—̂ --.vr^uj- " 1

(AT«))' L n J iNCn](A-(w))' L « J (^'(n))' {N{aj:--\'2ba:y+cy'))'
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oü la double sommation indiquee dans le premier terme du second membre est

siipposee s'eteiidre aux valeurs simultanees .r et y telles que a.v--\-2bxy-hcy-

soit premier k J, et satisfiiisant en oiitre ä la condition (3). Quant aux autres

termes. comme ils 8ont de meme nature que celui dont nous venoiis de parier,

et resultent de ce dernier en accentuant les lettres a, b, c, nous continuerons

h. ne pas les ecrire. II s"agit niaintenant de transformer requation que nous

venons d'obtenir, de maniere qu'elle exprime le nombre des formes non-equiva-

lentes qui repondent au determinant D. Ce sera la Tobjet du paragraphe suivant.

Expression du nombre des classes au moyen d'une suite infinie double.

§• 18.

Pour parvenir au but (jue nous avons en vue, nous aurons a examiner

ce que les ditferents termes de l'equation (9) du paragraphe precedent deviennent,

lorsque la variable .? que cette equation contient. converge vers sa limite qui

est Tunite.

1. Occupons-nous d'abord du second membre, en nous bornant toujours

a considerer la premiere des sommes dont ce membre se compose. Comme
independamment de la double condition d"inegalite k laquelle x et y sont sup-

poses satisfaire, ces indeterminees doivent etre telles que la valeur du trinorae

((.r -\-2bxy-hcy- soit premiere k //, on conclut du §. 15, III que les valeurs

simultanees de x et y que la sommation embrasse, peuvent etre distribuees en

systemes de la forme:

(1) .r^yj+«, y ^ v:A-^y,

oü V, w et «, / designent des entiers complexes, les deux premiers indetermines

et les deux derniers determines., et que le nombre de ces systemes est toujours

i\'(^)i/'(z/). La somme dont il s'agit se decompose ainsi en N{/l)ip{/i) sommes

partielles, telles que la suivante:

^^^ ^ jN{a.T'+2bxy+ cif)Y
'

oü le signe sommatoire doit s"etendre k toutes les valeurs de x et y, donnees

par les formiiles (1), et en outre telles que Ton ait:

(3) N{cur.+{h^'\fD)y) < N(ax+{h-^]/D)y) ^ a'N(ax+{h—-\fD)y).

76*
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Poiir evaluer la sonime partielle (2), soit z une variable positive, et pro-

posons-nous de determiner Tentier positif Z qui exprime combien de fois dans la

somme dont il s'agit, l'expression X(ax'-h2b.vy-hcy-') obtient une valeur non-

superieure ä z. On sent que Z est utie fonction discontinue tres compliqaee de la

variable z; mais il ne s'agira pas d'obtenir cette fonction avec une exactitnde

absokie, et il suffira de connaitre son expression-limite, c'est-ä-dire une expression

dont le rapport ä Z converge vers l'iinite, lorsque la variable z devient inlinie.

D'apres ce qui precede, l'entier Z designe le nombre des combinaisons !', lo

pour lesquelles on a, outre la condition (3), celle que nous allons ecrire:

N(a.r'-\-2bxy-\-cy-) < z,

ou ce qui revient au meme, celle-ci:

(4) N{ax-{-(b+ ]/D)u)N(„.,-+(b^\/D)>/) ^ zN(a),

X et y etant supposes remplaces dans les conditions (3) et (4) par les ex-

pressions (1).

Observons maintenant que, comme il ne s'agit que d'obtenir le nombre

des combinaisons v, lo qui satisfont aux inegalites precedentes, nous pouvons

remplaeer les entiers i\ w par d"autres indeterminees v\ lo , entieres ou non,

niais tellement liees ä v et w qu'a toute combinaison v, w reponde une combl-

naison unique r', iü\ et reciproquement. Soit, pour abreger, z ^= -^^ , o\\ l. est

suppose positif; il est facile de voir que nous remplirons la condition enoncee

en posant les equations lineaires:

.' = (.+^)c, <'-' = {--^iY

en vertu desquelles, l. etant reel et r, lü designant des entiers complexes inde-

termin^s, v' et w' exprimeront Tun et l'autre des nombres complexes, dont

les deux parties sont les termes generaux de progressions arithmetiques reelles,

ayant la quantite l. pour raison commune. Au moyen de ces expressions les ibr-

mules (1) que nous avons a sulistituer dans les conditions (3) et (4), deviennent:

vd w'J

Si maintenant Ton effectue la Substitution dont il s'agit, et que Ton multiplie

ensuite les inegalites (3) et (4) rcspectivement par
,^

et ^- ;, , il viendra
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siniplenient:

de Sorte que le nombre Z qu'il s'agit de determiner. col'ncide niaintenant avec

celui des combinaisons v . w' qui satisfont ä ces dernieres inegalltes, dans les-

quelles v et w' ont la signification indiquee plus haut.

II faut niaintenant remplacer les nombres complexes. contenus dans ces

inegalltes, par leurs elements reels. Posons pour cela:

(6) c = a;-\-x'i, w' =^ y-l-y' i^

oü les quatre quantites reelles x, x'
, y, y sont les termes generanx d'autant de

progressions arithmetiques, indefiniment prolongees dans les deux sens et dont

la raison commune est ^. Posons encore:

(7) a = «4-«'/, 6 = ^+;i'«, ]/Z» = (J+(5'/,

((. «'. (i, ß'
.

<)'. ()" etant des constantes reelles, et soit eiifin. pour abreger:

. ^p=ax~a'x\ q=ßy--ß'y', r=6y—ä'y',
\p' = a'x-hax', q' = ß'y-{-ßy\ r' ^ ö'y-h6i/'.

En substituant les expressions (6) et (7), les inegulites (5) prendront la forme:

(p-i-q— ry+ (2)' -hq'— r'y <(p-i-q-\-ry+(p' -{-q' +r'y

< a'{(p+q-ry-h(p' -hq' -r'y-),

{(p-^q-hry-^(p'-i-q'+r'y)((p+q-ry-i-(p'-hq'-r'y) ^ ^'^'(^)-

11 est niaintenant facile de reconnaitre que Tentier Z, lorsque la variable

^ dont il est fonetion, devient infiniment petite, depend de Tintegrale suivante:

(9)

(10) (iUdxdx'chjdij' = A,

dans laquelle les diÖerentielles dx. dx . dy. dy sont considerees coninie positives,

et qui est supposee s'etendre ä toutes les valeurs des variables x, x, y, y'

compatibles avec les conditions (9). En eifet, si dans Tintegrale precedente l'on

considere les quatre differentielles comnie constantes et egales a >, tous les

elements de cette integrale auront la valeur commune t*, de Sorte que l'inte-

grale sera egale au produit de 'C.- par le nombre des combinaisons x, x
, y, y

qui satisfont aux conditions (9), et dans lesquelles les variables sont supposees
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croitre de la difFerence constante ^. Or. ce dernier noinhre etant precisement

rentier Z. on aura poiir une valear infiiiimeiit petite de ^i

ZV = Ä,

ou ce qui revient au meine:

(11) Z = Az,

z etant suppose infini. II est encore facile de s'assurer quen nieme temps que

le rapport des deux membres de'cette derniere equation tend vers la liniite 1,

leur difFerence croit moins rapidement qn'une puissance de -. dont l'exposant

constant serait tant soit pen superieiu- ä |-, et generalenient ä , s"il

s'agissait d'nne integrale de l'ordre ?»*).

Tout se rednit donc maintenant ä obtenir la valeiir .4 de lintegrale (lü).

Pour y parvenir. on pourrait faire usage d'une Substitution unique, niais le calcul

devient beaucoup plus simple, si Ton emploie plusieurs substitutions successives.

Observons que, l'ordre des integrations etant arbitraire, nous pouvons con-

siderer les integrations relatives k .i' et x' conune devant etre efteetuees les pre-

mieres, et que rien ne s'oppose alors ä ce que nous remplaeions les variables

X et x par de nouvelles variables t et t' , liees aux premieres par des equations

qui contiennent y et y'
,
])0urvu que dans ces equations Ton traite y et y' conime

des constantes. Posons donc:

f=p+q., f=p'-hq',

p, q. ])', q designant les expressions lineaires (8). Si Ion applique la formule

connue qui sert a la transformation des integrales doubles. on trouvera que le

produit dxdx' devra etre remplace par:

.,

^ „ dtdt' = -r}r^dtdt'.

*) Le principe dont nous faisons usage dans le texte, est evident et resulte immediatement de la

notion meme d'une integrale multiple, consideree comme une sorame d'elements infiniment petits. lorsque,

comme il arrive ici, les variables ne doivent pas obtenir des valeurs infiuies daus les integrations qu'il s"agit

d'effectuer; mais il est bon d'ajouter que si, l'integrale elle-meme restaut toujours finie, cette derniere cir-

constanee n'avait plus lieu, l'application du meme principe pourrait conduire ä des resultats entierenient er-

rones, ce dont il est facile de voir la raison, et comme on peut d'ailleurs s'en assurer par des exemples,

en considerant une integrale double exprimaut une aire finie, comprise entre une courbe et son asjmptote.

Quant ä l'assertion que nous venons d'avancer et d'apres laquelle les variables x, x\ y, ;/' ne sauraient itre

infinies dans notre cas. eile resulte trop simplemeut des conditions (9), pour qu'il soit necessaire de nous y
arreter.
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Ell substitiiant cette derniere expression dans Fintegrale et les noiivelles variables

dans les conditioiis (9), qui definissent Tetendue des integrations, on aura:

((f+ry+(t'+r'y^{(f-ry+(t'-ry)<:i\(^^'^,

oü noiis avons supprime les signes d'egalite qui accompagnaient ceux d'inegalite

et qui sont desormais inutiles, les conditions precedentes se rapportant mainte-

nant a des variables continiies. Si en second lieu, ^ et ^' etant consideres conime

constants. nous remplacons les variables y et y' k leur tour par de nouvelles

variables r et r', liees ä y et y' par les deux dernieres des fonnules (8), Finte-

grale deviendra:

fffjdtdt'drdr' == AN(aYl)%

les conditions qui en definissent Fetendue, etant toujours Celles que nous venons

d'ecrire. Distribuons actuellement les quatre variables en ces deux groupes:

t, r; t'. }', et rempla(;'ons-les respectivement par ces deux nouveaux groupes:

.r. ,r': y, y'. lies aux precedents par les equatioiis:

.r = t— /, x' = t-\-r: y = t'— r', y' = t' -\-r\

en vertu desquelles il faudra inettre \dxdx , \dydy' respectivement k la place

de dtdr, dt' dr . L'integrale et les conditions qui, s'y rapportent, se changeront

ainsi en:

[fU'dxdyd.v'dy' = 4:AN(ayD),

liempla(;'ons maintenant les variables de chacun des groupes x, y et x'. y' par

des coordonnees polaires. en posant:

X = ocosö, y = psinö; x' = ^'cosö', y' ^= (/sinö',

oü il importe de reniarquer qu'independamment des conditions auxquelles les

nouvelles variables doivent satisfaire en vertu des inegalites precedentes, il faudra

regardei- p comme positif et comme etant compris entre les limites et 2n,

pour qu"ä une meme combinaison x, y ne reponde pas plus d'une combinaison

p, 6. et que p', 8' doivent etre assujettis k la meuie liniitation. Par Fintro-
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duction de ces noiivelles variables, il viendra:

jfjJQo'üQdQ'dddd' = iAN(a\'D), q"- <. q" <:: a' q\ e'e"<^^'(-^>-)•

Les conditions d"inegalite iie contenant pas les variables 8 et 6', les integrations

qui s'y rapportent, devroiit setendre depuis jusqu'ä 2n: en effectuant ces

deux integrations et rempla^ant en outre p^, p'" respectiveraent par p, p', de

Sorte que ces nouvelles variables devront etre considerees comme positives, on

trouvera:

_(|
(iQdQ' = ~- AA'(a YD), e -< e' < ff^e, qq' < N(^]

.

Si maintenant, p etant regarde comme constant, noiis rempla(;'ons q' par une

nouvelle variable y, determinee par l'equation p' = fp, et qui en vertu de ce

qui precede. doit etre consideree comme positive, nous aureus dabord:

[j Q dQ dv = ^ AAXa \/D% 1< V <c 0=, e' <^ A'(^)

,

et par suite. en eftectuant l'integration relative ä (j. et qui doit s'etendre depuis

(>-' = jusqu'ä ?- = — ^^'(^) :

J V 71

d'oü Ton conclut enfin:

Tr^loger
.A

4N(J'YD)

Apres avoir ainsi determine le coefficient A, contenu dans l'equation (11),

il sera facile de voii" ce que la somme partielle (2) devient, lorsque l'exposant s

converge A'^ers l'unite, oa ce qui revient au meme, lorsque la variable positive p,

supposee liee ä s par l'equation s = l-+-p, est consideree comme infiniment

petite. En effet, comme la fonction Z qui exprime combien de fois dans la

somme en question, Fexpression N(ax'-t2hxy-hcy-') obtient une valeur qui

ne surpasse pas celle de ::, est teile que les deux rapports:

Z Z—Az
Az ' zr '

oü y designe une constante superieure ä la fraction |-, convergent le premier vers

une limite egale ä l'unitd, le second vers la limite zero, lorsque la variable z

devient plus grande que toutc grandeur donnee, on conclut sur-le-champ, du
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lemm lemontre dans le §. 1 du Memoire dejä plusieurs fois cite'), que pour

une valeur intiniment petite de p, la somme (2) prend cette forme tres simple:

A Tt^OgG 1 ^

Cette expression ne presente rien qiii soit particalier a la somme partielle que

nous avons consideree, ni meme rien qui soit particulier ä la somme totale

dont cette somme partielle l'ait partie, puisqu'elle n'est fonction que du seul

determinant D, commun ä toutes les formes quadratiques contenues dans le

second membre de l'equation (9) du §. 17. On voit donc qu'il suffit de la mul-

tiplier par le nombre N(J)xf)(J) des sommes partielles contenues dans une meme
somme totale, et par celui des formes qui constituent un Systeme complet rela-

tivement au determinant D, pour en conclure la valeur du second membre de

l'equation dont il s'agit. lorsqu'on y considere p comme infiniment petit. II

viendra ainsi:

H designant le nombre des classes qui repondent au determinant D.

IL II s'agit maintenant de considerer le premier membre de requätion

citee. Ce membre pouvant se mettre sous la forme:

42-
J(n)Y L w J iN('n

occupons-nous d'abord du premier de ces deux facteurs. Comme la somme

dont il s'agit, doit s'etendre ä tous les entiers 7i, premiers k J et en outre

primaires, il est evident que nous pouvons faire abstraction de la derniere de

ces deux conditions, pourvu qu'en meme temps nous omettions le facteur 4.

Les valeurs que 7i doit recevoir, peuvent se distribuer en systemes de la forme

*) Quoique les deux proprietes dont nous venons de faire usage, ressortent l'une et Tautre avec

evidence des considerations indiqudes plus haut, il peut etre bon de faire remarquer que la premiere de ces

proprietes suffit ä eile seule poui eu tirer la conclusion que nous venons d'enoncer. C'est ce qui resulte

d'une remarque deja faite dans le Memoire precedent, et d'apres laquelle le lemme dont il s'agit, comporte

plus d'etendue qu'il n'a ete necessaire de lui donner ä l'endroit cite. II est en effet facile de reconnaitre

que la verite de ce lemme ne suppose qu'une seule condition, consistant en ce que la fonction, designee

par /(O dans son enonce, doit etre teile que Ton ait = c, lorsque t obtient une valeur infinie. Pour

s'en assurer, on n'aura qu'ä apporter une modification assez legere et qui se presente tacilement, ä la de-

monstration qui a ete exposee dans le Memoire precedent.

') S. 415 UDd 41G dieser Ausgabe von G. Lejeuiie Dirichlefs Werkeo. K.

G. Lejeune Dirichlefs Werke. 77
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n ^ vJ-hce. V et a designant des entiers complexes, le premier indetermine,

le second determine pour cbaque Systeme, et devant etre egale siiccessivement

ä tous ceux des termes d"im Systeme de residus pour le module J qiii n'ont

pas de divisenr commun avec ce module. Considerons la somme partielle,

repondant k Tun quelconque de ees termes, et qui est:

1

Pour en obtenir la valeur, soit : une variable positive et Z la fonction dis-

continue de ; qui exprime le nombre des entiers v pour lesquels on a:

i\'(rj+«) < 2.

Si nous posons. pour abreger. : = -^^, t etant positif. et que nous remplacions

«• par une nouvelle indeterminee v' teile qu'on ait:

rinegalite preeedente se ohangera en celle-oi:

et Z designera alors le nombre des valeiirs v' qui satisfont a cette condition. Or,

en posant v' = x-hx' i, x et x' seront evidemment les termes generaux de deux

suites dont la premiere difFerence est constante et egale ä t; on voit donc,

comme plus haut, que pour une valeur intinie de :. on aura Z = Bz.

B designant l'integi-ale:

1

//<

Mais cette integrale etapt evidemment egale a '

, . , on conclura du lemme

dejä employe dans le numero precedent que la somme partielle que nous eon-

siderons, se reduit simplement u .. lorsque la variable q est supposee

devenir moindre que toute grandeur donnee: dOii il suit entin:

le signe sommatoire s'etendant, comme dans Tequation (!)) du §. 17, a tous

les entiers n premiers k z/ et en outre prinuiires.
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•III. Pour mettre enfin la seconde des deux sommes, rappelees au com-

niencement du numero precedent, sous la forme appropriee k notre but, il faut

distinguer plusieurs cas differents que le determinant D peut presenter. Ob-

servons pour cela que, si nous reunissons en un seul carre tous les facteurs

doubles de D, nous pourrons toujours inettre cet entier sous la forme:

(14) D = xQV\

/ ayant l'une de ces quatre valeurs:

(15) Z=l- Z = ', y. = l+h Z = «(l+«)>

et Q DU — Q designant un produit de facteurs simples impaii'S et primah-es,

tous inegaux, sans exclure le eas oü Ton aurait Q^zfcl, qui ne peut toutefois

avoir lieu qu"autant qu"on n'a pas / = 1. les determinants can-es etant toujours

exclus. Nous ajouterons que si les entiers /, Q, V doivent etre tels que nous

venons de les definir. ils seront completement determines pour tout determinant

donne, si ce n'est que Q. V'- peuvent etre simultanement remplaces par — Q. (Viy.

Cela pose, nous allons transformer l'expression — au moyen des equa-

tions (e) et (/) du §. 8. On a d'abord evidemment en vertu des equations citees:

Pour transformer le facteur —
- , ü devient necessaire d'inti'oduire explicitement

les deux entiers reels contenus dans n: posons donc n =^ X-hi/i, ^ et y etant

respectivement des formes 4/-I-1. 2/". II viendra alors suivant les quatre cas

dejä distingues (15), et en ayant egard aux deux premieres des equations

(/) citees:

Pour reunir ces quatre expressions en une seule formule. nous poserons S ^ ±1,

t ^ ± 1 . les signes ambigus etant choisis suivant les quatre cas que x P^^it

presenter en vertu des equations (15), comme il suit:

(16) ^=1, f = l: (J=— 1. « = 1; ä=h e = —l: <? = — 1. e = — 1.

Cette Convention admise, nous aurons pour tous les cas:

ji('-+-=-i)fi(»+')=-i)_

77*
[|]
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All moyen de cette derniere expression et de celles deja obtenues, le-facteur

du premier membre de ]"equation (9) dn §.17. qu"il s'agissait de transformer,

prendra la forme:

lY. Si maintenant nous siibstituons les expressions (12), (13) et (17)

dans requation citee. et que nous efFacions le facteur — et les autres facteurs

comniuns aux deiix membres, requation dont il s"agit. prendra la forme:

(18) H = ^4^ 3^i,.-^..-,)^.(,,^..,=-.) ri+rii 1
.

^ ' TT log ö- IQ] (/t-+V-)l+?

Teile est la suite inünie double qui exprime le nombre des classes pour un de-

terminant quelconque non-carre D. et dans laquelle nous avons conserve la

quantite infiniment petite p, qui ne doit etre annulee qu"apres que Ton aui-a

fixe l'ordre dans lequel les termes de la double somme doivent se suivre, pour

que cette somme soit en effet la limite de celle qui repond k une valeur infi-

niment petite de la variable positive p. La signification des lettres qui entrent

dans requation, a ete fixee dans ce qui precede, et l'on devra se rappeler que

la double sommation doit s'etendre h tous les couples d'entiers reels X et v.

respectivement des formes 4Ä:-f-l, 2k, et tels que l'entier complexe correspon-

dant Ä-\-yi soit premier a D.

Pour effectuer la double sommation, il faudra d"abord transformer le

r A I vi "1
. .

facteur —^
— au moyen de Tequation (A) du §. 8. et remplacer ensuite les

nouveaux symboles ainsi introduits par une suite finie de sinus ou de cosinus,

en se servant pour cet objet des formules connues dues ä M. Gauss. Apres

ces deux substitutions, l'une des deux sommations j^ourra etre executee au

moyen d'une suite trigonometrique, dont la somme a ete donnee par Euler, et

la suite infinie double, reduite par-lä a une serie simple, se decomposera alors

en plusieurs series partielles qui rentrent dans celles par lesquelles Abel et

M. Jacobi ont developpe les fonctions trigonometriques de l'amplitude d'une

fonction elliptique de premiere espece. Mais si avec le secours des formules

dont les illustres geomötres que nous venons de citer, ont enrichi 1'Analyse, la

sommation en elle-meme ne presente pas de difficulte reelle et n'exige que peu

d'espace, il n'en est pas de meme de la discussion a laquelle il laut soumettre
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le i-esultat qui s'en dediiit, pour en reconnaitre la veritable nature. Comme le

resultat dont il s'agit, se trouve dependre de la division en parties egales de

la fonction elliptique complete de premiere espece, pour le cas oü le module a

la valeur V^, et oü le nombre de ces parties egales est un entier complexe,

et que la thöorie des equations alg^briques qui se rapportent ä une teile divi-

sion, n'a ete qu'ebauchee jusqu'ä present*), il sera necessaire d'entrer ä cet

egard dans de nouveaux d^veloppements dont l'etendue excederait de beaucoup

les bornes que nous avons dii imposer a cette premiere partie de notre travail.

C'est pourquoi et conime nous en avons dejä averti, nous reserverons ces details

pour la seconde partie, et nous terminerons celle-ci par Fexamen des deux cas

particuliers, dejä mentionnes dans le preambule du present Memoire.

Examen de deux cas particuliers.

§. 19.

Les deux cas qu'il s'agit de considerer, sont ceux oü le determinant D
est un entier y^q\ ou le produit d'un tel entier par i. Comme en vertu de l'equa-

tion (18) du paragraphe precedent, le nombre des classes est evidemment le

meme pour deux determinants opposes, nous pourrons toujours considerer comme

positif, l'entier dont il vient d'etre question.

I. Soit en premier lieu D un entier positif non-carre, et soit S^ le plus

grand carre reel qui divise D. Nous aurons alors l'un de ces deux cas:

(1) D = PS\ D = 2PS\

P designant un produit de nombres premiers positifs, impairs et tous inegaux,

produit qui peut d'ailleurs se reduire ä l'unite dans le second cas. Comme,

en considerant P comme complexe, cet entier ou son oppose est primaire et n'a

que des facteurs simples inegaux, il suffit de mettre la seconde des equations (1)

sous la forme Z) ^ ^P((1— i^Sy, pour reconnaitre que les equations (14), (15)

et (16) du §. 18, qui se rapportent a un determinant quelconque, donnent rela-

tivement au cas particulier qui nous occupe, Q = P, s ^ l, J' = ±1, oü il faut

choisir le signe superieur ou le signe inferieur dans la derniere de ces equations,

Selon que D presente le premier ou le second des deux cas (1). En substituant

*) Voir un Memoire d'ABEL, insere dans le Journal de Grelle, Tome III, p. 160').

') Oeuvres completes de N. H. Abel. Edition de 1839, T. I, p. 221; Edition de 1881, T. I, p. 352.
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ces valeurs dans l'expression generale de H, et remplacant en nieiue temps a

par sa valeur. donnee par la tbnnule (3) du §. 14. ainsi qae -^—p— par Tex-

pression equivalente, fournie par la premiere des equations {(f) du §. 8. il viendra:

(2) E = ^-^ ^^i'^--->{^^ '
.

de Sorte que la somme double ne contient plus Tentier oomplexe /.-hfi. mais

seulement sa norme /"+ <'". II est vrai que cet entier semhle y entrer encore

implicitement par la condition que X-j-ft do\t etre premier ä D: mais ce dernier

entier etant reel, on voit que la condition dont il s'agit. revient ä celle que D
et /-+ *'' doivent etre Sans diviseur commun.

II. Considerons en second lieu un determinant de la forme D = D'i,

U etant un entier positif qu'il faudra seulement supposer tel que 2/)' ne soit

pas un carre. sans quoi D serait lui-meme un carre. Si nous designons par

S'" le plus grand can-e reel qui divise 2Z)'. nous aurons Tune ou Tautre de ces

deux equations:

(3) 2D' = P'S'\ 2D' = 2P'S'\

dans lesquelles P' est un produit de nombres premiers positifs, impairs et inegaux,

S' etant pair dans la premiere de ces deux equations. Ces equations donnent

respectivement celles-ci:

D = P' ((1+0 4-6")', D = P'iS'\

quil suffit de comparer aux equations deja citees du §. 18. pour voir que nous

avons Q = P', t ^ \. i)=dzl, le signe superieur ou le signe inferieur devant

etre choisi, selon que 2D' presente le premier ou le second des deux cas (3).

Au moyen de ces valeurs et par des transformations analogues k Celles que

nous avons operees dans le numero precedent. Ton trouvera:

(4) H = ^^' Vjia'+.=-i) fi!±zl^ l

nxlog(r-i-vy2D') V P' J (P-\-ifiy+?

X, T, V ayant la meme signification que dans l'equation (4) du §.14. et la

double sommation devant s'etendre k tous les couples d'entiers reels X, v, respec-

tivement compris dans les formes 4Z;-f-l, 2 k, et tels que X--\-p'' soit premier k /)'.

III. Nous allons maintenant faire voir que les sommes doubles (2) et (4)

peuvent etre remplacees chacune par un produit de deux series simples. La
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transfonnation qu'il s'agit d'effectuer, n'est qu'une application tres particuliere

de certaines equations generales dont nous avons eu a faire usage dans le Me-

moire precedent (§. 6, V.)^); mais, pour mieux faire sentir le principe sur lequel

cette transformation repose, il nous parait preferable de la rattacher a un

theoreme arithmetique tres simple et susceptible d'une demonstration tout elemen-

taire. Voici en quoi consiste ce theoreme:

..?/i designant an entier positif et impair donne, le nombre des Solutions

de l'equation m = X'-hy^, dans laquelle x et y sont des entiers reels indeter-

mines, est egal au (juadruple exces du nombre des diviseurs (positifs) de ?/!,

qui sont compris dans la forme 4^,4-1, sur celui de ces diviseurs qui ont la

forme 4^+ 3."*)

Comme les entiers x et y qui satisfont a l'equation precedente, sont

toujours Tun pair, fautre impair, on voit que si Ton considere Tun de ces

entiers, le second par exemple, comme devant etre pair, le nombre des Solutions

*e reduira de moitie, et l'on voit egalement que si l'on suppose en outre x,

pris avec son signe, de la forme 4ä;+ 1, le nombre des Solutions eprouvera une

seconde reduction de meme etendue, et deviendra simplement egal ä Texces

defini dans l'enonce, puisqu'ä une meme valeur de y repondent toujours deux

valeurs opposees de x, qui sont l'une de la forme 4^+ 1, Tautre de la forme

4^+ 3. Au moyen de ce resultat, il est facile de former Fequation generale

que nous allons ecrire:

et dans laquelle la double sommation, indiquee dans le premier membre, doit

s'etendre a tous les entiers positifs ou negatifs x et y, respectivement compris

dans les formes 4k-\-l, 2k, tandis que celle du second membre est supposee

embrasser tous les entiers impairs et positifs n et n'. D'apres la maniere dont

cette equation subsiste, il est encore evident qu'elle ne cessera pas d'avoir lieu,

si aux conditions enoncees nous ajoutons Celles que x'^-hy^ soit premier ä un

entier reel donne K, et qu'il en soit de meme du produit n?i', ces nouvelles

conditions n"ayant d'autre effet que de supprimer les memes termes de part et

d'autre. Ainsi restreintes, les indeterminees x et y auront la meme signification

') S. 456 dieser Ausgabe von G. Lejeune Dirichlet's Werken. K.

*) Voyez pour la demonstration de ce theoreme, dii ä M. Jacobi, le Tome Xll du Journal de

Grelle, p. 167, ou le Memoire cite, §. 7.-)

=) S. 463 dieser Ausgabe von G. Lejeune Dirichlet's Werken. K.
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que Celles designees par X et f dans les sommes (2) et (-i), en siipposant

respectivement K= D ou K= D\ tandis que n et n' devi-ont etre respective-

ment siippcses premiers ä Z) ou ä D' . Cela pose, si dans les deux sommes (2)

et (4) nous remplapons l'exposant de tf, par le produit:

ce quL est permis, le facteur ajoute etant impair, il suffira de supposer la fonc-

tion arbitraire F(z) de la forme:

'--ii^)^
pour conclure de requation en question que la somme double (2) est equivalente

ä Celle -ci:

"^ ^ \ P J (nn'y

oü le signe -2" se rapporte ä tous les entiers positifs n et n'. impairs et premiers

a D. Observons maintenant que, Texposant de d' etant toujours pair ou impair

en meme temps que le nombre ^(?r— l)-f-l(n'-— 1), comme nous avons dejä

eu occasion de le remarquer dans le §.8, nous pouvons le remplacer par ce

dernier. Par cette Substitution, le terme general de la somme precedente se

changera en iin produit de deux facteurs qui ne contiennent chacun qu'un seul

des entiers 7i et n', de sorte que la somme elle-meme prendra la forme d'un

produit de deux series simples. On obtient ainsi et en substituant dans Tequa-

tion (2), Celle que nous allons eci'ire:

(2') H = ^ =- 3.5«"'-') (—1 — . v(_i)it'.-i)jK"'-iJ (^] 1

,

nx\og(T-hvyD) \P) n \PJ n

chacune des deux soraniations indiquees s'etendant ä tous les entiers positifs n,

impaii-s et premiers ä D. Pour plus de simplicite, nous avons remplace n' par

11, ce qui est permis, ces deux lettres ayant la meme signification et ne se

trouvant plus maintenant melees dans une meme sommation. Nous avons en

outre reduit ä zero la variable infiniment petite q, les sommes precedentes etant

en effet les limites de Celles oü Ton aui-ait conserve la quantite q, pourvu que

dans ces sommes Ton considere les entiers n comme formant une suite croissante,

comme il est facile de s'en assurer, et comme on l'a d'ailleurs prouve, en

etablissant les resultats qu'il sera necessaire de rappeler dans le numero suivant.
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L'equation (4) etant soiimise aux meines transfonnations, se changera en celle-ci:

(4') H = ^^' ,^ vji(.'-i) (^L)1 . v(_ni(.-i) ji(.'-i)
f
Jl_) _L

.

Tixlogir+v^-ID') \ P' } n ^ y P' ) n

IV. II faut maintenant rappeler les resultats qui se rapportent aux

formes quadratiques ä coefficients reels, pour les comparer a ceux que nous

venons d'etablir. C"est ce que nous allons faire, en choisissant les notations

de maniere ä faciliter la comparaison dont il s'agit. Dans le Memoire precedent

(§. 6, eq. 23)'), on a demontre que relativement a un determinant positif non-

carre D, le nombre des classes que nous designerons par /t,, est donne par

requation:

(5) Ä, = ^VD_^ ^^,j„_,^ ^(„,_„ fn\ J_
\02(t-^v\ID-) \ P ) nlog(r+ (.;/£») \P

Dans cette equation la signification des lettres r, v, d, P et n est la meme que

dans les equations precedentes (1), (2) et (2'), et la gommation a la meme
etendue que dans la derniere de ces equations. Quant ä la lettre 6, eile de-

signe l'unite positive ou negative, selon que P est de la forme 4:k-hl ou 4Ä;-t-3.

Si nous considerons en second lieu le determinant oppose —D, et que nous de-

notions par h, le nombre des classes qui y repondent, il resulte de l'equation (19)")

du paragraphe dejä cite, qu'on aura:

(ß) n ^ ' \ P ) n

la signiücation de toutes les lettres et l'etendue de la sommation restant toujours

les memes. Or. 6 etant toujours de la forme ±1, on voit que les deux series

contenues dans les equations (5) et (6), coi'ncident avec Celles de l'equation (2'),

de Sorte qu'en divisant cette derniere par le produit des deux autres (5) et (6),

on trouvera ce resultat tres simple:

H = — Ä,Ä„.
X

L'autre cas qui est celui d"un determinant de la forme D'i, conduit a un re-

sultat analogue; il suffit pour l'obtenir, de remplacer dans ce qui precede, les

equations (5) et (6), par Celles qui expriment les nombres A, et lu des classes

') S. 456 dieser Ausgabe von G. Lejeane Dirichlet's Werken. =) S. 451 dieser Ausgabe von G. Lejeuue Dirichlefs Werke

G. Lejeune Dirichlet's Werke. 78
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reelles repondant aux deterrainants 2Z)' et — 2D' . On trouve alors:

X

Nous avons donc ces deiix theoremes tres remarquables:

y,D designant un entier positif non-carre, soit H le nombre des classes

dans lesquelles se distribuent les formes ä coefficients complexes et au deter-

minant D, soient encore Aj et ho les nombres des classes pour les formes ä

coefficients reels. repondant respectlvement aux deux determinants D et —D;

toutes ces formes etant supposees telles que les coefficients extremes et le double

coefficient moyen ne presentent pas de diviseur commun. Cela etant, on aura

toujours

:

H=2h,h, ou H=hji^,

Selon que l'equation indetermlnee f-—Dir= — 1 admettra des Solutions reelles

ou non."

„D designant un entier positif dont le double ne soit pas un carre, si

Ton suppose que les lettres H, /t,, Ju, en conservant une signification analogue

ä Celle de l'enonce precedent, se rapportent maintenant aux determinants Di,

2D, —2D. on aura:

H=hJ,., ou 2H = hJ,,,

Selon que l'equation t-— 2Du' = — 1 admettra des Solutions reelles ou non."*)

Quoique les theoremes precedents ne contiennent aucun element qui ne

soit relatif aux nombres entiers, il parait difficile de les etablir par des consi-

derations purement arithmetiques, tandis que la methode mixte dont nous venons

de faire usage, et qui est fondee en partie sur l'emploi de quantites variant par

degres insensibles, nous y a conduit de la maniere la plus naturelle et, pour

ainsi dire, sans effort.

*) On suppose tacitement dans ces enonces, comme on le fait ordinairement, que pour un deter-

minant negatif on n'admette que des formes reelles dont les coefficients extremes soient positifs. Si Ton

n'adoptait pas cet usage, le nombre k^ aurait une valeur double de celle que nous lui supposons, et les deux

enonces seraient a modifier en consequence.
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Süß LA THEORIE DES NOMBRES.
[Extrait d'une lettre adressee ä M. Liouville.]

En voyant dans votre Journal l'elegante traduction que M. Terquem a

bien voulu faire de mon Memoire sur la progi^ession arithmetiqiie*), j'ai eii l'idee

d'etendre la meme analyse aux formes quadi-atiqnes. En combinant cette ana-

lyse avec les considerations ingenieiises que M. Gauss developpe dans les derniers

numeros de sa cinquieme section. on prouve non seulement que toute forme

quadratique renferme une infinite de nombres premiers, mais encore qu'elle en

contient qui soient d'une forme lineaire quelconque compatible avec la forme

quadratique donnee.

Je me suis aussi beaucoup occupe dans ces derniers temps ä etendre

aux formes quadratiques ä coefficients et indeterrainees complexes, c'est-ä-dire

de la forme t-^uy— 1, les theoremes qui ont Heu dans les cas ordinaires des

entiers reels. Si Ton cherche en particulier ä obtenir le norabre des formes

quadratiques differentes qui existent dans cette hypothese pour un determinant

donne, on arrive a ce resultat assez remarquable, que le nombre dont il s'agit

depend de la division de la lemniscate, de meme que dans le cas des formes

reelles et ä determinant positif, il se rattaclie ä la section du cercle. Ce qui

m'a surtout fait plaisir dans ce travail, c'est le parti qu'on y tire de conside-

rations geometriques et particulierement de la theorie des proprietes perspec-

tives des figures. Au moyen de cet auxiliaire, la question qui d'abord, et con-

sideree d'une maniere purement analytique, parait extremement compliquee, de-

vient presque aussi simple que lorsqu'il s'agit de determinants reels.

*) Tome IV du Journal de Liocville, page 39S ').

') Bd. II dieser Aasgabe von G. Lejeune Dirichlet's Werken.
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Les recherches dont je viens de vous indiqner Fobjet, m'ont conduit a

un theoreme remarquable par sa simplicite et qui ne parait pas sans impor-

tance pour la theorie des equations indeterminees des degres superieurs au

second, matiere encore tres peu cultivee. Voici en qiioi consiste ce theoreme:

^SI requation:

(1) s"+ as"-'H \-gs-{-h = 0,

ä coefficients entiers, n'a pas de diviseur rationnel, et si parmi ses racines:

«, /3, . . ., CO

il y en a au moins une qui soit reelle, je dls que l'eqiiation indeterminee

:

(2) F{^, y, ...,z) = ff(a)cf(ß) . . .<f(co) = h

oü Ton a pose pour abreger:

a toujours une infinite de Solutions entieres."

Pour etablir ce theoreme, il taut d'abord faire voir qu'il existe au moins

un entier m tel que l'equation:

(3) FOr,y,...,z) = vi

ait une infinite de Solutions. C'est ä quoi Ton peut parvenir par difFerents

moyens. Dans le cas du second degre, la chose, qui pour ce cas n'est pas

nouvelle, resulte imraediatement des proprietes des fractions continues.

L'equation (3) ayant une infinite de Solutions, il en existera deux telles

que Ton ait:

-F(.r, ij, . . ., z) = m, F{a;'
, y\ . . ., s') = ??(,

et en meme temps:

(4) .1-^x'. y^y', . . ., 2 ^ z' (mod. w).

Cela pose, si nous considerons la fraction:

x-\-ay-\ ha"-' 2 '

on pourra evidemment, en multipliant par:

q(ß) ... <f(w\

lui donner la forme:

X-\-a Y-\ \-a"-^Z
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oü X, Y, . . ., Z sont des Ibnctions entieres et a coefficients entiers de:

.c, y, . . ., c, x', y\ . . ., 2'.

Je dis maintenant que X, F. .... Z sont des multiples de m. Pour le faire

voir, admettons pour un instant que dans ces expressions:

X, IJ, . . ., z'

soient changes en:

X, IJ, . . ., z,

changement par lequel X, F, .... Z resteront, en vertu des congruences (4),

congi-us ä eux-inemes. Par le changement dont il s'agit:

X-haY-\ ha^-'Z

doit devenir egal a m, ce qui ne peut arriver [requation (1) n'ayant pas de

diviseurs rationnels] qu'autant que:

X, Y, . . ., Z
deviennent respectivement:

m, 0, . . ., 0.

Donc X, Y, . . ., Z sont divisibles par m, et la fraction consideree plus haut est:

t+ «»jH l-«"-^C.

§, Tj, . . ., ^ etant des entiers; d'oü Ton conclut:

F(l rj, ...,0= h

Solution qui en tburnira une infinite d'autres.

Parmi les consequences nombreuses qu'on peut tirer de ce theoreme. il

y en a une qui se presente pour ainsi dire d'elle-meme; eile consiste en ce que

les fonctions que Lagrange a d'abord considerees dans les Memoires de Berlin,

plus tard dans les Additions a fAlgehre d'EuLER, et qui se reproduisent par

multiplication, si elles peuvent obtenir une certaine valeur, sont des lors suscep-

tibles de la meme valeur pour une infinite de systemes de valeurs des indeter-

minees .r, y, ..., z, en supposant toutefois que l'equation algebrique d'oü ces

fonctions tirent leur orio-ine satisfasse aux conditions ci-dessus enoncees.
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EIMGE RESULTATE AON UNTEßSUCHUNGEN
ÜBER EINE CLASSE HOMOGENER FUNCTIONEN

DES DRITTEN UND DER HÖHEREN GRADE.
[Mitgetheilt in der Sitzung der piiysikiili.scdi-mathemati.sciien Classe

der Akademie der Wisseuschafteu am 11. October 1841.]

Die homogenen Functionen mit ganzzahligen Coeflicienten, auf welche sich

diese Untersuchungen beziehen, sind diejenigen besonderen Functionen jedes

Grades, welche eine ihrem Grade gleiche Anzahl von unbestimmten ganzen

Zahlen enthalten und zugleich in lineare Factoren mit irrationalen Coefficienten

zerlegt werden können. Fiir den zweiten Gi-ad fallen dieselben mit den so viel-

fach behandelten binären quadratischen Formen zusammen, und wie die Theorie

dieser Formen einen der fruchtbarsten Theile der Arithmetik bildet, so kommen
auch den analogen Ausdrücken von höherem Grade eine Menge der interessan-

testen Eigenschaften zu, deren Erforschung nicht nur der Theorie der Zahlen

sondern auch anderen damit zusammenhängenden Disciplinen bedeutende Erwei-

terungen zu versprechen scheint. Von den zahlreichen Untersuchungen, zu welchen

dieser Gegenstand Veranlassung giebt, betrifft die der Classe gemachte Mitthei-

lung nur die Aufgabe:

..Alle Darstellungen einer gegebenen Zahl durch eine gegebene Func-

tion der genannten Art aufzufinden, oder sich doch zu überzeugen, dass

die gegebene Zahl einer solchen Darstellung nicht fähig ist.'"

Um die Betrachtungen, auf welchen die Lösung der eben ausgesprochenen

Frage beruht, in das gehörige Licht zu setzen, wird es zweckmässig sein, die-

selben zunächst auf den zweiten Grad anzuwenden, obgleich die Aufgabe für

diesen Fall längst durch andere Methoden ihre vollständioe Erlediguna üe-

fuuden iiat.
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Für diesen Fall verlangt die Aufgabe, dass man alle Auflösungen der

unbestimmten Gleichung:

(1) ux"+2bd-}j-{-cif = m

darstelle, in welcher:

h-— ac = D

als positiv und keinem Quadrate gleich vorausgesetzt werden kann, da sonst

die Frage gar keine Schwierigkeit darbietet. Die Methode, welche wir anzu-

deuten versuchen wollen, macht die Lösung dieses Problems von der Kennt-

niss irgend zweier Werthe abhängig, welche der bekanntlich immer mfiglichen

Gleichung:

(2) t-—Du- = 1

oenüiien. Sind:
° ^ T, U

zwei solche Werthe (die wir beide positiv voraussetzen können), und hätte man

andererseits irgend eine Auflösiing:

der Gleichung (1), so würde man, nach einer von Euler gemachten Bemerkung,

unzählige neue Auflösungen daraus ableiten können, welche durch die Formel:

(3) ax+(b+yD)ij = ±{aX-^[h+Y^] YXT+ U\D)'

bestimmt werden, in welcher n irgend eine positive oder negative ganze Zahl be-

zeichnet, und nach geschehener Entwickelung die rationalen Theile und die Coef-

ficienten von VZ) auf beiden Seiten besonders gleich zu setzen sind. Wie wnchtig

die von Eüler gemachte Bemerkung auch sei, so begründet dieselbe doch noch

keineswegs eine vollständige Zurückführung der Gleichung (1) auf die Glei-

chung (2), da dieselbe kein Mittel an die Hand giebt, eine erste Auflösung:

(A-, Y)

zu finden, und andererseits, wie LaC4Range gezeigt hat. der Ausdruck (3) nicht

nothwendig alle ^Auflösungen der Gleichung (1) zu enthalten braucht, selbst

wenn man für:

T, U

die kleinsten der Gleichung (2) genügenden Werthe wählt.

Um nun die oben verlangte vollständige Zurückführung zu bewerkstelligen,

bemerke man, dass die in (3) enthaltenen Auflösungen eine Gruppe bilden,
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welche dieselben Auflösungen zu enthalten fortfahren wird, wenn man statt der

Auflösung (A', Y) irgend eine der daraus ableitbaren einführt. Es folgt hieraus,

dass die Gesammtheit aller Auflösungen der Gleichung (1) in Gruppen dieser Art

vertheilt werden kann, und dass es zur vollständigen Lösung unserer Aufgabe

nur darauf ankommen wird, aus jeder Gruppe eine Auflösung zu kennen, da

alsdann die ganze Gruppe selbst durch (3) gegeben sein wird. Nun ist aber aus

(3) klar, dass in jeder Gruppe der Ausdruck:

ax-\-(/j-^]/D)y

nothwendig einmal und nur einmal einen Werth annimmt, der zwischen die

beiden Grenzen:

a und a(T-JrU]/D)

mit Ausschluss von einer derselben fällt, wenn a einen beliebigen positiven oder

negativen Werth bezeichnet. Nimmt man z. B. a positiv, so giebt es also in

jeder Gruppe eine und nur eine Auflösung von solcher Beschaffenheit, dass:

Mit diesem Resultate ist nun die Frage sogleich erledigt, da man leicht

durch eine endliche Anzahl von Versuchen alle den Ungleichheiten (4) genü-

genden Auflösungen der Gleichung (1) finden oder doch sich überzeugen kann,

dass keine solche existirt. Man sieht die Möglichkeit hiervon sogleich, wenn

man der Sache eine geometrische Einkleidung giebt. Als Gleichung einer auf

rechtwinklige Coordinaten bezogenen Curve betrachtet, stellt (1) eine Hyperbel

dar, von welcher nur ein endlicher Bogen den Bedingungen (4) genügt, so dass

man also in der That leicht alle innerhalb dieses Bogens liegenden Pimkte finden

kann, deren Coordinaten ganze Zahlen sind. Jeder dieser Punkte bestimmt

dann eine Gruppe von Auflösungen der Gleichung (1), und falls sich keiner findet,

ist die Unmöglichkeit dieser Gleichung dargethan.

Wie man sieht, ist der Erfolg des eben beschriebenen Verfahrens von

der Wahl der Auflösung (T, U), welche dabei als Ausgangspunkt dient, ganz

unabhängig. Die Rechnung wird jedoch am kürzesten, wenn diese Auflösung

die in den kleinsten Zahlen ausgedrückte ist, aus welcher bekanntlich alle übrigen

durch Potenziren erhalten werden können. Wählt man eine dieser abgeleiteten,

so hat dies keinen anderen Uebelstand, als dass die Anzahl der Gruppen im

Endresultat dadurch vergrössert wird.
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Indem wir zum dritten Grade übergehen, werden wir, der Kürze wegen

und um das Schreiben zu eomplicirter Ausdrücke zu vermeiden, nicht die allge-

meinste Function der oben näher bezeichneten Art betrachten, sondern uns auf

diejenige besondere dritten Grades beschränken, welche zu der allgemeinsten

dieses Grades in ähnlicher Beziehung steht, wie sich fiir den zweiten Grad die

sogenannte Hauptform

:

ZU der allgemeinen Form:

a .!•'' -+- 2b,in/ -\-ci/'

derselben Determinante verhält. Ist:

(5) s'-\-as'-i-bs-\-c =
eine cubische Gleichung, deren Coefficienten ganze Zahlen sind, und welche

durch keinen rationalen Factor theilbar ist. und bezeichnen:

a. p\ )'

die AVurzeln derselben, so ist der zu lietrachtende Ausdruck:

das Product von:

und zwei ähnlichen aus ß und y gebildeten linearen Functionen. Die zu lösende

Gleichung wird alsdann:

(6) F(ä.; y, z) = m.,

während die der obigen Gleichung (2) entsprechende mit der folgenden zusam-

menfällt:

(7) F(t, M, r) = 1,

Was diese letztere betrifft, so lässt sich durch Betrachtungen, die hier nicht

ausgeführt werden können, nachweisen, dass sie wie jene (2) immer auflösbar

ist, und es wird nun zu zeigen sein, wie man aus einer oder zwei Auflösungen

der Gleichung (7) alle Werthe x, y, z ableiten kann, welche der Gleichung (6)

genügen, oder wie man sich davon überzeugen kann, dass keine solche existiren.

Hierbei treten nun zwei wesentlich verschiedene Fälle ein, je nachdem nämlich

die Gleichung (5) nur eine oder drei reelle Wurzeln hat.

Im ersteren dieser Fälle, den wir allein hier ausführlich besprechen werden,

hat die Gleicliung (7) mit der Gleichung (2) die Eigenschaft gemein, dass alle
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ihre Auflösungen aus einer Fundamental-Auflösung durch Potenziren abgeleitet

werden können; allein es ist für unsern Zweck nicht erforderlich, diese einfachste

Auflösung zu kennen, sondern das Verfahren bleibt bis auf die grössere Länge

der Eechnung ganz dasselbe, wenn man von einer der abgeleiteten Auflösungen

ausgeht. Ist nämlich:

(T, ü, l^

eine solche"), und bezeichnet man andrerseits mit:

X, 7, Z

irgend welche ganze Zahlen, die der Gleichung (6) genügen, so lassen sich

daraus unendlich Ariele neue ableiten, wenn man in der Gleichung:

(8) a--i-ay-\-crz = (X-h« 7+«'Z)(r+f; U+cr V)"

nach geschehener Entwickelung die rationalen Theile, so wie die Coefficienten

von ci und er besonders gleich setzt. Die durch diese Formel mit einander

verbundenen Auflösungen bilden offenbar wieder eine Gruppe, welche von der

Wahl des Anfangsgliedes (X, Y, Z) unabhängig ist, d. h. welche dieselbe bleibt,

wenn man dieses mit irgend einem anderen Gliede derselben Gruppe vertauscht.

Es folgt daraus, wie oben, dass sich die Gesammtheit aller Auflösungen der

Gleichung (6) in solche Gruppen vertheilen lassen muss, und dass man sich

im Besitze aller dieser Auflösungen befinden wird, sobald man aus jeder Gruppe

ein Glied anzugeben im Stande ist. Nun ist aus (6) und (8) sogleich klar,

wenn man unter a diejenige der Wurzeln der Gleichung (ö) versteht, welche

reell ist, dass:

x-\-aij-{-u'z

dasselbe Zeichen wie m hat und in jeder Gruppe einmal und nur einmal einen

Werth erhält, der zwischen den Grenzen:

0- und a{T-\-aü-{-a-V)

mit beliebigem Ausschlüsse von einer derselben liegt, wo die Grösse o ganz

willkürlich und der einzigen Beschränkung unterworfen ist, ein dem Zeichen

von m gleiches Zeichen zu haben. Die Auffindung aller Auflösungen, welche

diese doppelte Bedingung erfüllen und die Repräsentanten von eben so vielen

Gruppen sind, lässt sich aber sogleich durch Versuche in endlicher Anzahl

') Es versteht sich von selbst, dass die ganz illusorische Auflösung (1, 0, 0) ausgeschlossen

werilen muss.
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bewerkstelligen, oder es lässt sich erkennen, dass keine solche und also über-

haupt keine Auflösungen der Gleichung (6) existiren. In der That stellt die

Gleichung (6), wenn man darin .r, y, z als rechtwinklige Coordinaten betrachtet,

eine ki-umiue Fläche von unendlicher Ausdehnung dar, welche in unserem Falle,

wo nur eine der Wurzeln «, ß, y reell ist, eine Ebene und eine Gerade zu

Asymptoten hat. Die oben erhaltenen Ungleichheitsbedingungen haben dann die

geometrische Bedeutung, dass man nur das Stück der Fläche zu betrachten hat,

welches zwischen den durch die Gleichungen:

x-\-ay+a'z = er, x-^ay-^a-z = c(T-\-n U-i-cr V)

bestinnnten Ebenen liegt, welche mit der vorher erwähnten Asymptoten-Ebene

parallel sind. Dieses Stück aber hat, wie man leicht sieht, nur eine endliche

Ausdehnung, so dass man also durch Versuche in beschränkter Anzahl immer

wird entscheiden können, welche Punkte desselben ganzzahlige Coordinaten haben,

wenn überhaupt Punkte dieser Art vorhanden sind.

Wir bemerken nur noch, dass in dem zweiten der früher unterschiedenen

Fälle die Gleichung (7), wie in dem eben besprochenen, unendlich viele Auf-

lösungen zulässt, die aber nicht alle aus einer durch Potenziren abgeleitet werden

können. Es existü*en vielmehr in diesem Falle zwei Grundauflösungen, welche durch

Multiplication und Potenzirung alle übrigen erzeugen. Ohne diese zu kennen,

wird es hinlänglich sein, von den derivirten zwei von solcher Beschaffenheit zu

haben, dass nicht beide durch Potenzirung in eine und dieselbe dritte übergehen

können, um daraus nach einem dem oben angegebenen ähnlichen Verfahren die

Gesammtheit aller Auflösungen der Gleichung (6) ableiten zu können.
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VERALLGEMEINERUNG EINES SATZES

AUS DER LEHRE VON DEN KETTENBRÜCHEN NEBST
EINIGEN ANWENDUNGEN AUF DIE THEORIE DER ZAHLEN.

[Auszug aus einer iu der Akademie der Wissenschaften am 14. April 1842 gelesenen Abhandluno-.]

Ist « ein irrationaler Werth, so giebt es immer unendlich viele zusammen-

gehörige ganze Zahlen x und y, für welche der lineare Ausdruck x— ccy nume-

i-isch kleiner als — ist. wie dies aus der Theorie der Ketteiiltrüche länost bekannt
y

ist. Die eben ausgesprochene Eigenschaft lässt sich wie folgt verallgemeinern:

..Sind «1, «2, .... «,„ gegebene positive oder negative Werthe von solcher

Beschaffenheit, dass der lineare Ausdruck:

in welchem:

(2) «„, X^, . . ., X,n

unbestimmte positive oder negative ganze Zahlen bezeichnen, nur in dem Falle

verschwinden kann, wenn x^ = .iv, ^ • • • ^ .r„_ = und also auch x^ = ist,

so giebt es immer unendlich viele Systeme (2). worin nicht:

und für welche der Ausdruck (1) numerisch kleiner als ist. wo unter s der

grösste der Zahlenwerthe von x-^, x.,, .... .r,„ verstanden wird.''
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Um diesen eben so einfachen als fruchtbaren Satz zu beweisen, wird es

genügen nachzuweisen, dass ein System von der verlangten Beschaffenheit ge-

funden werden kann, für welches ausserdem der numerische Werth von (1)

kleiner als eine vorher bestimmte Grösse d' ist. Um ein solches zu erhalten,

nehme man eine positive ganze Zahl ri. welche die Bedingung:

1

(2nr

erfüllt, und lege in dem Ausdrucke (1) jeder der Zahlen:

Xl, A-o, . . ., ^m

alle in der Reihe:

— 71. —(n— 1), . . ., —1. 0, 1. . . ., 7«— 1, n

enthaltenen A^'erthe bei. Bestimmt man nun für jede dieser (2;i-l-l)"' Verbin-

dungen .Tj so, dass (1) einen nicht negativen unter der Einheit liegenden Werth

erhält, so hat man (2u-t-l)"' ächte Brüche, von denen nothwendig wenigstens

zwei in demselben der durch die Werthe:

0, -^, ^, ..., ^m:=±, 1

(2h)"* (2«)"' (2«)-

begrenzten (2'ii)'" Intervalle liegen müssen. Zieht man zwei Ausdrücke, denen

solche Werthe entsprechen, von einander ab, so erhält man einen neuen Aus-

druck von der Form (1), in welchem offenbar erstens die Zahlen .r,, x^, ..., x,„

nicht alle zugleich verschwinden, ziceitens keine dieser Zahlen, abgesehen vom

Zeichen. 2« übertrifft, und dessen nnmerischer Werth endlich drittens kleiner als:

(2nT

und also auch kleiner als ist.
s"'

Hieraus folgt dann sogleich die Existenz von unendlich vielen Systemen (2),

welche der Aussage des Satzes entsprechen. In der That. wie viele solcher

Systeme man auch als schon bekannt voraussetzen möge, so wird es. da für

keines derselben der Ausdruck (1) verschwindet, nach dem eben Gesagten möglich

sein, ein neues von den gegebenen verschiedenes zu linden, indem man zu

diesem Zwecke nur für (^ den kleinsten Zahlenwerth des Ausdrucks (1) zu

wählen braucht, welcher einem der schon bekannten Systeme entspricht.
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Es giebt analoge Sätze für zwei oder mehr simultane Ausdrücke der

Form (1), welche durch dieselben einfachen Betrachtungen erwiesen werden

können, und von welchen der auf zwei bezügliche so lautet:

„Sind:

«1, Ko, . . ., «,„

und:

ßu ß-2, . . ., /?»

(wo m > 2) zwei Reihen gegebener Werthe von solcher Beschaffenheit, dass die

Summen:

(3) «I .Ci -f- «2 >r;,H h- ß,„^„,

,

(-t) ßi'Vl+ßi-ti-i ^ß,n.V„„

nur in dem Falle gleichzeitig verschwinden können, wenn:

ist, so giebt es immer unendlich viele Systeme a\, x-^, .... .r„, nicht gleichzeitig

verschwindender Zahlen, für welche (3) und (4) resp. numerisch kleiner sind als:

A^

s"

und

:

in welchen Ausdrücken ^4 und B bestimmte von:

«1, «2, . • ., «m, ßu ßi^ • • •) ßm

abhängende und a eine beliebige zwischen und m — 2 liegende Constante be-

zeichnen."

Ein für die Anwendungen auf die Zahlentheorie besonders wichtiger Fall

ist der, wo die Exponenten a und m— 2— o einander gleich genommen werden

A B
und die Ausdrücke in und übergehen.

s
-

S
-

Wir fügen noch hinzu, dass diese Sätze und ihre Beweise mit geringen

Modificationen auf complexe Zahlen ausgedehnt werden können.

Vermittelst der eben erhaltenen Resultate lässt sich das Lemma, auf

welchem die Verallgemeinerung der FERMATschen Gleichung t'-— /)«''= 1 beruht,

ganz elementar beweisen*), und man sieht zugleich, dass das Lemma, so wie der

*) Comptes rendus des seances de TAcademie des sciences de Paris. Premier semestre 1840, p. 28G. ')

') S. 622 dieser Ausgabe von G. Lejeune Dirichlefs Werken. K.
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darauf gegründete Satz noch richtig bleibt, wenn die algebraische Gleichung:

s"+«s"-iH \-;/s-hh = 0.

nur imaginäre Wurzeln hat, vorausgesetzt dass alsdann n grösser als 2 sei.

Die in Rede stehende Erweiteiiuig fordert den Nachweis, dass es immer wenig-

stens eine ganze Zahl m giebt. für welche die unbestinnnte Gleichung:

F(.v., y, z. ...)= m

unendlich viele xVuflösungen zulässt, und dies folgt mit der grössten Leichtigkeit

aus dem ersten oder dem erwähnten besonderen Falle des zweiten der obigen

Sätze, je nachdem sich unter den Wurzeln der Gleichung wenigstens eine reelle

befindet oder diese sänuntlich imaginär sind.
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ZUR THEORIE DER COMPLEXEN EINHEITEN.
')

[Mitgetbeilt in der Sitzung der physikalisch-raathematisclieu Classe

der Akademie der Wissenschaften am 30. März 1846.]

Es sei:

(1) F((u) = aj"+/), o/'-i +^;,,co"--H h/'„ =
eine Gleieluing von beliebigem Grade mit ganzen Coefficienten ;j,. jx, j)„,

die Iveinen rationalen Factor hat. und deren Wurzeln mit «, ß. .... ^o bezeichnet

werden sollen. Bildet man nun mit it unbestimmten ganzen Zahlen f. », .... z

Ausdrücke von der Form:

(/((() = t-hua-^ \-:a"-\ (f(ß) = t-huß-\ hzß"-\ ...,

SO wird das Produet:

(f(tt)(f(ß) (f'(Q)

eine homogene Function mit ganzen Coefficienten von f, n, . . ., z sein, welche,

wie Lagrang.e zuerst bemerkt hat, die merkwürdige Eigenschaft besitzt, sich

durch Multiplication und folglich auch durch Potenzirung zu reproduciren. Für

die Theorie der so gebildeten Functionen ist nun vor Allem die Beantwortuno-

der Frage, für welche Systeme von Werthen t, u, .... : sie der Einheit gleich

werden, d. h. die vollständige Auflösung der Gleichung:

(2) <f(c')v(ß)---<f(Q) = l

von der grössten Wichtigkeit und als ein Fundamentalproblem dieser Theorie

zu betrachten.

Nimmt man gewisse besondere Auflösungen dieser Gleichung aus. welche

immer leicht gefunden M-erden können, und für welche die Factoren:

y(«), <f(ß). . . ., <f(Q)

Wui'zeln der Einheit sind, so wird jede gegebene Auflösung, zu einer unbestimmten

ganzen positiven oder negativen Potenz erhoben, unendlich viele neue Auflösungen

erzeugen, und eben so einleuchtend ist es, dass man bei zwei oder mehr gege-

benen Auflösungen unbestimmte Potenzen derselben durch Multiplication zu dem-

') Die einleitenden Worte im Bericht über die Sitzung lauten: ,Hr. Lejeune Dirichlet machte einige Mittheilungen über

eine non ihm ausgeführte Untersuchung, welche die Theorie der complexen Einheiten zum Gegenstande hat

und nächstens an einem andern Orte bekannt gemacht werden soir. K.

G. Lejeune Dirichlefs Werke. 81
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selben Zwecke verbinden kann. Fiir den speciellen Fall , wo F(aj) = or — D.

geht unsere Gleichung in die bekannte PELLsehe Gleichung über, deren sänimt-

liche Auflösungen aus einer Fundauientalauflösung durch Potenziren und Multi-

pliciren mit ± 1 erhalten werden. Es entsteht nun hier die Frage, ob für die

allgemeine Gleichung eine ähnliche Eigenschaft stattfindet , und ob auch fih-

diese solche Fundamentalauflösungen existiren, aus welchen duj'ch Potenziren

und Multipliciren sämmtliche Auflösungen gebildet werden können. Diese Frage

findet ihre vollständige Erledigung in folgendem durch seine grosse Allgemeinheit

merkwiirdigen Satze

:

„Bezeichnet h die Gesammtanzaiil der reellen und der Paare imaginärer

conjugirter Wurzeln der Gleichung (1), so giebt es immer h— 1 Fundamental-

auflösungen von solcher Beschaftenheit, dass, wenn man dieselben potenzirt

und in einander multiplicii't und dem so gebildeten allgemeinen Product der

Keihe nach jede der vorher erwähnten besonderen Auflösungen als Factor zu-

gesellt, alle Auflösungen von (2) und zwar jede nur einmal dargestellt werden."

Fiir die nächsten Grade nach dem zweiten Hess sich dieser Satz ohne

erhebliche Schwierigkeiten beweisen, und wir haben das auf den dritten Grad

bezügliche Resultat in einer finiheren Note*) schon vor mehreren dahren aus-

gesprochen. Dem Beweise des Satzes in seiner ganzen Allgemeinheit, wie er

sich auf dem Wege der Induction bald hei-ansstellte, traten jedoch die grössten

Schwierigkeiten entgegen, die erst nach vielen fruchtlosen Versuchen vollständig

überwumden werden konnten. Fortgesetzte Beschäftiguno- mit diesem Gegen-

Stande hat dann endlich den Beweis in solchem Grade vereinfacht, dass wir die

Hauptmomente desselben mit wenigen Worten auf eine verständliche Weise zu

bezeichnen im Stande sind.

Als der eigentliche Nerv dieses Beweises ist die Auffindung von h — 1

von einander unabhängigen Auflösungen zu betrachten, unter welcher Benennung

wir solche verstehen, die, zu beliebigen Potenzen erhoben und in einander multi-

plicirt. nie die evidente Auflösung / ^ 1, « = 0, . . ., : = ergeben, ausser

wenn sämmtliche Potenze.xponenten der Null gleich genommen werden. Sind

nämlich h— 1 solche Auflösungen bekannt, so lässt sich vermittelst der in der

vorher angeführten Note entwickelten Methode die Gleichung:

SF(«)5f(|3) • • • </(o) = '-,

*) Monatsbericht für October 1841.')

') S. 625 dieser Ausgabe von G. Lejevine Dirichlet's Werken. K.
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in welcher r eine gegebene ganze Zahl bezeichnet, immer vollständig auflösen

oder doch zeigen, dass diese Gleichung keiner Auflösung fähig ist. Auf den

besonderen Fall angewandt, wo ?'= 1, giebt dieses Verfahren die vollständige

Auflösung der Gleichung (2) und nach einigen Umformungen des Resultats gerade

in der Form, wie sie unser Satz ausspricht.

Was nun den Nachweis betrifft, dass immer h — 1 von einander unab-

hängige Auflösungen existiren, so wird das dazu erforderliche Princip durch

gewisse allgemeine Sätze an die Hand gegeben, die eine merkwürdige Verallo-e-

meinerung der Eigenschaften der Kettenbrüche darbieten und der Akademie

schon vor vier Jahren mitgetheilt worden sind*). Mit Hülfe dieser Sätze kann

man immer eine Auflösung der Gleichung (2) finden, für welche der Zahlen-

werth jedes der Ausdrücke (f(ci), (fQT), . . ., (f(jo), die reellen Wurzeln entsprechen,

so wie jedes Product von je zweien, zu conjugirten imaginären Wurzeln gehö-

renden nach Belieben unter oder über der Einheit liegt, wenn man nur die zwei

offenbar unmöglichen Combinationen ausschliesst, wo alle zugleich grösser oder alle

zugleich kleiner als die Einheit sein sollen. Ist dieser Punkt erst erledigt, so

lässt sich das über die unabhängigen Auflösungen Behauptete wie folgt zeigen.

Bezeichnet man fiir eine gegebene Auflösung mit:

ß, b, . . ., k

diejenigen der Ausdrücke (f(ci), f{,ß), • y^C?)? welche reell sind, so wie die

Producte von je zwei zusammengehörigen imaginären, so hat man:

ab k = 1.

Sollen nun z. B. drei Auflösungen, für die wir a, b, .... k mit den

Indices 1. 2, 3 versehen wollen, unabhängig von einander sein, so muss die

Gleichung:
a'^'< a'j,'-- a™3 = 1

nicht anders bestehen können, als wenn die ganzen Zahlen m^, m.^, m^ gleich-

zeitig verschwinden. Berücksichtigt man, dass diese Gleichung, wenn sie statt-

findet, nicht aufhören wird, richtig zu sein, wenn man a in b oder c verwandelt,

und bezeichnet mit den grossen Buchstaben die Logarithmen der Zahlenwerthe

der durch die entsprechenden kleinen ausgedrückten Grössen, so sieht man, dass

die Bedingung für die Unabhängigkeit der drei Auflösungen darin besteht, dass

die drei linearen Gleichungen:

*) lloualsbericht für April 1842.
')

') S. 633 dieser Ausgabe von G. Lejeuiie Dirichlefs Werken.
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A,vi^+A,m,-{-A^m^ =0. B^m,-\-B.-,m,-hB^m^ ^0, C\m^+C,)n.,-hC^m^ ^0

keine andere Auflösung in ganzen Zahlen zulassen dürfen als:

m^ = 0, m„ = 0, m^ = 0.

Diese Bedingung wird aber offenbar erfüllt sein, wenn die sogenannte Determinante

aus den neun Coefficienten oder nach der üblichen Bezeichnung der Ausdruck:

2±A,B,q

von Null verschieden ist, da alsdann die Gleichungen nur auf die angegebene

Weise erfüllt werden können, selbst wenn man davon abstrahirt, dass m^, m.2, m^

ganz sein sollen.

Durch dieses Resultat, in Verbindung mit dem vorher erwähnten, ist nun

ein Mittel gegeben, die Anzahl der unabhängigen Auflösungen allmählich zu ver-

grössern, bis sie gleich h— 1 geworden ist. Um z. B. zu drei bekannten, für

welche ^dzA^B.^C^ von Null verschieden ist, eine vierte hinzuzufügen, hat man

nur .44, Bi, C\, 7)4 so einzurichten, dass ^dzA^BoC^D^ ebenfalls nicht ver-

schwinde. Nun ist aber bekanntlich:

^±A,B,C,D, = D,2±A,BJJ,^C\F-hB^G+A^H,

wo F, G, H nichts die nun hinzukommende Auflösung Betreffendes enthalten.

Giebt man jetzt D^ dasselbe Zeichen, welches ^dzAiBX^ hat, und C\, B^, A^

resp. die Zeichen von F, G, H, falls sie nicht verschwinden, so ist die zweite

Seite und also auch die erste positiv, d. h. die neu hinzugekommene Auflösung

bildet mit den drei schon vorhandenen ein System unabhängiger Auflösungen.

Wir bemerken zum Schlüsse noch, dass die Untersuchungen, über welche

wir so eben einige Andeutungen gegeben haben, mittelst derselben Principien

einer viel grösseren Ausdehnung fähig sind, als denselben hier gegeben worden

ist. Man kann, statt wie es hier geschehen ist, nur eine Gleichung zu Grunde

zu legen, mehrere Gleichungen betrachten, und die Factoren der zu bildenden

Function aus den einzelnen Combinationen der Wurzeln dieser Gleichungen zu-

sammensetzen, so wie man auch andererseits statt der ganzen Zahlen, welche als

Coefficienten oder als Variabein der homogenen Function vorkommen, complexe

Zahlen einer beliebigen Form einfuhren kann. Auf alle diese Erweiterungen

bleiben dieselben Principien anwendbar, was das günstigste Zeugniss dafür ab-

legt, dass diese Principien dem wahren Wesen des Gegenstandes entnommen sind.

@2.:.. 4
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